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Twierdzenie. Niech (X, d) bȩdzie zupeÃlna̧ przestrzenia̧ metryczna̧, a (Y, d′) dowolna̧
przestrzenia̧ metryczna̧. Jeśli f : X → Y jest funkcja̧ I klasy Baire’a (tzn. istnieje
cia̧g funkcji cia̧gÃlych fn : X → Y zbieżny punktowo do f), to zbiór punktów x ∈ X,
w których f jest cia̧gÃla jest rezydualny.

Do dowodu potrzebna bȩdzie definicja i lemat.

Definicja. Funkcja f jest w punkcie x cia̧gÃla z dokÃladnościa̧ ε > 0, jeśli istnieje
δ > 0 takie, że d(x, y) < δ =⇒ d′(f(x), f(y)) < ε.

Jest jasne, że f jest cia̧gÃla w punkcie x wtedy i tylko wtedy gdy jest tam cia̧gÃla z
dokÃladnościa̧ do dowolnie maÃlego ε > 0, i że zbiór C wszystkich punktów cia̧gÃlości
jest przeliczalnym przekrojem

C =
∞⋂

n=1

Cεn ,

gdzie Cεn jest zbiorem punktów cia̧gÃlości z dokÃladnościa̧ εn, a (εn) jest cia̧giem
maleja̧cym do zera.
Zatem, na mocy twierdzenia Baire’a, aby udowodnić twerdzenie wystarczy udowodnić
wersjȩ sÃlabsza̧ (zaÃlożenia te same):

PrzeformuÃlowanie. Dla każdego ε > 0 zbiór Cε wszystkich punktów cia̧gÃlości z
dokÃladnościa̧ ε funkcji f jest rezydualny.

Lemat. Jeśli X jest metryczna zupeÃlna oraz X =
⋃∞

n=1 Fn, gdzie Fn sa̧ zbiorami
domkniȩtymi, to X =

⋃∞
n=1 IntFn.

Dowód Lematu. Rozważmy dowolny zbiór otwarty U ⊂ X. Wtedy (U, d) jest
przestrzenia̧ metryczna̧ zupeÃlna̧ i U =

⋃
n(U ∩Fn). Zbiory U ∩Fn sa̧ domkniȩte w

przestrzeni U , zatem znów korzystaja̧c z tw. Baire’a, nie moga̧ wszystkie one być
brzegowe (zbiór domkniȩty i brzegowy jest nigdzie gȩsty). Czyli istnieje n takie,
że U ∩ Fn ma niepuste wnȩtrze w U . To znaczy że istnieje punkt y ∈ U ∩ Fn i
kula otwarta V = K(y, ε) (w metryce d), której przekrój z U jest zawarty w Fn.
Poniewaź y ∈ U , a V jest kula̧ wokóÃl y, to U ∩ V 6= ∅. Przekrój ten jest zatem
niepustym zbiorem otwartym zawartym w Fn. Wiȩc jest on zawarty w IntFn.
Pokazalísmy, że IntFn ∩ U 6= ∅. Tym bardziej

⋃∞
n=1 IntFn ma niepusty przekrój z

U . Ponieważ U byÃl dowolnym zbiorem otwartym w X, dowiedlísmy, że
⋃∞

n=1 IntFn

jest zbiorem gȩstym w X. ¤

Teraz możemy udowodnić twierdzenie (przeformuÃlowane).

Dowód PrzeformuÃlowania. Ustalmy ε > 0. Z punktowej zbieżności funkcji fn do f
wynika, że dla każdego x ∈ X istnieje n takie, że d′(fn(x), f(x)) < ε.
czyli, że

X =
⋃

n∈N
{x : d′(fn(x), f(x)) < ε}.

Dalej,
d′(fn(x), f(x)) < ε =⇒ ∃m0 ∀m≥m0 d′(fn(x), fm(x)) ≤ ε,
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czyli

{x : d′(fn(x), f(x)) < ε} ⊂
⋃

m0∈N

⋂

m≥m0

{x : d′(fn(x), fm(x)) ≤ ε}.

ÃLa̧cza̧c ostatnie wzory dostajemy

X =
⋃

n∈N

⋃

m0∈N

⋂

m≥m0

{x : d′(fn(x), fm(x)) ≤ ε}.

Ponieważ w ostatnim nawiasie porównywane sa̧ dwie funkcje cia̧gÃle i nierówność
jest nieostra nawias ten opisuje zbiór domkniȩty. Ostatni przekrój też jest zatem
zbiorem domkniȩtym (zależnym od parametrów n i m0). Oznaczmy ten przekrój
przez Fn,m0 . Ponieważ podwójna suma jest suma̧ przeliczalna̧, na mocy lematu
wnȩtrza zbiorów Fn,m0 tworza̧ (Ãla̧cznie) zbiór gȩsty. Tym bardziej gȩsta bȩdzie suma
wnȩtrz jeśli każdy ze zbiorów Fn,m0 zasta̧pimy przez zbiór wiȩkszy. Mianowicie
zauważmy, że

x ∈ Fn,m0 ⇐⇒ ∀m≥m0 d′(fn(x), fm(x)) ≤ ε =⇒ d′(fn(x), f(x)) ≤ ε,

czyli Fn,m0 ⊂ Fn, gdzie Fn = {x : d′(fn(x), f(x)) ≤ ε}. Przy zasta̧pieniu zbiorów
Fn,m0 przez (wiȩksze od nich) zbiory Fn sumowanie po m0 można pomina̧ć (gdyż
sumujemy tez sam zbiór).
Uzyskalísmy nastȩpuja̧cy wynik: suma (po n) wnȩtrz zbiorów Fn jest gȩsta w X,
czyli zbiór

S =
⋃
n

IntFn

jest zbiorem gȩstym i (oczywíscie) otwartym, a wiȩc w szczególności – rezydualnym.
Rozważmy teraz punkt x ∈ S. Wtedy x należy do pewnego Fn wraz z pewna̧ kula̧,
powiedzmy o promieniu δ > 0. Ponieważ mamy ustalone n i fn jest funkcja̧ cia̧gÃla̧
w punkcie x, to można zmniejszyć δ tak, aby dodatkowo speÃlniony byÃl warunek
d(x, y) < δ =⇒ d′(fn(x), fn(y)) < ε. Zatem d(x, y) < δ implikuje, że

d′(f(x), f(y)) ≤ d′(f(x), fn(x)) + d′(fn(x), fn(y)) + d′(fn(y), f(y)) < 3ε,

gdzie pierwsze i ostatnie wyrażenie szacuje siȩ dziȩki temu, że x i y należa̧ do Fn (a
środkowe – bo tak dobralísmy δ). Wykazalísmy, że w punkcie x funkcja f jest cia̧gÃla
z dokÃladnościa̧ 3ε. Innymi sÃlowy zbiór C3ε zawiera rezydualny zbiór S, zatem sam
jest rezydualny. Oczywíscie to samo jest prawda̧ gdy ε zasta̧pimy przez ε

3 , czyli Cε

jest rezydualny. To kończy dowód (przefrmuÃlowanego) twierdzenia. ¤
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