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Topologia, baza, zbieżność, cia̧g lość,

aksjomaty rozdzielania i aksjomaty przeliczalności

Rozważać bȩdziemy zbiór X zwany dalej przestrzenia̧.

Definicja. Topologia̧ w X nazywamy dowolna̧ rodzinȩ T podzbiorów X spe lniaja̧ca̧:

(1) X, ∅ ∈ T ,
(2) ∀A⊂T

⋃
A ∈ T (zamkniȩtość na dowolne sumy),

(3) ∀U,V ∈T U ∩ V ∈ T (zamkniȩtość na skończone przekroje).

Elemety topologii nazywamy zbiorami otwartymi. Parȩ (X, T ) nazywamy przestrze-

nia̧ topologiczna̧. Dla x ∈ X przez otoczenie punktu x rozumieć bȩdziemy dowolny
zbiór otwarty zawieraja̧cy x.

Definicja. Zbiór F nazywamy domkniȩtym jeśli jego dope lnienie jest zbiorem ot-
wartym. Domkniȩciem zbioru A ∈ X (oznaczanym przez Ā) nazywamy przekrój
wszystkich zbiorów domkniȩtych zawieraja̧cych A (w najgorszym razie jest to X).
Innymi s lowy Ā jest najmniejszym zbiorem domkniȩtym zawieraja̧cym A.

Definicja. Dana jest przestrzeń topologiczna (X, T ). Baza̧ topologii T w X nazy-
wamy dowolna̧ rodzinȩ B zbiorów otwartych spe lniaja̧ca̧:

(1) ∀U∈T ∃A⊂B U =
⋃

A (każdy zbiór otwarty jest suma̧ zbiorów bazowych).

Definicja. Baza̧ w przestrzeni X (bez zadanej topologii) nazywamy dowolna̧
rodzinȩ B podzbiorów X spe lniaja̧ca̧:

(1)
⋃
B = X (pokrywanie ca lej przestrzeni),

(2) ∀U,V ∈B ∀x∈U∩V ∃W∈B x ∈ W ⊂ U ∩ V (istota bycia baza̧).

Twierdzenie. (a) Każda baza topologii jest baza̧ (w sensie ostatniej definicji).
(b) Każda baza jest baza̧ pewnej topologii i taka topologia jest dla tej bazy jedyna.

Dowód: — (a)
(1) X ∈ T =⇒ ∃A⊂B X =

⋃
A. Tym bardziej X =

⋃
B.

(2) U, V ∈ B =⇒ U ∩ V ∈ T =⇒ ∃A⊂B U ∩ V =
⋃
A. Zatem jeśli x ∈ U ∩ V to

istnieje W ∈ A (w szczególności W ∈ B), taki że x ∈ W ⊂ U ∩ V .
— (b)
Jest oczywiste, że jeśli B jest baza̧ pewnej topologii T , to T = {

⋃
A : A ⊂ B}. To

da nam jedyność. Sprawdźmy aksjomaty topologii dla tej rodziny.
(1) X =

⋃
B, ∅ =

⋃
∅.

(2) Zamkniȩtość na dowolne sumowanie jest oczywista.
(3) Zamkniȩtość na przekroje par: Niech U =

⋃
A, V =

⋃
A′, (A,A′ ⊂ B). Niech

A′′ = {W ∈ B : W ⊂ U ∩ V }. Pokażemy, że
⋃
A′′ = U ∩ V . Inkluzja ,,⊂” jest

oczywista. Niech x ∈ A ∩ B. Wtedy x należy do pewnych U0 ∈ A i V0 ∈ A′′,
czyli do U0 ∩ V0. Ale wtedy istnieje W ∈ B, taki że x ∈ W ⊂ U0 ∩ V0. Oczywíscie
W ∈ A′′, czyli x ∈

⋃
A′′. �

Definicja. Dana jest przestrzeń topologiczna (X, T ) i ustalamy punkt x ∈ X. Baza̧

topologii w punkcie x nazywamy taka̧ rodzinȩ Bx otoczeń x, że dowolne otoczenie
x zawiera otoczenie z tej rodziny.

Twierdzenie. Jeśli {Bx : x ∈ X} jest rodzina̧ baz topologii we wszystkich punk-
tach, to suma tej rodziny jest baza̧ tej topologii.
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Dowód: Niemal oczywiste. �

Definicja. Powiemy, że cia̧g (xn)n≥1 w przestrzeni topologicznej (X, T ) zbiega do
x ∈ X, jeśli w każdym otoczeniu punktu x siedza̧ prawie wszystkie (czyli oprócz
skończenie wielu) wyrazy cia̧gu (xn).

Twierdzenie. Jeśli zbiór jest domkniȩty, to wraz z każdym cia̧giem zbieżnym
zawiera jego granicȩ. Domkniȩcie zbioru A zawiera zbiór wszystkich granic cia̧gów
zbieżnych zawartych w A.

Dowód. Taki sam jak w przestrzeniach metrycznych.
Uwaga: Podany w pierwszym zdaniu warunek NIE JEST równoważny domkniȩtości.
W drugim zdaniu s lowa ,,zawiera” NIE MOŻNA zasta̧pić s lowami ,,jest równy”.
Musielibyśmy uwzglȩdniać granice nie tylko cia̧gów, ale również tzw. cia̧gów uogól-
nionych (netów). Bȩdzie o nich mowa na nastȩpnym wyk ladzie.

Definicja. Funkcja f : X → Y z przestrzeni topologicznej w przestrzeń topo-
logiczna̧ jest cia̧g la w punkcie x ∈ X, jeśli dla każdego otoczenia V ∋ f(x) (w
Y ) istnieje otoczenie U ∋ x (w X) takie, że f(U) ⊂ V . Funkcja f nazywa siȩ
cia̧g la jeśli jest ona cia̧g la w każdym punkcie dziedziny. Homeomorfizm, to funkcja
odwracalna, cia̧g la o cia̧g lej odwrotnej.

Fakt. Funkcja f jest cia̧g la wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazy wszystkich
zbiorów otwartych w Y sa̧ otwarte w X.

Dowód jest elementarny.

Definicja. Na przestrzeni X dane sa̧ dwie topologie, T1, T2. Powiemy, że T1 jest
s labsza od T2, jeśli po prostu T1 ⊂ T2.

Warunkami równoważnymi na tȩ inkluzjȩ sa̧:

(1) Identyczność, jako funkcja z (X, T2) → (X, T1) jest cia̧g la.
(2) Każda funkcja f : X → Y (Y dowolna przestrzeń topologiczna) cia̧g la w T1

jest cia̧g la w T2.
(3) Każda funkcja f : Y → X (Y dowolna przestrzeń topologiczna) cia̧g la w T2

jest cia̧g la w T1.
(4) Każdy cia̧g uogólniony w X (definicja bȩdzie podana na kolejnym wyk ladzie)

zbieżny w T2 jest zbieżny w T1 do przynajmniej tych samych granic.

Dowody sa̧ natychmiastowe. Jedyna̧ nieoczywista̧ implikacjȩ (4) =⇒ T1 ⊂ T2

wykażemy na nastȩpnym wyk ladzie.

AKSJOMATY ROZDZIELANIA

Podajemy listȩ warunków typu rozdzielania, jakie może (ale nie musi) spe lniać
przestrzeń topologiczna (X, T ). Obok każdego z nich podajemy symbol warunku i
niekiedy nazwȩ klasyfikacyjna̧ przestrzeni, które go spe lniaja̧, a po drugiej stronie
– interpretacjȩ.

T0 (Ko lmogorowa) ∀x 6=y ∃U∈T #(U ∩{x, y}) = 1 (topologia rozróżnia punkty, różne
zbiory jednopunktowe maja̧ różne domkniȩcia),

T1 ∀x 6=y ∃U∈T U ∩ {x, y} = {x} (zbiory jednopunktowe sa̧ domkniȩte),
T2 (Hausdorffa) ∀x 6=y ∃U,V ∈T x ∈ U, y ∈ V, U ∩ V = ∅ (jednoznaczność granicy)
T3 (regularna) T1 oraz ∀x ∀F domkniȩtego, x/∈F ∃U,V ∈T x ∈ U, F ⊂ V, U ∩ V = ∅

(punkt ze zbioru otwartego siedzi tam wraz z domkniȩciem pewnego (mniejszego)
otoczenia),

T3,5 (Tichonowa) T1 oraz ∀x ∀F domkniȩtego, x/∈F ∃f :X→[0,1] cia̧g la f(x) = 0, f(F ) = {1},
T4 (normalna) T1 oraz ∀F,G domkniȩtych, G∩F=∅ ∃U,V ∈T F ⊂ U, G ⊂ V, U ∩ V = ∅.
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Dalsze aksjomaty T5 i T6 nie ba̧da̧ dla nas istotne.

Każda przestrzeń metryczna (wystarczy metryzowalna, tzn. homeomorfoczna z met-
ryczna̧) spe lnia wszystkie powyższe aksjomaty.

Twierdzenie. i ≥ j =⇒ (Ti =⇒ Tj) (i, j ∈ {1, 2, 3, 3,5 , 4}).

Dowód pomijamy.

Twierdzenie (Lemat Urysohna). T4 jest równoważne temu, że

∀F,G domkniȩtych, G∩F=∅ ∃f :X→[0,1] cia̧g la f(F ) = {0}, f(G) = {1}.

Dowód pomijamy.

Twierdzenie. Każda przestrzeń zwarta Hausdorffa jest T4.

Dowód: Najpierw zauważmy, że bez zak ladania żadnych aksjomatów, podzbiory
domkniȩte przestrzeni (pokryciowo) zwartej sa̧ zwarte. Niech bowiem (X, T ) bȩdzie
przestrzenia̧ zwarta̧, a F jej podzbiorem domkniȩtym. Rozważmy otwarte pokrycie
U zbioru F . Wtedy U ∪ {F c} jest otwartym pokryciem X. Zatem istnieje jego
skończone podpokrycie, które automatycznie jest skończonym pokryciem zbioru
F . Jeśli w pokrycie to wlicza siȩ zbiór F c, to można z niego zrezygnować i nadal
zostanie pokrycie skończone zbioru F , już teraz bȩda̧ce podpokryciem U .

Niech X bȩdzie jak wyżej i ustalmy dwa podzbiory domkniȩte (a wiȩc zwarte) i
roz la̧czne F i G. Na mocy T2, dla każdej pary x ∈ F i y ∈ G istnieje roz la̧czna para
otoczeń Ux,y ∋ x, Vx,y ∋ y. Przy ustalonym x rodzina {Vx,y : y ∈ G} jest pokryciem
G, a wiȩc istnieje podpokrycie skończone, powiedzmy {Vx,yi

: i = 1, . . . , n}. Zbiór
Ux =

⋂
i Ux,yi

jest otwartym otoczeniem x, roz la̧cznym ze zbiorem Vx =
⋃

i Vx,yi
,

który z kolei jest otwartym otoczeniem zbioru G. W ten sposób wykazalísmy
w lasność T3. Dalej, zbiory {Ux : x ∈ F} tworza̧ pokrycie zbioru F . Wybieramy
podpokrycie skończone {Uxj

: j = 1, . . . ,m} i widzimy, że zbiory V =
⋂

j Vxj
oraz

U =
⋃

j Uxj
sa̧ roz la̧cznymi otoczeniami zbiorów odpowiednio G i F . �

AKSJOMATY PRZELICZALNOŚCI

Podamy teraz dwa warunki dotycza̧ce przeliczalności bazy, jakie może (ale nie musi)
spe lniać przestrzeń topologiczna (X, T ).

I aksjomat przeliczalności: W każdym punkcie istnieje przeliczalna baza topologii w
punkcie.

II aksjomat przeliczalności: Istnieje przeliczalna baza topologii.

Fakty:

(1) W przestrzeni spe lniaja̧cej I aksjomat przeliczalności, domkniȩtość zbioru,
domkniȩcie zbioru, zwartość można identyfikować pos luguja̧c siȩ cia̧gami
(por. uwaga przed aksjomatami rozdzielania).

(2) Każda przestrzeń metryczna spe lnia I aksjomat przeliczalności.
(3) Przestrzeń metryczna jest ośrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy spe lnia II

aksjomat przeliczalności.
(4) Przestrzeń zwarta Hausdorffa jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

spe lnia II aksjomat przeliczalności.
(5) Przestrzeń spe lniaja̧ca II aksjomat przeliczalności jest metryzowalna wtedy

i tylko wtedy, gdy jest regularna (czyli T3).

Dowody pomijamy.

Tomasz Downarowicz


