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ZBIORY OTWARTE I DOMKNIȨTE

Rozważamy przestrzeń metryczna̧ (X, d).

Definicja 1. Zbiór U ⊂ X (nie zakÃladamy, że jest niepusty) jest otwarty jeśli

∀x∈U ∃r>0 K(x, r) ⊂ U.

(mówimy: zbiór U zawiera każdy swój punkt wraz z pewnym jego otoczeniem).
Zbiór F ⊂ X nazywamy domkniȩtym, jeśli jego dopeÃlnienie F c = X\F jest otwarte.
Rodzinȩ wszystkich zbiorów otwartych w przestrzeni (X, d) nazywamy topologia̧ i
oznaczamy ja̧ przez T .

Zbiór pusty i caÃla przestrzeń X sa̧ zarówno otwarte jak i domkniȩte. Pamiȩtajmy,
że w ,,typowej” przestrzeni ,,wiȩkszość” zbiorów nie jest ani otwarta ani domkniȩta.
Obie wÃlasności sa̧ w pewnym sensie wyja̧tkowe.

PRZYKÃLAD: Kula otwarta jest zbiorem otwartym. Faktycznie, rozważmy
kulȩ K(x0, r0) i punkt x do niej należa̧cy. Wtedy d(x, x0) < r0. Określamy liczbȩ
r = r0 − d(x, x0). Jest ona dodatnia, możemy wiȩc rozważać kulȩ K(x, r). Niech
y ∈ K(x, r). Wtedy d(y, x) < r, zatem z nierówności trójka̧ta, d(y, x0) ≤ d(y, x) +
d(x, x0) < r + d(x, x0) = r0. Pokazalísmy, że y ∈ K(x0, r0), czyli że K(x, y) ⊂
K(x0, r0), wiȩc ta ostatnia kula jest otwarta.

Twierdzenie 1: Suma dowolnej rodziny zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym,
przekrój dowolnej skończonej rodziny zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym.
Analogicznie, przekrój dowolnej rodziny zbiorów domkniȩtych jest zbiorem domkniȩ-
tym, suma dowolnej skończonej rodziny zbiorów domkniȩtych jest zbiorem domk-
niȩtym.

Dowód: Niech A ⊂ T bȩdzie rodzina̧ zbiorów otwartych i rozważmy jej sumȩ,

V =
⋃
A

(
= {x : ∃U∈A x ∈ U}

)
.

Jeśli x ∈ V to x ∈ U dla pewnego U ∈ A, i wtedy istnieje kula K(x, r) zawarta w
U , a zatem i w V (bo oczywíscie U ⊂ V ). Czyli V jest zbiorem otwartym.
Niech teraz U1, U2, . . . Un bȩdzie skończona̧ rodzina̧ zbiorów otwartych i niech tym
razem V oznacza jej przekrój

V =
n⋂

i=1

Ui.

Niech x ∈ V . Wtedy x ∈ Ui dla wszystkich i = 1, 2, ..., n. Zatem dla każdego
i = 1, 2, . . . , n istnieje promień ri taki, że K(x, ri) ⊂ Ui. Niech r = min{ri :
i = 1, 2, . . . , n}. Jest to liczba dodatnia, wiȩc można rozważać kulȩ K(x, r). Kula
ta jest zawarta w każdej z kul K(x, ri) (bo ma nie wiȩkszy promień), a zatem w
każdym, ze zbiorów Ui, a zatem w ich przekroju V .
Dowód sformuÃlowań o zbiorach domkniȩtych otrzymuje siȩ teraz Ãlatwo stosuja̧c
wzory de Morgana. ¤



ZBIEŻNOŚĆ

Cia̧giem w przestrzeni metrycznej nazwiemy dowolna̧ funkcjȩ ze zbioru N liczb
naturalnych w X. Cia̧g taki oznaczamy przez (xn)n∈N albo skrótowo (xn), albo też
bȩdziemy pisać (x1, x2, x3, . . . ) pamiȩtaja̧c, że ∀n xn ∈ X, oraz że elementy cia̧gu
moga̧ siȩ powtarzać.

Definicja 2: Dany jest cia̧g (xn) elementów X oraz x ∈ X. Powiemy, że cia̧g (xn)
da̧ży (zbiega) do x, co zapisujemy albo jako

lim
n→∞

xn = x,

albo jako xn −→
n

x, jeśli limn d(xn, x) → 0 (w sensie cia̧gu liczbowego), czyli gdy

∀ε>0 ∃nε∈N ∀n≥nε
d(xn, x) < ε.

Okazuje siȩ, że zbieżność cia̧gu można równoważnie zdefiniować nie odwoÃluja̧c siȩ do
metryki, posÃluguja̧c siȩ wyÃla̧cznie zbiorami otwartymi. Oznacza to, że zbieżność jest
pojȩciem topologicznym, tzn. ma ono sens nie tylko w przestrzeniach metrycznych,
ale i topologicznych (czyli takich, gdzie nie ma metryki, ale mimo to jest zadana
rodzina T zbiorów ,,otwartych” speÃlniaja̧ca odpowiednie aksjomaty, których oma-
wianie teraz pominiemy).

Twierdzenie 2: W przestrzeni metrycznej mamy równoważność: limn xn = x ⇐⇒

∀U∈T , U3x ∃nU∈N ∀n≥nU
xn ∈ U.

Dowód: Jeśli ostatni warunek jest speÃlniony, to dla dla dowolnego ε > 0 jest on
speÃlniony dla kuli U = K(x, ε). Wtedy na końcu tego warunku mamy xn ∈ K(x, ε),
a to jest to samo co d(xn, x) < ε, jak w definicji zbieżności. W druga̧ stronȩ:
zaÃlóżmy, że zachodzi warunek z definicji zbieżności i ustalmy dowolny zbiór otwarty
U zawieraja̧cy x. Wtedy, z otwartości, istnieje promień ε > 0 taki, że K(x, ε) ⊂ U .
Z warunku zbieżności istnieje nε taki, że dla wszystkich n ≥ nε mamy d(xn, x) < ε,
czyli xn ∈ K(x, ε). W szczególności zachodzi wtedy xn ∈ U . Czyli przyjmuja̧c
nU = nε dostajemy ostatni warunek w twierdzeniu. ¤
Twierdzenie 3: (o jedyności granicy) Jeśli xn → x i xn → x′ to x = x′.

Dowód: Ustalmy ε > 0. Niech nε i n′ε bȩda̧ jak w definicji zbieżności do x i do x′,
odpowiednio. Niech n = max{nε, n

′
ε}. Wtedy, z warunku trójka̧ta,

d(x, x′) ≤ d(x, xn) + d(x′, xn) < 2ε.

Ponieważ ε jest dowolnie maÃly, musi zachodzić d(x, x′) = 0. Aksjomat tożsamości
zamyka dowód. ¤
UWAGA: Twierdzenie 3 nie zachodzi w ogólnych przestrzniach topologicznych.
Potrzeba do tego dodatkowych zaÃlożeń (tzw. aksjomatów rozdzielania), które sa̧
autmatycznie speÃlnione w przestrzeniach metrycznych.

Podamy teraz warunek równoważny na domkniȩtość zbioru, wyrażony w jȩzyku
zbieżności.

Twierdzenie 4: Zbiór F w przestrzeni metrycznej jest domkniȩty wtedy i tylko
wtedy gdy wraz z każdym cia̧giem zbieżnym zawiera on jego granicȩ:

(*) ∀(xn):∀nxn∈F ∀x∈X lim
n

xn = x =⇒ x ∈ F.



Dowód: Niech F bȩdzie domkniȩty (czyli U = F c otwarty) ale (dowodzimy nie
wprost, zaprzeczamy (*)) niech istnieje cia̧g (xn) elementów F zbieżny do punktu
x nie należa̧cego do F . Z Twierdzenia 2, od pewnego numeru nU wszystkie ele-
menty cia̧gu należa̧ do U , czyli nie należa̧ do F . Sprzeczność, bo przecież wszystkie
elementy cia̧gu należa̧ do F .
W druga̧ stronȩ, aby pokazać, że z warunku (*) wynika domkniȩtość, pokażemy (nie
wprost), że z zaprzeczenia domkniȩtości wynika zaprzeczenie warunku (*). Jeśli F
nie jest domkniȩty, to jego dopeÃlnienie U nie jest otwarte, czyli istnieje x ∈ U taki,
że dla dowolnego promienia ε, K(x, ε) 6⊂ U . W szczególności jest tak dla promieni
postaci 1

n . Brak zawierania oznacza, że K(x, 1
n ) ∩ F 6= ∅. Dla każdego n istnieje

zatem punkt (oznaczmy go przez xn) należa̧cy do tego przekroju. Utworzylísmy cia̧g
(xn) o wÃlasnościach: ∀nxn ∈ F oraz d(xn, x) < 1

n . Z twierdzenia o trzech cia̧gach
(bo z drugiej strony d(xn, x) > 0) dostajemy limn d(xn, x) = 0, czyli xn → x.
Ponieważ x ∈ U to x /∈ F i cia̧g (xn) zaprzecza warunkowi (*). ¤
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