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HOEMEOMORFIZM I IZOMETRIA

Rozważamy dwie przestrzenie metryczne (X, dX) i (Y, dY ). Przypomnijmy, że
funkcja φ : X → Y jest odwracalna (inaczej bijekcja) jeśli jest różnowartościowa
(inaczej 1-1, lub injekcja) oraz ,,na” (surjekcja). Istnieje wtedy funkcja odwrotna
φ−1 : Y → X speÃlniaja̧ca φ−1(φ(x)) = x.

Definicja 1. Homeomorfizmem pomiȩdzy (X, dX) i (Y, dY ) nazywamy odwracalna̧
funkcjȩ φ : X → Y , która jest cia̧gÃla i odwrotna do niej φ−1 też jest cia̧gÃla.

Oto równoważne (każdy z osobna) warunki na to, aby bijekcja φ byÃla homeomor-
fizmem:

∀U⊂X U ∈ TX ⇐⇒ φ(U) ∈ TY(1)

∀(xn)⊂X,x∈X lim
n

xn = x ⇐⇒ lim
n

φ(xn) = φ(x)(2)

Definicja 2. Izometria̧ pomiȩdzy (X, dX) i (Y, dY ) nazywamy surjekcjȩ φ : X → Y
taka̧, że ∀x,y∈X dX(x, y) = dY (φ(x), φ(y)).

Każda surjekcja jest homeomorfizmem (to jest Ãlatwe ćwiczenie), ale nie na odwrót.

Przestrzenie miedzy którymi istnieje homeomorfizm nazywamy homeomorficznymi.
Ponieważ zÃlożenie dwóch homeomorfizmów jest homeomorfizmem, ,,homeomor-
ficzność” jest relacja̧ równoważności wśród przestrzeni metrycznych. WÃlasność
przestrzeni metrycznej (na przykÃlad zwartość, lub spójność, które kiedyś poznamy)
jest topologiczna jeśli jest zachowywana przez homeomorfizmy, tzn. maja̧ ja̧ jed-
nocześnie wszystkie (lub żadna) przestrzeń z danej klasy homeomorficzności. Podob-
nie wÃlasność podzbioru A przestrzeni (X, d) (na przykÃlad domkniȩtość, nigdzie
gȩstość, itp.) jest topologiczna jeśli przy zastosowaniu dowolnego homeomorfizmu
φ : X → Y obraz φ(A) też ma ta̧ wÃlasność w przetsrzeni Y .

Przestrzenie miedzy którymi istnieje izometria nazywamy izometrycznymi. Też
jest to relacja równoważności. WÃlasności zachowywane przez izometriȩ nazywamy
metrycznymi. Każda wÃlasność topologiczna jest oczywíscie metryczna, ale nie na
odwrót. PrzykÃladami wÃlasności metrycznych ale nie topologicznych sa̧ ograniczo-
ność i zupeÃlność, które poznamy dzisiaj.

PRZYKÃLADY:

1. Odcinek [0, 1) i póÃlprosta [0,∞) sa̧ homeomorficzne. Homeomorfizmem φ :
[0, 1) → [0,∞) jest na przykÃlad φ(x) = − log(1 − x) (wtedy funkcja odwrotna to
φ−1(y) = 1− e−y.

2. KoÃlo otwarte K jest izomorficzne z pÃlaszczyzna̧ Π i z kwadratem otwartym S.
KoÃlo otwarte o środku w pocza̧tku ukÃladu i promieniu 1 we wspóÃlrzȩdnych kartezjań-
skich to K = {(r, ϕ) : ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ [0, 1)}. Wtedy homeomorfizmem Φ : K → Π
jest Φ((r, ϕ)) = (φ(r), ϕ), gdzie φ jest wziȩte z poprzedniego przykÃladu.



Natomiast kwadrat otwarty S zapisany we wspóÃlrzȩdnych kartezjańskich, to S =
{(x, y) : x ∈ (−1, 1), y ∈ (−1, 1)}. Wtedy homeomorfizmem Ψ : S → Π jest
Ψ((x, y)) = (±φ(|x|),±φ(|y|)), gdzie znaki ± sa̧ takie jak przy x i y, odpowiednio.
Homeomorfizm z K do S (lub odwrotnie) można teraz uzyskać skÃladaja̧c Φ i Ψ−1

(lub odwrotnie).

3. PÃlaszczyzna z metryka̧ taksówkowa̧ jest izometryczna z pÃlaszczyzna̧ z metryka̧
maksimum. Izomorfizm to funkcja φ((x, y)) = (x + y, x− y). Dowód: Po pierwsze
każdy ukÃlad równań t = x + y, s = x − y) jest ozanczony, wiȩc ma rozwia̧zanie
(x, y), co oznacza, że φ jest surjekcja̧. Sprawdzimy zachowywanie metryki. Otóż

dmax(φ((x, y)), φ((x′, y′))) = dmax((x + y, x− y), (x′ + y′, x′ − y′)) =

max{|(x + y)− (x′ + y′)|, |(x− y)− (x′ − y)′|} =

max{|(x− x′) + (y − y′)|, |(x− x′)− (y − y)′|} =

|x− x′|+ |y − y′| = dtax((x, y), (x′, y′)).

(Skorzystalísmy z równości, że maximum moduÃlów sumy i różnicy dwóch liczb to
suma ich moduÃlów.)

PODPRZESTRZEŃ

Dana jest przestrzeń metryczna (X, d) i pozdbiór A ⊂ X. Podzbiór ten można trak-
tować jako przestrzeń metryczna̧ z ta̧ sama̧ metryka̧ d (formalnie trzeba d obcia̧ć do
A×A, ale to jest jakby automatyczne, gdyż rozważaja̧c A jako przestrzeń bȩdziemy
po prostu stosować metykȩ d do mierzenia odlegÃlości tylko miȩdzy punktami zbioru
A). PowstaÃla̧ tak przestrzeń metryczna̧ (A, d) nazywamy podprzestrzenia̧ przestrzeni
(X, d). Z kolei (X, d) jest dla przestrzeni (A, d) nadprzestrzenia̧.

WÃlasność jakiegoś zbioru B ⊂ X, która̧ to wÃlasność zbiór B ma również rozpatry-
wany jako podzbiór podprzestrzeni (A, d) i tak jest dla każdej podprzestrzeni (A, d)
zawieraja̧cej B, nazywamy wÃlasnościa̧ dziedziczna̧. Natomiast wÃlasność zbioru,
która zachowuje siȩ przy przej́sciu do dowolnej nadprzestrzeni nazywamy anty-
dziedziczna̧.
Poniższa tabela przedstawia poznane wÃlasności (* oznacza wÃlasności, które poz-
namy później) oraz ich klasyfikacjȩ.

wÃlasność metryczna topologiczna dziedziczna antydziedziczna
otwartość tak tak tak nie

domkniȩtość tak tak tak nie
brzegowość tak tak nie tak

gȩstość tak tak tak nie
nigdzie gȩstość tak tak nie tak
ograniczoność tak nie tak tak

zbieżność (cia̧gu) tak tak nie tak
podstawowość (cia̧gu) tak nie tak tak

zupeÃlność tak nie tak tak
zwartość* tak tak tak tak
spójność* tak tak tak tak

OGRANICZONOŚĆ

Definicja 3. Zbiór A (lub caÃla przestrzeń) jest ograniczony, jeśli istnieje kula
K(x, r) zawieraja̧ca A.



Twierdzenie 1. Każdy cia̧g (xn) zbieżny jest (jako zbiór) ograniczony.

Dowód: Jeśli x jest granica̧, to istnieje takie n0, że wszystkie wyrazy o numerach
powyżej n0 sa̧ w kuli K(x, 1). Niech r = max{1, d(x, xn) : n = 1, 2, . . . , n0} + ε.
Wtedy caÃly cia̧g jest zawarty w kuli K(x, r). ¤

PRZYKÃLAD: Rozważmy dowolna̧ nieograniczona̧ przestrzeń (X, d) (na przykÃlad
prosta̧). W tej samej przestrzeni wprowadzamy metrykȩ d = min{d, ddyskr} (wiemy
z ćwiczeń, że to jest metryka). Otóż metryki te sa̧ równoważne, co oznacza, że (X, d)
i (X, d) sa̧ homeomorficzne poprzez identyczność. Wynika to z faktu, że zbieżność
(w każdej z tych metryk) zależy tylko od maÃlych wartości metryki, a te sa̧ dla obu
metryk takie same. Jednak (X, d) jest ograniczona, podczas gdy (X, d) nie. W ten
sposób udowodnilísmy twierdzenie:

Twierdzenie 2. Każda przestrzeń metryczna jest homeomorficzna z pewna̧ przest-
rzenia̧ ograniczona̧. ¤

CIA̧GI PODSTAWOWE, ZUPEÃLNOŚĆ

Definicja 4. Cia̧g (xn) w przestrzeni metrycznej nazywa siȩ podstawowy (albo
Cauchy’ego), jeśli

∀ε>0 ∃n0∈N ∀m,n≥n0 d(xn, xm) < ε.

Podstawowość to “prawie to samo” co zbieżność, jest jednak wÃlasnościa̧ wewnȩtrzna̧
cia̧gu (nie zależy od obiektu zewnȩtrznego, jakim jest punkt graniczny), dlatego jest
dziedziczna i antydziedziczna, czyli nie zależy od rozważanej przestrzeni. Zbieżność
cia̧gu można Ãlatwo “zniszczyć” usuwaja̧c z przestrzeni punkt graniczny, ale podsta-
wowość zostaje. Podstawowość nie jest jednak wÃlasnościa̧ topologiczna̧, podczas
gdy zbieżność jest!

Twierdzenie 3. Każdy cia̧g zbieżny jest podstawowy.

Dowód: Niech xn → x. Ustalmy ε > 0 i niech n0 speÃlnia ∀n≥n0 d(xn, x) < ε
2 . Wtedy

dla dowolnych m,n ≥ n0 mamy d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) < ε
2 + ε

2 = ε. ¤

Twierdzenie 4. Na prostej (R, | · − · |) każdy cia̧g podstawowy jest zbieżny.

Dowód: Niech (xn) ⊂ R bȩdzie podstawowy. Niech nk oznacza numer powyżej
którego |xn− xm| < 1

2k+1 . Niech ak = xnk
− 1

2k i bk = xnk
+ 1

2k . Pokażemy, że cia̧g
(ak) rośnie: Mamy |xnk

− xnk+1 | < 1
2k+1 , czyli xnk+1 > xnk

− 1
2k+1 . Zatem

ak+1 = xnk+1 −
1

2k+1
> xnk

− 1
2k+1

− 1
2k+1

= xnk
− 1

2k
= ak.

Identycznie pokazuje siȩ, że cia̧g (bk) maleje: xnk+1 < xnk
+ 1

2k+1 , wiȩc

bk+1 = xnk+1 +
1

2k+1
< xnk

+
1

2k+1
+

1
2k+1

= xnk
+

1
2k

= bk.

Ponadto dla każdego k mamy: ak ≤ xn ≤ bk gdzie n jest dowolnym numerem
wiȩkszym lub równym nk. Cia̧g (ak) jest ograniczony z góry na przykÃlad przez b1,
a cia̧g (bk) – z doÃlu przez a1. Sta̧d oba te cia̧gi sa̧ zbieżne. Niech a i b oznacza
granice tych cia̧gów, odpowiednio. Pokażemy, że a = b. Dla dowolnego ε > 0 mamy

d(a, b) ≤ d(a, ak) + d(ak, bk) + d(bk, b) ≤ ε +
1

2k−1
+ ε



(trzeba do tego wzia̧ć odpowiednio duże k). Ale suma po prawej jest dowolnie maÃla,
wiȩc d(a, b) = 0. Zatem a = b. Z twierdzenia o trzech cia̧gach wynika teraz, że cia̧g
(xn) również zbiega do a. ¤
Uwaga: Powyżej zastosowano zmodyfikowana̧ wersjȩ tw. o trzech cia̧gach. Nie
mamy nierówności an ≤ xn ≤ bn, tylko ak ≤ xn ≤ bk dla n = nk, nk + 1, . . . , nk+1

(w szczególności, bo nierówność dziaÃla również dla wyższych numerów n). Ale to
wystarczy. Trzeba zdefiniować nowe cia̧gi a′n i b′n nastȩpuja̧co: a′n = ak i b′n = bk

dla n = nk, nk + 1, . . . , nk+1. Wtedy zajda̧ nierówności a′n ≤ xn ≤ b′n, oraz cia̧gi
a′n i b′n maja̧ te sam granice co ak i bk.

Implikacja z podstawowości do zbieżności nie zachodzi we wszystkich przestrzeniach
metrycznych. Na przykÃlad w przestrzeni (0, 1) cia̧g ( 1

n ) jest podstawowy, ale nie
zbieżny (nie ma granicy). Przestrzenie, w których implikacja taka zachodzi, maja̧
specjalna̧ nazwȩ:

Definicja 5. Przestrzeń metryczna nazywa siȩ zupeÃlna jeśli każdy cia̧g podstawowy
w tej przestrzeni jest zbieżny.

ZupeÃlność jest wÃlasnościa̧ metryczna̧, ale nie topologiczna̧. Na przykÃlad prosta
rzeczywista (R, |·−·|) jest zupeÃlna, ale homeomorficzna z nia̧ przestrzeń ((0, 1), |·−·|)
nie! (patrz powyżej cia̧g ( 1

n )).
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