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Bȩdziemy mówić o “przeksztaÃlceniu” przestrzeni metrycznej w siebie: f : X → X.
PrzeksztaÃlcenie takie można iterować, to znaczy skÃladać ze soba̧ dowolna̧ ilość razy.
W ten sposób powstaja̧ potȩgi iteracyjne fn = f ◦f ◦f ◦· · ·◦f (n razy). Dodatkowo
umawiamy siȩ, że f0 jest odwzorowaniem identycznościowym na X. Para (X, f)
nazywa siȩ ukÃladem dynamicznym. W ukÃladzie dynamicznym interesować nas bȩda̧
orbity punktów:

Definicja 0. Orbita̧ (lub trajektoria̧) punktu x ∈ X w ukÃladzie dynamicznym
(X, f) nazywamy cia̧g (xn)n≥0 zadany wzorem xn = fn(x).

Zaczniemy jednak od warunku dotycza̧cego dowolnej funkcji z jednej przestrzeni
metrycznej w druga̧:

WARUNEK LIPSCHITZA

Definicja 1. Funkcja f : (X, d) → (Y, e) speÃlnia warunek Lipshitza (lub jest
lipschitzowska) jeśli istnieje staÃla dodatnia c taka, że

∀x,x′∈X e(f(x), f(x′)) ≤ cd(x, x′).

Funkcja lipschitzowska jest zawsze cia̧gÃla, a nawet jednostajnie cia̧gÃla (na ćwiczenia).

PRZYKÃLAD. Jeśli funkcja f : R → R (dziedzina̧ może też być dowolny odcinek
lub póÃlprosta) ma w każdym punkcie pochodna̧, i pochodna ta jest ograniczona:
|f ′| ≤ M (M > 0), to f jest lipschitzowska ze staÃla̧ c = M .

Dowód: Z Twierdzenia Lagrange’a mamy f(x)−f(x′)
x−x′ = f ′(z), gdzie z ∈ [x, x′]. Skoro

tak, to moduÃl tego ilorazu jest mniejszy lub równy M . Czyli, mnoża̧c przez |x−x′|
dostajemy |f(x)− f(x′)| ≤ M |x− x′|. ¤
Definicja 2. Funkcjȩ f : (X, d) → (X, d) nazywamy odwzorowaniem zbliżaja̧cym,
jeśli po pierwsze (jak widać) dziedzina i przeciwdziedzina sa̧ te same i po drugie
speÃlniony jest warunek Lipschitza ze staÃla̧ c < 1.

PRZYKÃLAD. Oto przykÃlad odwzorowania, które NIE JEST zbliżaja̧ce, pomimo
tego, że zbliża dowolne dwa punkty: f : [0,∞) → [0,∞), f(x) = x + 1 + 1

x+1 .
Pochodna wynosi 1 − 1

(1+x)2 czego moduÃl jest w każdym punkcie mniejszy od 1
(sta̧d zawsze |f(x)− f(x′)| < |x− x′|), jednak nie ma staÃlej c < 1, która ogranicza
pochodna̧. Jest to funkcja lipschitzowska ze staÃla̧ 1.

GÃLÓWNE TWIERDZENIE

Twierdzenie 1. (Bancha o odwzorowaniu zbliżaja̧cym, lub o punkcie staÃlym).
Dany jest ukÃlad (X, f), gdzie X jest przestrzenia̧ metryczna̧ zupeÃlna̧, a f : X → X
jest odwzorowaniem zbliżaja̧cym. Wtedy istnieje jedyny punkt staÃly ξ przek-
sztaÃlcenia f , tzn. taki, że f(ξ) = ξ i orbita każdego punktu zbiega do ξ.

Dowód: Pokażemy trzy zasadnicze fakty w nastȩpuja̧cej kolejności:



1. Każda orbita jest cia̧giem Cauchy’ego (z zupeÃlności bȩdzie to oznaczać zbieżność).
2. Granica orbity jest punktem staÃlym.
3. Punkt staÃly jest jedyny.
Zaczniemy od lematu:

Lemat. Dla dowolnego x ∈ X i n ≥ 0 mamy: d(xn, xn+1) ≤ cnd(x, f(x)).

Dowód. Indukcyjnie: dla n = 0 warunek oznacza d(x0, x1) ≤ c0d(x, f(x)), a to
jest oczywista równość. ZaÃlóżmy, że warunek ten jest speÃlniony dla jakiegoś n ≥ 0.
Mamy go udowodnić dla n + 1. Otóż

d(xn+1, xn+2) = d(f(xn), f(xn+1)) ≤ cd(xn, xn+1) ≤ c · cnd(x, f(x)) =

= cn+1d(x, f(x)). ¤

Wracamy do gÃlównego dowodu. Ad 1. Weźmy dowolny punkt x (bȩdzie to nasz
punkt pocza̧tkowy orbity). Szereg

∞∑
n=0

cnd(x, f(x))

jest szergiem geometrycznym o dodatnim ilorazie c < 1. Szereg taki jest zbieżny,
a wiȩc podstawowy. Dla dowolnego ε > 0 istnieje wiȩc n0 takie, że dla dowolnych
n < m wiȩkszych od n0 różnica sum czȩściowych n-tej i m-tej jest mniejsza od ε.
Ta różnica, to suma od wyrazu n + 1 do m. Czyli

m∑

i=n+1

cid(x, f(x)) < ε.

Oszacujemy teraz odlegÃlość xn od xm, dla n + 1 i m + 1 (czyli dowolnych numerów
wiȩkszych od n0 + 1):

d(xn+1, xm+1) ≤ d(xn+1, xn+2)+d(xn+2, xn+3)+ · · ·+d(xm−1, xm)+d(xm, xm+1).

Z lematu, prawa strona szacuje siȩ przez

cn+1d(x, f(x)) + cn+2d(x, f(x)) + · · ·+ cm−1d(x, f(x)) + cmd(x, f(x)) =

=
m∑

i=n+1

cid(x, f(x)) < ε.

Zatem orbita speÃlnia warunek Cauchy’ego, wiȩc jest zbieżna. Oznaczmy przez ξ(x)
granicȩ orbity startuja̧cej z punktu x.
Ad 2. Pokażemy, że ξ(x) jest punktem staÃlym. Z cia̧gÃlości f mamy

f(ξ(x)) = f(lim
n

xn) = lim
n

f(xn) = lim
n

xn+1 = lim
n

xn = ξ(x).

Ad 3. Gdyby byÃly dwa punkty staÃle, ξ 6= ξ′, to d(ξ, ξ′) > 0 i można by prze ta̧
liczbȩ dzielić. Wtedy

d(ξ, ξ′) = d(f(ξ), f(ξ′)) ≤ cd(ξ, ξ′).

Dziela̧c przez d(ξ, ξ′) dostajemy c ≥ 1, sprzeczność. Koniec dowodu. ¤



PRZYKÃLADY ZASTOSOWAŃ

Twierdzenie Banacha, jak wszystkie twierdzenia o punkcie staÃlym, pozwala przede
wszystkim stwierdzić (w określonych sytuacjach) ISTNIENIE punktu staÃlego, czyli
rozwia̧zania jakiegoś problemu (np. równania różniczkowego, lub pierwiastka jakiej́s
funkcji). To twierdzenie daje dodatkowo JEDNOZNACZNOŚĆ takiego rozwia̧zania.
Pozwala też na znalezienie przybliżonego rozwia̧zania (np. numerycznie) w formie
dalekiego elementu orbity dowolnego punktu pocza̧tkowgo (w przestrzeniach funk-
cyjnych punktem jest funkcja, a może to być jeszcze bardziej zÃlożony obiekt). Na
przykÃlad przybliżone rozwia̧zanie równania różniczkowgo można nieraz dostać star-
tuja̧c od dowolnej funkcji i stosuja̧c do niej wielokrotnie jakís operator caÃlkowy.
Innym zastosowaniem (odwróconym), jest ścisÃle wyznaczanie granicy niektórych
cia̧gów rekurencyjnych. Wystarczy znaleźć odpowiedni punkt staÃly, co czasem jest
Ãlatwiejsze niż liczenie granicy.

PRZYKÃLADY.
1. Obliczymy granicȩ cia̧gu rekurencyjnego a0 = π, an+1 = 1− π

4 + arctan(an).
Znalezienie tej granicy metoda̧ bezpośrednia̧ wymagaÃloby: (a) obliczenia jawnego
wzoru na an (jako funkcji n), (b) obliczenie granicy inna̧ metoda̧. Już (a) wydaje
siȩ niemożliwe... Oczywíscie można też numerycznie iterować wielokrotnie wzór
rekurencyjny, ale wtedy dostaniemy jedynie przybliżenie granicy.
Rozważmy funkcjȩ f(x) = 1 − π

4 + arctan(x). Jej pochodna to 1
1+x2 , która jest

dodatnia i na przykÃlad na póÃlprostej [0.1,∞) mniejsza od c = 1
1.01 < 1. Ponadto

wartości tej funkcji dla liczb x dodatnich sa̧ wiȩksze do 1− π
4 > 0.1, z czego wynika,

że póÃlprosta [0.1,∞) jest przeksztaÃlcana w siebie. Mamy zatem odwzorowanie
zbliżaja̧ce przestrzeni zupeÃlnej X = [0.1,∞). Badany cia̧g jest oczywíscie niczym
innym jak tylko orbita̧ punktu x = π ∈ X. Z twierdzenia Banacha wynika, że jego
granica̧ jest punkt staÃly, ponadto taki punkt staÃly jest jedyny. Wystarczy zatem
zznaleźć JAKIEKOLWIEK rozwia̧zanie równania x = f(x), czyli x = 1 − π

4 +
arctan(x). Metoda̧ “zgadywania” znajdyjemy takie rozwia̧zanie: jest nim ξ = 1,
bowiem f(ξ) = 1− π

4 + arctan(1) = 1− π
4 + π

4 = 1 = ξ. Zatem limn xn = 1.

2. Zbadaj istnienie i jednoznaczność rozwia̧zania równania caÃlkowego f =
∫

f dx z
warunkiem pocza̧tkowym f(0) = 1. (“GoÃlym okiem” widać, że rozwia̧zaniem jest
funkcja ex, ale czy jest ona jedyna?)
Na przestrzeni funkcyjnej zupeÃlnej C([0, 0.99]) rozważmy operator T przypisuja̧cy
funkcji cia̧gÃlej f jej funkcjȩ pierwotna̧ F speÃlniaja̧ca̧ warunek pocza̧tkowy F (0) = 1.
Można to wyrazić tak:

T (f)(x) = 1 +
∫ x

0

f(t) dt.

Oczywíscie obraz F jest również funkcja̧ cia̧gÃla̧ określona̧ na tym samym przedziale,
czyli należy do tej samej przestrzeni C([0, 0.99]). Czy T jest odwzorowaniem
zbliżaja̧cym (w metryce supremum)? Oszacujmy w dowolnym x ∈ [0, 0.99]

|Tf(x), T g(x)| =
∣∣∣∣
∫ x

0

f(t)− g(t) dt

∣∣∣∣ ≤
∫ x

0

|f(t)− g(t)| dt ≤
∫ 0.99

0

dsup(f, g) dt =

= 0.99 · dsup(f, g).
Czyli jest to odwzorowanie lipschitzowskie ze staÃla̧ 0.99 < 1. Z twierdzenia Banacha
wynika teraz, że rozwia̧zanie f(x) = ex jest jedyne. Odpowiada to na pytanie
w zadaniu, przynajmniej na odcinku [0, 0.99]. Dodatkowo wiemy, że startuja̧c z
dowolnej funkcji cia̧gÃlej f na tym przedziale i iteruja̧c T (T (T...T (f)...)) bȩdziemy
zawsze zbliżać siȩ do funkcji ex.
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