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Konstrukcja zbioru Cantora
PrzedziaÃl [0,1] nazwiemy odcinkiem rzȩdu 0. PrzedziaÃly I0 = [0, 1

3 ] i I1 = [ 23 , 1]
nazywamy odcinkami rzȩdu 1. Przypuśćmy, że zdefiniowalísmy 2n odcinków n-
tego rzȩdu {Ia : a ∈ {0, 1}n} (czyli I0...00, I0...01, I0...10, I0...11, . . . , I1...11). Wtedy
odcinki rzȩdu n+1 sa̧ indeksowane cia̧gami postaci a0 i a1 (∈ {0, 1}n+1) i definijemy
je nastȩpuja̧co:

jeśli Ia = [x, y], to Ia0 = [x, 2
3x + 1

3y], Ia1 = [ 13x + 2
3y, y] (patrz rysunek).

Ia [..............................................................]

Ia0 [...................] [...................] Ia1

Kolejny rysunek przedstawia wszystkie odcinki rzȩdów 0,1,2 i 3.

[0, 1] [..............................................................]

I0 [...................] [...................] I1

I00 [.....] [.....] I01 I10 [.....] [.....] I11

I000 [.] [.] [.] [.] [.] [.] [.] [.] I111

Zauważmy, że wszystkie odcinki rzȩdu n maja̧ dÃlugość 1
3n . Oznaczmy przez Cn

sumȩ wszystkich odcinków rzȩdu n:

Cn =
⋃

a∈{0,1}n

Ia.

Jako suma skończenie wielu (2n) przedziaÃlów domkniȩtych (rozÃla̧cznych) jest to
zbiór domkniȩty. Oznaczmy przez Kn zbór wszystkich 2n+1 końców wszystkich
odcinków rzȩdu n. Zauważmy, że każdy punkt x ∈ Kn jest uÃlamkiem o mianowniku
3n. Zauważmy też, że mamy zawierania

Kn ⊂ Kn+1 ⊂ Cn+1 ⊂ Cn.

Taraz możemy zdefiniować zbiór Cantora jako

C =
∞⋂

n=1

Cn.

Z poprzednich inkluzji wynika, że C ⊃ ⋃∞
n=1 Kn, zatem C jest niepusty i domkniȩty

(jako przekrój zbiorów domkniȩtych). Jako domkniȩty podzbiór zwartego przedziaÃlu
[0, 1] jest to zbiór zwarty.

Dalsze wÃlasności zbioru Cantora
1) Zbiór Cantora jest domkniȩciem zbioru końców odcinków wszytskich rzȩdów:

C =
⋃
n

Kn.
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Dowód: Jest jasne, że K :=
⋃

n Kn ⊂ C, zatem K ⊂ C. Na odwrót: jeśli x ∈ C,
to dla każdego ε > 0 istnieje n takie, że 1

3n < ε. Ponieważ x należy do pewnego
odcinka rzȩdu n to oba końce tego odcinka leża̧ w odlegÃlości mniejszej niż ε od x.
Sta̧d x należy do domkniȩcia zbioru końców. ¤

2) Zbiór Cantora jest homeomorficzny ze zbiorem {0, 1}N z topologia̧ produktowa̧,
w szczególności jest on nieprzeliczalny.
Dowód: Każdy punkt x należy do jedynego odcinka Ia rzȩdu n. Odpowiedni (je-
dyny) taki indeks a ∈ {0, 1}n oznaczmy przez an(x). zauważmy, że cia̧g an+1(x)
jest przedÃlużeniem cia̧gu an(x) w prawo o zero lub jedynkȩ. Zatem istnieje jedyny
nieskończony cia̧g a∞(x) ∈ {0, 1}N, który dla każdego n zgadza siȩ na pocza̧tkowych
n pozycjach z an(x). Zbudowalísmy odwzorowanie π : C → {0, 1}N. Pokażemy
teraz, że jest ono cia̧gÃla̧ bijekcja̧, a wiemy już, że cia̧gÃla bijekcja określona na zbiorze
zwartym jest homeomorfizmem. Ustalmy x ∈ C i n ∈ N. Jeśli y ∈ C leży w od-
legÃlości mniejszej niż 1

3n od x, to y należy do tego samego odcinka rzȩdu n co x, a
sta̧d odpowiadaja̧cy mu cia̧g a∞(y) zgadza siȩ z a∞(x) na n pocza̧tkowych pozyc-
jach. Wykazalísmy cia̧gÃlość odwzorowania π wzglȩdem toplogii produktowej. Jeśli
a ∈ {0, 1}N i an ∈ {0, 1}n oznacza cia̧g a obciȩty do pierwszych n wspóÃlrzȩdnych,
to zbiory Ian stanowia̧ cia̧g zstȩpuja̧cy niepustych podzbiorów domkniȩtych (a wiȩc
rodzinȩ scentrowana̧) odcinka [0, 1]. Zatem ze zwartości tego odcinka przekrój⋂

n Ian jest niepusty. Teraz jest oczywiste, że jeśli x należy do tego przekroju
to an(x) = an a zatem a∞(x) = a. Wykazalísmy, że π jest ,,na”. Wreszcie niech
x 6= y bȩda̧ elementami C. Niech n bȩdzie takie, że 1

3n < |x − y|. Wtedy x i
y należa̧ do różnych odcinków rzȩdu n, zatem an(x) 6= an(y), a co za tym idzie
a∞(x) 6= a∞(y). To daje różnowartościowość odwzorowania π. ¤

3) Dla każdej niepustej przestrzeni metrycznej zwartej X istnieje cia̧gÃla surjekcja
π : C → X.
Dowód: Istnieje pokrycie przestrzeni X skończenie wieloma (niekoniecznie różnymi)
niepustymi zbiorami domkniȩtymi o średnicy mniejszej niż ε1. Powtarzaja̧c np. os-
tatni z nich możemy zaÃlożyć, że ich ilość jest potȩga̧ dwójki 2n1 : A1, A2, . . . , A2n1

albo {Aa : a ∈ {0, 1}n1}. Podobnie, każdy ze zbiorów Aa można pokryć skończenie
wieloma niepustymi zbiorami domkniȩtymi o średnicy mniejszej niż ε2 i zawartymi
w Aa. Można zaÃlożyć, że dla każdego a zbiorów tych jest tyle samo, i że ich
ilość jest potȩga̧ dwójki 2n2 . Zbiory pokrywaja̧ce Aa oznaczamy przez Aab, gdzie
b ∈ {0, 1}n2 . Zauważmy, że indeks ab reprezentuje cia̧g należa̧cy do {0, 1}n1+n2 .
Postȩpuja̧c indukcyjnie otrzymamy dla każdego k pokrycie caÃlej przestrzeni zbio-
rami domkniȩtymi Aa o średnicach nie przekraczaja̧cych εk, gdzie a ∈ {0, 1}n1+n2+···+nk .
Ponadto jeśli j < k i a′ ∈ {0, 1}n1+n2+···+nj jest obciȩciem a do pierwszych
n1 +n2 + · · ·+nj wspóÃlrzȩdnych, to Aa ⊂ Aa′ . Rozważmy teraz dowolnie wybrany
cia̧g nieskończony v ∈ {0, 1}N = C. Określamy vk jako obciȩcie v do pierwszych
n1 + n2 + · · ·+ nk wspóÃlrzȩdnych. Nastȩpnie zauważmy, że

∞⋂

k=1

Avk

jest zstȩpuja̧cym przekrojem niepustych zbiorów domkniȩtych, a wiȩc ze zwartości
X jest zbiorem niepustym i o średnicy zero, zatem jednopunktowym. Jedyny punkt
tego zbioru oznaczmy przez xv. Określilísmy odwzorowanie π : C → X, v 7→ xv.
Pokażemy teraz, że jest to odwzorowanie cia̧gÃle. Ustalmy ε > 0 i k takie, że
εk < ε. Jeśli dwa cia̧gi v i v′ sa̧ na tyle blisko w C, że zgadzaja̧ siȩ na pierwszych
n1 + n2 + · · · + nk wspóÃlrzȩdnych, vk = v′k, to xv i xv′ należa̧ do tego samego
zbioru Avk

, zatem odlegÃlość miȩdzy nimi nie przekracza εk. Aby wykazać, że π jest
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surjekcja̧, wystarczy zauważyć, że każdy ustalony punkt x należy do pewnego zbioru
Aa(x), gdzie a(x) ∈ {0, 1}n1 . Dalej, przy pokrywaniu zbioru Aa(x) zbiorami Aa(x)b,
x należy do co najmniej jednego z nich, który oznaczymy Aa(x)b(x). Rozumuja̧c
indukcyjnie otrzymamy cia̧g nieskończony v = a(x)b(x)c(x) . . . taki, że x ∈ Avk

dla
każdego k. Wtedy, zgodnie z definicja̧, x = xv czyli x = π(v). ¤

,,Schody Cantora”
Przedstawimy teraz konstrukcjȩ konkretnej surjekcji f : C → [0, 1], która jest
funkcja̧ niemaleja̧ca̧ i jej obciȩcie do zbioru C \ K jest różnowartościowe. Najpierw
określimy f wÃlaśnie na zbiorze K. KÃladziemy

f(0) = 0 i f(1) = 1.

Indukcyjnie: niech [x, y] bȩdzie odcinkiem rzȩdu n i przypuśćmy, że określilísmy
wartości funkcji f na końcach tego odcinka: f(x) i f(y) gdzie f(x) < f(y). W
odcinku tym zawarte sa̧ dwa odcinki rzȩdu n + 1 o końcach x i x′ = 2

3x + 1
3x oraz

y′ = 1
3x + 2

3x i y. Ponieważ w x i y funkcja f jest już określona, trzeba tylko
zdefiniować f(x′) i f(y′). KÃladziemy

f(x′) = f(y′) =
f(x) + f(y)

2
.

Oczywíscie na czterech punktach x, x′, y′, y funkcja f jest niemaleja̧ca. W ten
sposób określilísmy f na caÃlym zbiorze końców K. Nietrudno zauważyć, że na
zbiorze Kn końców odcinków rzȩdu n f jest niemaleja̧ca i przyjmuje wartości
wymierne o mianowniku 2n i wartości na końcach tego samego odcinka rzȩdu n
różnia̧ siȩ dokÃladnie o 1

2n . Na rysunku pokazano wartości f na zbiorze K3.

1 .

7/8 . .

3/4 . .

5/8 . .

1/2 . .

3/8 . .

1/4 . .

1/8 . .

0 .

Teraz określamy f w pozostaÃlych punktach x ∈ C wzorem

f(x) = sup{f(y) : y ∈ K ∩ [0, x]}.

Jeśli x ∈ K, to z monotoniczności f na K powyższe supremum jest osia̧gane w
x, wiȩc powyższa definicja powtarza wcześniej zdefiniowana̧ wartość f(x). Jeśli
x < y, to supremum w definicji f(x) jest po zbiorze mniejszym niż dla f(y), zatem
f(x) ≤ f(y). Czyli f jest niemala̧ca na caÃlym C. Aby wykazać cia̧gÃlość rozważmy
x, y poÃlożone w odlegÃlości mniejszej niż 1

3n . Wtedy x i y należa̧ do tego samego
odcinka rzȩdu n. Z monotoniczności f , wartości f(x) i f(y) różnia̧ siȩ nie bardziej
niż wartości przymowane przez f na końcach tego odcinka, a wiemy, że ta różnica
wynosi 1

2n . Dowiedlísmy jednostajnej cia̧gÃlości f . To, że f jest surjekcja̧ wynika z
dwóch faktów: (1) f przyjmuje jako wartości wszystkie liczby wymierne z przedziaÃlu
[0, 1] o mianowanikach bȩda̧cych potȩgami dwójki. Oczywíscie te liczby leża̧ gȩsto w



4

[0, 1]. (2) Cia̧gÃly obraz zbioru Cantora musi być zwarty, a wiȩc domkniȩty. Ostatnia
rzecz do wykazania, to różnowartościowość f na zbiorze C\K. Nietrudno uzasadnić,
że miȩdzy dowolnymi dwoma różnymi punktami a < b tego zbioru zawarty jest w
caÃlości pewien odcinek [x, y] pewnego rzȩdu n. Wiemy już, że f(x) < f(y) (różnica
wynosi 1

2n ). Z monotoniczności f dostajemy f(a) ≤ f(x) < f(y) ≤ f(b) czyli
f(a) < f(b). ¤

Tomasz Downarowicz


