Analiza Matematyczna 2.3A (MAT 1428) dla W4
Opracowanie: dr Marian Gewert, dr Zbigniew Skoczylas

Lista zdan obejmuje caly materiat kursu i jest podzielona na 7 cze$ci odpowiadajacych kolejnym ¢wiczeniom. Na
zajeciach nalezy rozwiazaé jeden lub dwa podpunkty z kazdego zadania. Pozostale podpunkty przeznaczone sa
do samodzielnej pracy studentow. Na koncu listy zadan umieszczono przykladowe zestawy zadan z kolokwium,
egzaminu podstawowego i poprawkowego, a takze wykaz ksiazek, z ktérych sa one zaczerpniete.

Uzdolnionych studentéw zachecamy do przygotowania si¢ w czasie semestru i nastepnie udzialtu w egzaminie na oce-
ne celujaca z analizy matematycznej 2. Zadania z egzaminéw z ubieglych lat mozna znalezé na stronie internetowej
http://wmat.pwr.edu.pl/studenci/kursy-ogolnouczelniane/egzaminy-na-ocene-celujaca oraz w ksiazce [4].

Cwiczenia 1

1. Znalez¢ sumy czesSciowe podanych szeregéw i nastepnie zbadaé ich zbieznosé:

= /5\" > 1 n—1 > 1
@Y (2): O mrmry X O

n=2

2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé szeregdw:

o 3n + 1 — Vn? 2" + e ~ 3" +n

——; (b — —_— _

(a);n3+2’ (); 7’L2+2 ZSID ;)en+4n’ (e)zn3n+2n
3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosc szeregéw:

= n?+2 = n?+1 e -1 = >, sin (7/n?)

E ——— (b E —_; E —; (d E 4" In (14+37"); E —_—.
a) — \/m7 ( ) — n4 + 17 (C) — 3n _ 17 ( ) —~ n ( + )7 (e) = Sin (ﬂ'/n)

4. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbieznosé szeregdw:

n n e | e
Z:l 2016 Z_:l 24 j: 1; (©) Z:l = (@ Zl e Zsm (20181).

5. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé¢ zbieznosé szeregéw-

o~ (2nt+ 1) 2" + 3" > n \"
- L . b . d n '
(a);(?}nz_i_l)ﬂ’ ( );377,_'_5"3 Z n+1n27 ( )Z arctgn+1
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6. Wykazaé zbiezno$é¢ odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie warunku koniecznego zbieznosci szeregdéw
uzasadnié¢ podane réwnosci:

2016 n n
n n n 3n)!(4n)!
(a) lim =0; (b) lim —= =0; (¢) lim — =00 (d*) lim (8n)!(4n)

=0.

7. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadni¢ zbieznosé szeregévv'

(a) S (1) (\/n2—|— 1 —n); (b) Z(_1)"3n+4n, Zsm

n=0 n=0 n=1

8. Zbadac zbieznosé oraz zbiezno$¢ bezwzgledna szeregow:

(=) = (=1)"n =/ -2n \"
(a)zémr)f (b)ZQ(nh)rT (6)21(371—1-5);
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Cwiczenia 2

9. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznodci szeregdéw potegowych:

= (z—1)" > n = (- 3)" = 2z +6)" > n(z + 1)
— (b 4o —12)"; —— (d — .
W3 e G e @R ) e @) Ty
10. Znalez¢ szeregi Maclaurina podanych funkcji i okredli¢ przedzialy ich zbieznosci:
3
(a) 1_5%; (b) sing; (c) 2%~ % (d) 16”_17; (¢) coshz; () sin?z.

11. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych obliczy¢:

(a) £C9(0), f(x) = 2”cosa; (b) f(0), f(z)=ze™;
3

(¢) fAD(0), f(z) = 1i—$2; (d) £19(0), f(z) :xsian.

12. Wykorzystujac twierdzenia o rézniczkowaniu lub calkowaniu szeregdéw pokazaé, ze dla kazdego x € (—1,1)
prawdziwe sg rownosci:

o0 2 oo
an 1_30)2- Z n(n+ 1)z ﬁ; Zl%z—lnl—x)

13. Obliczy¢ sumy szeregdw liczbowych:
- 1

. —~2n—1 —~n(n+1) = n
(a);m» (b) > on (C)ZT’ (d)Zm-

n=2 n=1 n=1

Wskazéwka. Wykorzysta¢ rownoéci z poprzedniego zadania.

Cwiczenia 3

14. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu f,, f, funkcji f we wskazanych punktach:
2

(a) f(x,y) = %, (0, 1); (b) f(z,y) = /25 + o7, (0,0).

15. Obliczy¢ pochodne czastkowe f, f, funkcji f i pochodne czastkowe g, gy, g. funkcji g:

5 Z
y Ccos v

e T 11—z
) (b) f(z,y) = arctg Tty (c) flz,y) =e ;

(A) f(a,y) = y/a2 + o7 @ f@y) =t (VTP )i (0 gy ) ="+ by

(h) g(z,y,2) = cos(zsin(y cos 2)); (i) g(z,y, 2 \/:1:2 2+ V221

16. Sprawdzié, ze wskazana funkcja f spelnia podane réwnania:

(a) f(i[],y) = ln (;I;Q + Ty + yz), :Efw —+ yfy = 2; (b) f(i[,',y) = \/ESiIl %, J/'fm + yfu

(a) f(z,y) =

T

(8) 9(x,y,2) = m;

f

17. Napisaé réwnania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach wykresu:
5 2o __arcsinz 1 V3
=/ 1 1,3 ;7 (b)) z= voo(2,-1 : =" __ V2 .

(a)z z y+ 3 ( ; 720)7 ( ) z € ) ( ) 720)7 (C) z arccosyv < 25 2 y 20 |3

(d) z = (2+ 2 — 3y)*, punkt wspélny wykresu i osi Oz; (e) z = e — ¢*™¥, punkt wspdlny wykresu i osi Oz.

18. (a) Na wykresie funkcji z = arc tgE wskaza¢ punkty, w ktérych plaszczyzna styczna jest réwnolegta do
Y
plaszczyzny © +y — 2z = 5.

b) Wyznaczyé réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkeji z = 2 + y2, ktéra jest prostopadla do prostej
y y sty ) y ) Y J J
r=t,y=t,z=2t,teR.



19. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ przyblizone wartosci wyrazen:

cos0.05
1.96 °

(a) (1.02) - (0.997)%; (b) ¥/3.0334+4.043+5.05%; (c) 2.97-¢%%; (d)
20. (a) Wysoko$é¢ i promien podstawy walca zmierzono z dokladno$cia +1 mm. Otrzymano h = 350 mm oraz
r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczy¢ objetosé¢ V tego walca?

(b) Krawedzie prostopadloscianu maja diugosci @ = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni
sig dlugoéc przekatnej prostopadloscianu d, jezeli dlugosci wszystkich krawedzi zwigkszymy o 2 cm.

(¢) Oszacowaé blad wzgledny dy objetosci prostopadlosciamu V| jezeli pomiaru jego bokéw x, y, z dokonano z
doktadnodcig odpowiednio A, Ay, A..

Cwiczenia 4

21. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
(a) F@.y) = VA + 12, (w0,30) = (0,0), v=(v3/2,1/2);
(b) flw,y) = Yo, (w0.0) = (1,0), v=(V2/2,V2/2).

22. Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:
(a) flz,y) =2’ +ay® +2,(1,-2);  (b) fz,y) =In(z+1ny), (e,1); (c) flz,y) = (1+ay)", (0,0);

Ut sinz +Zmzv (0,1,m); () g(z,y,2) = F Vy+vz, (1,1,1).

23. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
(a) f(xay) = $2 + y27 (‘T07 yO) = (_37 4)7 v = (12/137 5/13)7

(b) fla,y) =@ = 55+, (20,90) = (1,1), v = (3/5, =4/5);
(c) g(z,y,2) = ew2y_z, (20,v0,20) = (—1,1,-1), v =(2/3,-2/3,1/3).

(d) g(a?,y,Z) = I\/y_ e“Iny, (07 1a0); (e) g(xvyaz) =

24. (a) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(x,y) = y — 2% +2In(2y) w punkcie (—1/2, —1) w kierunku wersora
v tworzacego kat o z dodatnia czescia osi Ox. Dla jakiego kata ao pochodna ta ma wartosc 0, a dla jakiego przyjmuje
warto$¢ najwieksza?
(b) Wyznaczy¢ wersory v, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = Ve® (:C + y2) w punkcie (0,2) ma pochodna
kierunkowa réwna 0.

25. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji fi g :

(a) f(z,y) = cos (2 +y?); (b) f(z,y) = ye™; (c) fla,y) =a2* +
T Y

d z,y) =yln—; e) glx,y,2) = ———;

()f(y)yy (e) g(x,y,2) N

Zauwazy¢, ze odpowiednie pochodne czastkowe mieszane sa réwne.

yS

;;
(f) g(x,y,2) =In (:v+y2+z3+1).

26. Sprawdzié, ze podane funkcje spelniaja warunek fy, + fyy, = 0 (réwnanie Laplace’a):

(@) fy) =arets T (1) f(@.9) =In (o +3°); (©) f(r.y) = concoshy.



Cwiczenia 5

27. Znalezé ekstrema lokalne funkcji:

(a) f(z,y) = 2> + 3zy® — 5la — 24y;  (b) f(z,y) = ze ¥ + % +e¥; (c) flz,y) =2y? (12 —2 — ) (z,y > 0);

(d) flo,y) =yvVo —y* —z+6y; (o) flz,y) =2° +y° - 3ay; (f) f(xvy):§+§+y(x,y>0);
(8) f(z,y) = zy +Iny + 2*; () flay) =2 4 eV + eV (i) fla,y) =" V(522 +y).
28. Wyznaczyé¢ ekstrema podanych funkcji, ktérych argumenty spelniaja wskazane warunki:

(a) f(z,y) = 2® + 2, 32+ 2y = 6; (b) f(z,y) =2* +y* =8z + 10, x — y* + 1 = 0;

(¢) f(z,y) =2y +1Inz, 8+ 3y =0; (d) f(z,y) =22+ 3y, 2> +y* = 1.

* 29. ZnaleZ¢ najmniejsze i najwicksze warto$ci podanych funkcji na wskazanych zbiorach lub w ich dziedzinach
naturalnych:

z,y) =22 +42® + > —2zy, D= {(z,y) eR?: 2® <y <4};
Y y? (0 .Y) Yy

(a

(b) =Vy-a2+Va—y% (o) f 1—a? + /4~ (22 +32);
(d) ( )— z? —y?, D — tréjkat o wierzchotkach (0, 1), (0,2), (1,2);
(e

) flz,y) =2 +y*, D= {(z,y) e R?: 2 +y* < 9};
(%) f(z,y) = (@ +y)e ™%, D={(x,y) eR*: 2 >0,y >0}.

* 30. (a) W tréjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C = (2,—3) znalezé punkt M = (z0,yo0), dla
ktorego suma kwadratéw jego odlegtosci od wierzchotkéw jest najmniejsza.
(b) Jakie powinny by¢ dlugosé a, szerokos$é b i wysoko$é h prostopadlosciennej otwartej wanny o pojemnosci V,
aby ilos¢ blachy zuzytej do jej zrobienia byla najmniejsza?
(¢) Znalezé¢ odleglo$é miedzy prostymi sko$nymi:

. r+y—1 =0, - r—y+3 = 0,

Tl z+1 = 0, lz—2 = 0.
(d) Prostopadloécienny magazyn ma mieé objetosé V = 216 m3. Do budowy $cian magazynu uzywane sa plyty w
cenie 30z1/m?, do budowy podlogi w cenie 40zt/m?, a sufitu w cenie 20zt/m?. Znalezé dtugosé a, szerokosé b i
wysoko$¢ ¢ magazynu, ktérego koszt budowy bedzie najmniejszy.
(f) Firma produkuje drzwi wewnetrzne i zewnetrzne. Nastepnie sprzedaje je odpowiednio po 500 zt i 2000 zt za
sztuke. Koszt wyprodukowania x sztuk drzwi wewnetrznych i y zewnetrznych wynosi
K(z,y) = 2® — 2y +y* [21].

Tle sztuk drzwi kazdego rodzaju powinna wyprodukowaé firma, aby osiagnaé¢ najwiekszy zysk?

(g) Na paraboli y = 2%/2 wyznaczy¢ punkt, ktérego odleglosé od punktu P = (4, 1) jest najmniejsza.

Cwiczenia 6

31. Obliczy¢ calki podwojne po wskazanych prostokatach:

2) // (v + oy — 2® — 2y) dady, R = [0,1] x [0,1]; () //%,R:[l,mx[z,zx];
R
dxdy B ' ) B '
// Gty R =10,2] x [0,1]; (d) Z/ (zsin(zy)) dedy, R = [0,1] x [, 27];

¢) //e%*y drdy, R = [0,1] x [~1,0]: (f) //(“‘ZM, R=10,1] x [0, 1].
R R



32. Calke podwojna / f(z,y) dzdy zamienié na calki iterowane, jezeli obszar D ograniczony jest krzywymi o

réwnaniach:
(a)y=1° y=2+2; ) 2® +y* =4, y=22—2° =0 (z,y > 0);
(c) 2% — 4z +y* + 6y — 51 = 0; (d) 2 —y* =1, 22 +y* =3 (2 <0).

33. Obliczy¢ calki iterowane:

2 z? 4 2z 2 4—g2 3 Yy
a) /dw/%dy; (b) /d:v/:v%/y—xdy; (c) /dw / (® + %) dy;  (d) /dy/ y? + 16dz.
x
1 x 1 T -2 0 0 0

Narysowaé obszary catkowania.

34. Narysowac obszar catkowania, a nastepnie zmieni¢ kolejnos¢ catkowania w catkach:
|| 4

/dx/fxydy, /dw / f(z,y) dy; /dw / f(z,y) dy;

—V2—22 Vir—z?

sin x

) fdy 7f(w7y)d:v; /d:v / f(x,y) dy; (f)/edw/lf(iv,y)dy
V2 oyl 1 Inz

cos T

35. Obliczy¢ calki po obszarach normalnych ograniczonych wskazanymi krzywymi:

1
a) //IdeIdy, D:y=uxzy=2-21% (b) //Izyd:cdy, D:y=-2y=—,y=—V-r
D D

X

c) //e%dacdy, D:y=Vz,z=0,y=1/2,y=1; (d) //(:vy+4x2) dedy, D:y=x+3,y=a>+3z+3;
D

dzxd
e)//:v%xydxdy, D:y=z,y=12=0; // inyz’ D:iz=1z=2y=xy=aV3;
x
D
g) //ewzda:dy, D:y=0y=2x,x=VIn3; (h) //(2x—3y+2) dedy, D:y=0,y=m, o =—1,x =siny.
D D

36. Obliczy¢ wartosci srednie podanych funkcji na wskazanych obszarach:

(a) f(z,y) =sinzcosy, D = [0, 7] x [O,g}; (b) f(z,y)=22x—y, D: 0<y<m 0<z<siny.

Cwiczenia 7

37. Wprowadzajac wspodlrzedne biegunowe obliczyé podane catki podwdjne po wskazanych obszarach:

a) //:vyd:vdy,D: 2 +y? <1, %<y<\/§x; (b) //xy2d:vdy,D. >0, 1<2?2+92<2;
D D

c) //y2ew2+y2dxdy,D: r>0,y>0 22+y°<1; (d) //x2d:vdy,D: 22 4+ y? < 2y;
D

e) //(x2+y2) dedy, D: y >0, y<z?2+y?<ua; () //ydxdy,D: 22+ 92 <22 (y <0).
D

Obszar D naszkicowaé we wspolrzednych kartezjanskich.

38. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:
(a) y* =4x, z+y=3, y=0 (y>0); () 2? +9* =2y =0, 2> +y*> -4y =0;
(c)rt+y=4, z+y=8, z-3y=0, o—3y=>5 (d) a® +¢° =2y, y=V3lzl.



39. Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych powierzchniami:

(a) z = /25 — (22 + 9?), 2z = 22 + y? — 13; M) 2 +9y°+22=4, 2=1 (2> 1);
() +y?> —2y=0, z=a*+9% 2=0; (d)z=5—22 9% 2=1, 2 =4
e T — +(y— =1, z=2y, 2=0; z=x"4+y°, y+z=4.
* 1)? 1)?=1 0 £*) 2 74 y? 4

40. Obliczy¢ pola platéw:

(a) z=2%+9% 22 +42<1; (b) 2?4+ +22=R* 2°+9° —Rx <0, 2>0; (c)z=+a2+y2 1<2<2;
(d) czes¢ sfery o + y? + 22 = 3 lezaca wewnatrz paraboloidy z = (22 + y?) /2.

41. Zmnalezé poloienia érodkéw masy obszaréw jednorodnych:

(a) D={(z,y) e R*: 2® <y < 9};

(b) D= {(z,y) ER*: 0<z<m 0<y<sin®z};

(c) D = {(z,y) e R*: <1, |yl < }

(d) D — tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysokosci h;

(e) D — tréjkat réwnoboczny o boku 2a, do ktérego dotaczono poétkole o promieniu a;
(f) D — kwadrat o boku 1, z ktérego wycieto pétkole o érednicy 1.

42. Obliczy¢ momenty bezwladnosci obszaréow jednorodnych o masie M, wzgledem wskazanych osi lub punktéw:
(a) ¢éwiartka kota o promieniu R, o$ symetrii; (b) odcinek paraboli o szerokosci a i wysokosci h, 0§ symetrii;

(c) kwadrat o boku a, przekatna; (d) tréjkat réwnoboczny o boku a, podstawa; (e) kolo o érednicy D, $rodek.

Przyktadowe zadania z kolokwiow

2"+ 1
1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z n:;ni::__l

o0

2. Uzasadni¢ zbiezno$¢ szeregu E (—
n=2

1)nln(n+ 1)'

n

(+5)"
Vn+2’

3. Znalez¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego Z

2

4. Funkcje f(z) = T+ ia

rozwinaé¢ w szereg Maclaurina. Poda¢ wraz z uzasadnieniem przedzial zbieznosci.

5. Narysowaé dziedzine funkcji f(z,y) = vy —z-In (9 —z? - y2) i obliczy¢ jej pochodne czastkowe pierwszego
rzedu.

6. Napisa¢ réwnanie ptaszczyny stycznej do powierzchni (z + 2)? 4 (y — 3)% + 22 = 6 w punkcie (0,2, —1).

7. Obliczyé¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = (x2 — y) e~ w punkcie (x0,10) = (1,1) w kierunku
wersora tworzacego kat a = 7/3 z dodatnia czescia osi Ozx.

JT

8. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktérych pochodna kierunkowa funkeji f(z,y) = ~— w kierunku wersora
Y

(\/5/2, \/5/2) przyjmuje warto$é 0.
y+1
VT
10. Znalezé wartoéci najmniejsza i najwieksza funkcji f(z,y) = 2 — y? w tréjkacie o wierzchotkach (1,1), (3, 1),
(1,3).

9. Znalez¢ wszystkie ekstrema funkeji f(x,y) = Iy
Y

11. Uzasadnié, ze wsrdéd wszytkich prostopadloscianow o objetosci V', szedcian ma najmniejsze pole powierzchni
catkowitej.



12.

13.

14.

15.
16.

17.

1 47
Narysowaé obszar catkowania i nastepnie zmienié¢ kolejnosé catkowania w calce / dx / flz,y)dy.
0 2-w
Obliczy¢ pole czeéci powierzchni sfery 22 +12% + 22 = 3 lezacej wewnatrz paraboloidy 2z = 22 +y?. Sporzadzié

rysunek.

dxd
Obliczyé calke //%,gdzieD_ {(@y) €R?:1<a? +4% <9, y <0},
v +y
D

Obliczy¢ objetoéc bryly U ograniczonej powierzchniami: 22 +vy? =1, z =a? +y?> — 3, 2 =5 — /22 + 2.

Jednorodna figura sktada si¢ z kwadratu o boku 2 i dotaczonego do niego pétkola o promieniu 1. Wyznaczy¢
polozenie srodka masy tej figury.

Cienka jednorodna plytka o masie M ma ksztalt tréjkata réwnobocznego o boku a. Obliczy¢ moment bez-
wladnodci plytki wzgledem jej osi symetrii.

Przyktadowe zestawy zadan z egzaminow

W rozwiazaniach zadan nalezy opisa¢ rozumowanie prowadzace do wyniku, uzasadni¢ wyciagnigte wnioski, sfor-
mulowaé wykorzystane definicje, zacytowaé potrzebne twierdzenia (podaé zalozenia i teze), napisaé zastosowane
wzory ogélne (z wyjasnieniem oznaczen). Ponadto, jesli jest to konieczne, nalezy sporzadzié czytelny rysunek z
pelnym opisem. Skreslone fragmenty pracy nie beda sprawdzane.

Egzamin podstawowy

Zestaw A

1.

. Funkcje f(z) =

[e ]
3
Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego Z —(2 —32)".
n
n=1
2 oraz jej druga pochodna rozwinaé w szeregi Maclaurina i podaé¢ promienie ich
-
zbieznosci.
Wyznaczy¢ réwnania plaszczyzn stycznych do powierzchni f(z,y) = 2 + y? — 6zy + 152 w punktach, w
ktorych sa one réwnolegte do ptaszczyzny 6x — 2y — z = 0.

Wyznaczy¢ najwieksza warto$é funkcji f(z,y) = xy+a na zbiorze D ograniczonym tukami parabol y = 1—a2
iy=a?— .

Obliczy¢ objeto$é obszaru ograniczonego powierzchniami z = 3 — y?, z = 2y, z = 0, x = 1. Sporzadzi¢
rysunek.

6. Obliczyé pole czeéci powierzchni z = 22 +12 lezacej miedzy plaszczyznami z = 11 z = 4. Sporzadzié rysunek.
Zestaw B
o0
2"+ 1
1. net

2.

Zbadac zbieznos¢ szeregu Z T
ot n3" +1

Zmnalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = yvr + —= +

y 8
Vi oyt



3. Obliczyé¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = Ver (w + y2) w punkcie (O, 2+ \/5) w kierunku wersora v
tworzacego kat % z dodatnim zwrotem osi Oz. W ktérym z oSmiu geograficznych kierunkow: N, W, S, E,
NW, NE, SW, SE szybkos¢ wzrostu funkcji f w punkcie (O, 2+ \/5) jest najwigksza?

Uwaga. N-péinoc, W-zachdd, S-potudnie, E-wschéd.
16 log, x
4. Narysowaé obszar calkowania i nastepnie zmieni¢ kolejno$é¢ catkowania w calce / dx / flz,y)dy.

1 log, x

5. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami:z = /25 — (22 + y2), 2 = 1 + /22 + y2.

6. Jednorodna figura sklada sie z tréjkata réwnobocznego o boku 2 i dolaczonego do niego pétkola o promieniu
1. Wyznaczy¢ polozenie $rodka masy tej figury.

Egzamin poprawkowy

Zestaw A
o~ Vn+1
1. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego g nt (4+ 2x)".
n
n=1
22
2. Napisaé rozwiniecie funkcji f(x) = 3.2 g W swereg Maclaurina, a nastepnie obliczyé¢ f(17(0), £(18)0).
72 _

3. Wyznaczyé réwnania plaszczyzn stycznych do powierzchni f(z,y) = 2® + y* — 6xy + 152 w punktach, w
ktérych sa one rownolegle do plaszezyzny 6x — 2y — z = 0.

4. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = Inz* + Iny? — 4y — 2.

5. Na plaszzczyZnie zaznaczyé obszar D ograniczony krzywymi z = 32, 2 = 2 — 3%, Obliczy¢ catke podwéjna
/ / xy dzdy.
D

6. Narysowaé bryle ograniczong powierzchniami z = 2v/22 + 32, z = 3 — 22 — y? i obliczy¢ jej objetosdé.

Zestaw B
= 1
1. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego E — 2z +4)".
n
n=1
o 5" + 3"
2. Zbadaé zbieznosé szeregu +| .
n!
n=1

3. Wyznaczyé najmniejszg wartoéé funkeji f(x,y) = y* —2y—y na zbiorze D ograniczonym parabola z—y%+1 =
0 i prosta x = 0.

4. Narysowaé obszar catkowania i nastepnie zmieni¢ kolejnosé caltkowania w calce iterowanej
1 2422

/dw / flz,y)dy.
0 VT

5. Obliczy¢ pole czesci powierzchni sfery 22 4+y2 4+ 22 = 3 lezacej wewnatrz paraboloidy 2z = 22 + 2. Sporzadzié
rysunek.

6. Wyznaczy¢ polozenie $rodka masy jednorodnego pdipierscienia o promieniu wewnetrznym r i zewnetrznym R.



Egzamin na ocene celujaca

Zestaw z 2016 r.

1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z (3 In (n2 + 1) —2In (n3 + 1)) .
n=1
2. Wafelek do loda ma ksztalt stozka wydrazonego o wysokoéci H z jednakowa gruboscia Scianek (rysunek).
Masa lodowa (stozek) wypelniajaca wafelek ma wysokosé h (h < H). Przyjmujac, ze wafelek i masa sa

jednorodne, a gesto$¢ masy jest 2 razy wieksza od gestosci wafelka, wyznaczyé potozenie srodka masy calego
loda.

3. Katem nachylenia gtadkiej powierzchni w ustalonym jej punkcie nazywamy kat ostry miedzy plaszczyzna
styczna w tym miejscu, a poziomem. Obliczy¢ Sredni kat nachylenia wzgdrza o rownaniu

1
ZZZ—xQ—yQ (220).

4. Trzy boki czworokata wypuktego maja dtugosé 1. Jaka powinna by¢ dtugosé czwartego boku czworokata oraz
jak powinien by¢ on uksztaltowany, aby mial najwieksze pole?
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