Algebra z geometrig analityczng  (2020/2021)

Opracowanie: dr Zbigniew Skoczylas

Lista zdain® obejmuje caly material kursu oraz okresla rodzaje i przyblizony stopien trudnosci
zadan, ktore pojawia sie na kolokwiach i egzaminach. Na ¢wiczeniach nalezy rozwiaza¢ 1-2 podpunkty
z kazdego zadania. Zadania oznaczone gwiazdka sa trudne. Te nieobowiazkowe zadania kierujemy do
ambitnych studentéw. Na koncu listy umieszczono przyktadowe zestawy zadan z egzaminu podstawo-
wego i poprawkowego oraz egzaminu na ocene celujaca.

Uzdolnionym studentom proponujemy udzial w egzaminach na ocene celujaca z algebry i analizy.
Zadania z tych egzaminéw z kilku ubieglych lat mozna znalezé na stronie internetowej

http://wmat.pwr.edu.pl/studenci/kursy-ogolnouczelniane /egzaminy-na-ocene-celujaca
Lista zadan

1. Uprosci¢ wyrazenia:
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2. Zastosowalé wzér dwumianowy Newtona do wyrazen:
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3. (a) W rozwinieciu wyrazenia (a3 + —2> znalezé wspotezynnik przy a®;
a

3 7
(b) W rozwinieciu wyrazenia (\/4 x® — —) znalez¢ wspolezynnik przy /x.

23
% % %k
4. Dla par macierzy A, B wykonaé (jesli to jest mozliwe) dziatania 3A — %B, AT AB, BA, A%
14 0 —6 i -
A= B = i (b)) A= - B = - ;
(a) | 0], [_8 2], (b) 1 -3 2, [2 =4 0 ;
1 i ]
0 1 -1 -2 0
©4=|, B=[-2105]; @A=| 21 —4 [, B=| 4
0 | -3 0 2 l

*Zadania z listy pochodza z ksiazek Algebra i geometria analityczna (Definicje, twierdzenia, wzo-
ry; Przyklady i zadania; Kolokwia i egzaminy), Wstep do analizy i algebry oraz Studencki konkurs
matematyczny. Zadania z rozwigzaniami.
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5. Rozwiazaé rownanie macierzowe 3 -3 3| X |=X+ 6
2 5 -1 2

x+2 y+3

6. Znalez¢ niewiadome z,y, z spelniajace réwnanie 2

S

7. Napisa¢ rozwiniecia Laplace’a wyznacznikéw wg wskazanych kolumn lub wierszy (nie obliczaé

3 0

1.8 6 9

wyznacznikéw w otrzymanych rozwinieciach):

1 4 -
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(a) | =3 1 0 |, trzecia kolumna; ( b) 54 1 , czwarty wiersz.
2 5 =2
2 0 0 -3
8. Obliczyé¢ wyznaczniki:
2 00 O
2 5 Lo 3 =35 7
<a>‘ N N RS PO
2 2 1
5 0 2 =2
9. Korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw uzasadnié, ze macierze sg osobliwe:
1 5 2 =2
2 4 —4 1 2 3 T 5 9 s
(a) | -1 =2 2;(b)444;(c)5744
3 5 —6 3 21
3 3 0 =3
10. Korzystajac z twierdzenia o postaci macierzy odwrotnej wyznaczy¢ macierze odwrotne do:
01 00
2 5 oo 2 0 00
(a) A= ;i (b)A=3 -1 0|; (c)A=
3 8 0 0 0 3
2 5 —1
0 040
11. Korzystajac z metody dolaczonej macierzy jednostkowej znalez¢é macierze odwrotne do :
1 0 -1 0
12 L4 - 4 1 00
(a) A= ;i (b)A=10 -2 01]; (c)A=
-3 -1 0 9 6 0 -2 1 3
0 0 01
12. Znalez¢ rozwiazania rownan macierzowych:
35 0 31 bz 0
(a) X = : B)X-{1 1 1[=[-312]
1 2 4 -2 0
2 6 —1
[ -3 0 4]
-5 1 2 2 1 — 2 2
S :[ i) 2 3]; (d)[?, 2]'X'l g 3]:l0 i];
| -2 0 3 |
_ T
-2 0 3
1 -1 5 6 2 7
X 111 =| -2 1 o (f - XL = :
© s 0 [ 3 ()l—1 21 [4 51 ll 4]




13. Znalez¢ rzad macierzy':

1
120 1 -2 13 2 2i 88
(a) A=1221]; (b)A=|1034|; (¢c)A=1|3 1 -10 4|; (d A= 00 19
-1 1
506 7 0 3 10 00 35
2. 8.8 ¢

14. Korzystajac ze wzoréw Cramera wyznaczy¢ wskazang niewiadoma z uktadéw réownan liniowych:

20+ 3y + 11z +5t= 2,

r+y+22=-1,
) 20 — y=0, - (b) {2 Lo 4, —> 2 (o) T+ y+ Sz+2t= 1, -
—> x— z=—4, —> x; —> z.
3r42y=15 Y 4 2% + y+ 3z42=-3,

4 4z =—2;
Tyt ’ x4+ y+ 3z+4t=-3.

(a

15. Metoda eliminacji Gaussa rozwiazaé¢ uktady réwnan:

3r — 2y — bz + t= 3,
2 — 3y + z + 5t = =3,
T+ 2y — 4t = -3,
r— y— 4z + 9t = 22;

T+ y+2z=—-1,
(a) § 22 — y + 22 = —4, (b)
dr +y + 42 = =25

2v4+y— z+ t=1, T+2y —z— t=1,
(c) y+3z2-3t=1 (A 2+ y+2z+3t=2
r4+y+ z— t=1; 3x +b0y —z+ t=3.

16. (a) Znalez¢ trojmian kwadratowy, ktérego wykres przechodzi przez punkty (—1,2),(0,—1),(2,4) .
(b) Wyznaczy¢ wspélezynniki a, b, ¢ funkeji y = a2® + b3* 4 ¢4, ktéra w punktach —1,0, 1 przyjmuje
odpowiednio wartosci 3/4, 1, 1.

(¢) Funkcja y () = Acos2x + Bsin2x spelnia réwnanie rézniczkowe y” — 6y’ + 13y = 25sin 2.
Wyznaczyé wspotezynniki A, B.

(d) Znalezé réwnanie okregu, ktory przechodzi przez punkty: O = (0,0), A = (6,0), B = (0, 8).

23— 19z — 14
(x —1)%2(z+3)3
17. (a) Dla jakich wartosci parametru m podany uklad jednorodny ma niezerowe rozwiazanie

mr + vy + 2z = 0,
22 —y +mz = 0,
mzr +y + 4z =07

(b) Dla jakich wartosci parametréw a, b, ¢, d podany uklad réwnan liniowych jest sprzeczny

(e) Funkcje wymierna roztozy¢ na utamki proste.

Tty = a,
z+t= b,
x + z = ¢,

Y +t=d?
(¢c) Znalez¢é wartosci parametru p, dla ktérych podany uktad réwnan liniowych ma tylko jedno rozwia-
zanie
T+ 2y — 3z = —1,
20 —py + =z 3,
20 + y —pz = 5.

fTylko dla Wydziatu Chemicznego i Elektroniki



(d) Okresli¢ liczbe rozwiazan uktadu réwnan
r+ py — z=1,
20 — y+pz =0,
z+ 10y — 62 =p
w zaleznosci od parametru p. Rozwiaza¢ ten uktad dla p = 3.

Yk X

18. Porownujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron réwnan znalez¢ ich rozwiazania:
(a)Z=(2—i)z; (b)22+4=0; (c) (1+3i)z+(2-5)z=2i—3; (d*) 2*=1.
19. Na ptlaszczyznie zespolonej narysowaé zbiory liczb zespolonych spetniajacych warunki:

(a) Re(z+1)=Im(2z —4i); (b) Re (z2) =0; (c)Im (zz) <8; (d) Re <%> > Im (iz) .

20. Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu réznicy liczb zespolonych wyznaczy¢ i naryso-
wacl zbiory liczb zespolonych spelniajacych warunki:

(a) |2 +2 — 3i| < 4; (b) |2+ 5i > [3—4i]; (¢) |z — 1| = |1 +5i — 2|; (d) |z +3i| < |2 — 1 — 4i;
— 3 24
(@) liz+5 -2 <[1+il; (1) ]2 +2-3 <5 () || > (h) z—+2i s

21. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢ (wynik podaé¢ w postaci algebraicznej):

6
@ (_%H?) C ) (VE-i92) @ (2-vi) @ (VB-i)s (o (Sing+icosg)24.

22. Wyznaczy¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej elementy pierwiastkow:
(a) V=T6; (b) V275 (c¥) {2—i)% (@) V5.

23. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé réwnania:

(a) 22 =22 +10=0; (b) 22 +3iz+4=0; (c)2* +524+4=0;
(d) 224+ (1-3))z—2-i=0; (e) 25=(1—14)'% (F) (z =)t = (z+1)*.

2.8 8 ¢
24. Znalez¢ pierwiastki wymierne wielomiandw:
(a) 2° + 327 — 4; (b) 2 —22% 4 2% — 8z —12; (c) 2t —2? — 2.
(d) 1223 + 822 — 3z — 2;  (e) 182 — 922 — 22 + 1; (f) 62 + 722 + 2.

25. Nie wykonujac dzielen wyznaczy¢ reszty z dzielenia wielomianu P przez wielomian @), jezeli:
(a) P(z) =% +32° + 2% + 4, Q (z) = 2% — 1;

(b) P(z) =2 +22° 13, Q) = 2> —2? + oz — 1;

(c) P(z) = 2" — 22" + 42%7, Q () = 2" — 16;

(d*) P (z) = 22006 4 21002 _ 1 Q) (z) = 2% + 1;

() P(z) =2+ +2-1,Q(2)= (m2 + 1)2 .

26. Pokazac, ze jezeli liczba zespolona z; jest pierwiastkiem wielomianu rzeczywistego P, to liczba

Z1 takze jest pierwiastkiem wielomianu P. Korzystajac z tego faktu znalezé pozostale pierwiastki
zespolone wielomianu P(z) = % — 423 + 1222 — 162 + 15 wiedzac, ze jednym z nich jest z1 = 1 + 2i.



27. Podane wielomiany roztozyé¢ na nierozkladalne czynniki rzeczywiste:
(a) 23 —27; (b) 2* +16; (c) 2* + 22 +4; (d*) 25 +1.
28. Podane funkcje wymierne wlasciwe roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste:

2r +5 9 322+ 4z + 3 3222 —Tr+6
(8) 2 (b)) — (o) et I g TS
2_x-2 z (x4 3) 23— a2 44 —4 x* 4+ 1022 4+ 9

x
Yk X

29. (a) Dla jakich warto$ci parametréw p, ¢ wektory a = (1 —p,3,—1), b= (—2,4 — ¢,2) sa réwnole-
gle?
(b) Dla jakich wartosci parametru s wektory p = (s,2,1 — s), ¢ = (s,1, —2) sa prostopadle?

30. Znalez¢ wersor, ktory jest prostopadly do wektoréow uw = (—1,3,0), v = (0,1,1).
31. Wyznaczy¢ cosinus kata miedzy wektorami p = (0,3,4), g = (2,1,-2).

32.* W systemie GPS polozenie punktu na powierzchni Ziemi okreslone jest przez pare liczb (¢, 1)),
gdzie ¢ oznacza szerokosé, a v — dhugosé geograficzng tego punktu. Wyprowadzi¢ wzor na najmniejsza
odleglosé punktéw Ay = (p1,11), Az = (p2,12) liczona po powierzchni Ziemi. Przyjaé, ze Ziemia jest
kula o promieniu 6400 km.

33. (a) Obliczy¢ pole réwnolegloboku rozpietego na wektorach u = (—1,2,5), v = (0,3, 2) .

(b) Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A = (0,0,1), B = (3,0,0), C = (0,—5,0).

(c) Tréjkat ma wierzcholtki A = (0,0,1), B = (2,3,—-2), C' = (1,1,4). Obliczy¢ wysokosé¢ tréjkata
opuszczona z wierzchotka C.

34. (a) Obliczy¢ objeto$é réwnoleglodcianu rozpietego na wektorach: a = (1,2,3), b = (0,4,1), ¢ =
(—1,0,2).

(b) Obliczyé¢ objeto$¢ czworoscianu o wierzchotkach: A = (1,1,1), B = (1,2,3), C = (0,4,1), D =
(2,2,2).

(c) Dla czworo$cianu z punktu (b) obliczy¢ wysoko$é opuszczona z wierzchotka A.

35. Zmalez¢ réwnania normalne i parametryczne plaszcezyzny:

(a) przechodzacej przez punkty P = (1,—1,0), Q@ = (2,3,7), R=(4,0,1);
(b) przechodzacej przez punkt A = (—2,5,4) oraz zawierajaca o$ Oz;

(c) przechodzacej przez punkt A = (—2,5,4) oraz prostopadlej do osi Oy.

36. (a) Plaszczyzne 7w : 2z +y — z — 7 = 0 zapisa¢ w postaci parametryczne;j.
t+ s,

(b) Plaszczyzne m: ¢ y = —2  —  2s, (t, s € R) przeksztalcié do postaci normalne;j.

z= 3+ 3t - s
37. Zmalez¢ réwnanie parametryczne i krawedziowe prostej:
(a) przechodzacej przez punkty A = (—3,4,1), B = (0,2,1).
(b) przechodzacej przez punkt P = (3,—1,2) i przecinajacej prostopadle 0§ Oy.
r+y—3=0,
—y+2z—1=0
(b) Prostal:x =3, y=2—2t, z=1 (t € R) zapisa¢ w postaci krawedziowej.

38. (a) Prosta [ : { zapisa¢ w postaci parametrycznej.



39. Wyznaczy¢ punkt przeciecia:

(a) prostej [ :x =t, y=1—2t, 2= -3+ 2t (t € R) oraz plaszczyzny 7 : 3z —y — 2z — 5 = 0;
(b) plaszczyzn 71z +2y — 2 —5=0, m:x+2y+2=0,m3: x+y+2=0;
(c)prostych Iy :x=1—t, y=1, 2=-3+2t (t€R), lx:x=t, y=3—-2t, z=2-5t (t € R).

40. Obliczy¢ odlegtosé:

(a) punktu P = (0,1, —2) od plaszczyzny 7 : 3z — 4y + 12z — 1 = 0;

(b) plaszczyzn réwnolegtych m : @ — 2y +22 —3 =0, mo : —2x + 4y — 42 + 18 = 0;
(c) punktu P = (2,—5,1) od prostej l : x =t, y=1—2t, z=-3+2t (t € R);
(

v+y+z-3=0, '{:E+y—|—z—3:0,

d) prostych réwnolegtych I; : { 2 +4=0
T—2y—z = U

r—2y—z—1=0,
(e) prostych skosnych

lh:x=1—t,y=1, 2=-34+2t(t€eR), lp:x=s y=3—-2s, z=1-"5s (s €R).
41. Wyznaczy¢ rzut prostopadly punktu P = (1, —2,0) na:
(a) plaszczyzne m iz +y+32—5=0; (b)prostal:z=1—1t, y=2t, z=3t.
42. Obliczy¢ kat miedzy:
(a) plaszczyznami m :x —y+32=0,m3: —2x+y—2+5=0;

-3=0

(b)prost@l:{w+y+z ’

i ptaszczyzng 7w : x4+ y = 0;
r—2y—z2—1=0 P yana 4
(c) prostymi ly :x=—t, y=1+2t, z=-3(t€R),ly:x =0, y=—-2s, z=2+s5 (s € R).

43. Znalezé wartosci i wektory wlasne macierzy?:

. -y 001 111
(a)A:[_lzJ; (b)A:[“]; ©A=010]; (AA=]|022
100 003

Przykladowe zestawy zadan z egzaminow

W rozwiazaniach zadan nalezy opisa¢ rozumowanie prowadzace do wyniku, uzasadni¢ wyciagniete
wnioski, sformulowaé¢ wykorzystane definicje, zacytowaé¢ potrzebne twierdzenia (podaé¢ zalozenia i
teze), napisaé zastosowane wzory ogélne (z wyjasnieniem oznaczen). Ponadto, jesli jest to konieczne,

nalezy sporzadzi¢ czytelny rysunek z pelnym opisem. Skreslone fragmenty pracy nie beda sprawdzane.

Egzamin podstawowy

Zestaw A

1. Nie wykonujac dzielenia znalezé reszte z dzielenia wielomianu 2% + 172% + 22 — 3z + 1 przez
tréjmian 2 + 1.

TH+Yy—z2=2,

2. Obliczy¢ odleglo$é punktu P = (1 — 2,4) od prostej [ :
20 —y+ 2z =4.

3. Funkcje wymierna roztozyé¢ na utamki proste.
x

Sta?+a+1
#Tylko dla Wydziatu Chemicznego i Elektroniki




111]" 023
4. Rozwigzaé¢ réwnanie macierzowe X 14+ [ 0 2 2 =1-205
003 340

2r +py — z=
5. Dla jakich wartosci parametru p uktad réwnan — y + pz = —1, jest ukladem Cramera?
—2x + z= 1
Dla p = 1 wyznaczy¢ x stosujac wzory Cramera.

Zestaw B
1007\ " 0 -3 -1
1. Rozwiazaé réwnanie macierzowe | X + [0 2 0 =(-2 0 1
003 1 2 0

2. Wiadomo, ze x1 = 1 + i jest pierwiastkiem wielomianu z? — 623 + 1522 — 182 + 10. Wyznaczyé
pozostalte pierwiastki zespolone tego wielomianu.

=2+
3. Obliczy¢ odlegloéé punktu @ = (—2,0,1) od plaszczyzny: m: < y = s — 2t, (s,t€R).
z=1-—35s

T — 2y + 32 = =95,
4. Korzystajac ze wzoréw Cramera wyznaczy¢ niewiadoma, y z uktadu réwnan: Yy — 2z = b,
T + z=-1

. , , . . . . ’ . 18 . s .
5. Napisa¢ wzér de Moivre’a i nastepnie obliczy¢ (zf — \/3) . Wynik podaé w postaci algebra-

icznej.

Zestaw C

16
1. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢ (z\/g — 1) . Wynik podaé¢ w postaci algebraiczne;j.

023
2. Metoda bezwyznacznikowsa obliczy¢ macierz odwrotng do macierzy: A = | —2 0 2 | . Sprawdzié

310
wynik wykonujac odpowiednie mnozenie.

3. Trojkat o wierzchotkach A = (—1,0,4), B = (1,2,5), C = (0,3,—1) przesunieto o wektor
v = (2,3,—1). Obliczy¢ objetosé¢ graniastostupa pochylego powstalego w czasie przesuniecia.

4. Znalez¢ obraz symetryczny punktu P = (1,—2,0) wzgledem plaszczyzny 7 :2x+y—2z+1=0.

523 + 3z + 4
5. Funkcje wymierna “;7‘%4_ roztozyé¢ na utamki proste.
;U —_—
Zestaw D
1. Rozwiaza¢ réwnanie (z — z’)3 + 1 = 0. Pierwiastki zapisa¢ w postaci algebraicznej.
-2 4 -1 1 0
2. Wyznaczy¢ macierz X z réwnania 31 0| -XT=]-2-1
-10 O -3 2



r+y—2z+3=0,

3. Znalez¢ obraz symetryczny punktu P = (1,—2,0) wzgledem prostej [ :
2r—y+32—4=0.

z—4—1

> 1.
z+2 -

4. Narysowac zbiér liczb zespolonych spelniajacych warunek: ’

5. Dane sa punkty A = (1,2,—1), B = (3,1,2). Na osi Oy znalez¢ punkt C' taki, aby pole tréjkata
ABC bylo réwne 10.

Egzamin poprawkowy

Zestaw A

622 — 5x + 2

1. Funkcje wymierna —; 3 5 roztozy¢ na sume rzeczywistych ulamkéw prostych.
zt =20 4+

[\

2 -3 11 4 3
. Wyznaczy¢ macierz X z réwnania XL = .
-1 2 10 —
x+y=3,

3. Zmalezé rzut prostopadly punktu P = (—1,0,3) na prosta [ : { 5
y—z=2.

4. Podaé¢ w postaci algebraicznej elementy pierwiastka {/(2 — 32’)6.

20 — y + 3z = =3,
T+ y— =z
—x + 3y + 2z = 3,
T+ y+ z= 2

o
I
e

. Metoda eliminacji Gaussa rozwiaza¢ uktad rownan

Zestaw B

1. Podaé¢ wzér do wyznaczania pierwiastkow n-tego stopnia liczby zespolonej z. Nastepnie obliczy¢
v/ —8i. Wynik poda¢ w postaci algebraicznej.

x— 2y + 3z — 3t = —1,

2. Rozwiaza¢ uktad rownan
20 — 4y + 8z — 6t = 4.

3. Znale7¢ réwnanie prostej, ktéra zawiera punkt A = (3,0,—1) i przecina prosta [ : x = 1 — ¢,
y=3+2t,z=2+1 (t € R) pod katem prostym.

4. Dane sa punkty A = (1,2,3),B = (—-1,0,6),C = (1,3,-1),D = (2,p,3). Dla jakiego p,
objetos$¢ czworoscianu ABC D bedzie réwna 137

5. Narysowaé zbior liczb zespolonych, ktére spelniaja nieréwnosé ‘22 +4z + 4‘ > |z 42| |z — 31].

Zestaw C
1. Narysowadé zbidr liczb zespolonych, ktére spelniaja nieréwnosé |(1 — i) z — 2i| < |7 —i|.

2 — 23+ 41
3+

2. Funkcje wymierng przedstawi¢ jako sume wielomianu i rzeczywistych utamkéw

prostych.



3. Znale7¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez punkt P = (1,2, —3) i prostopadlej do prostej
- r+y—z=2,
lz+z=0.
4. Obliczy¢ wysokosé czworoscianu o wierzchotkach A = (1,0,—1), B = (2,2,2), C = (3,4,5),
D = (—3,4,—2) opuszczona z wierzchotka D.

1

1 007 1-23 11 1
5. Rozwiaza¢ réwnanie macierzowe | 2 —1 0 |Y+10 41 =12 3 0
4 31 2 50 0 -1 -2

Zestaw D

1. Jednym z pierwiastkéw wielomianu W (z) = 223 + 522 4 62 + 2 jest liczba wymierna. Znalezé
wszystkie pierwiastki zespolone tego wielomianu.

1

-24 -17
1 -2 —
2. Rozwiazaé rownanie macierzowe X - 31 0 = [0 1 g] .
~10 0 B

3. Podaé interpretacje pierwiastka n-tego stopnia liczby zespolonej z i obliczy¢ (/8 (\/gz — 1). Wy-

nik zapisa¢ w postaci algebraiczne;j.

4. Trzy wierzchotki réwnolegloboku ABC' D maja wspélrzedne: A = (1,3,—1),B = (0,3,4), C =
(2,—2,5) . Znalez¢ wspolrzedne czwartego wierzchotka i wysokos$é réwnolegtoboku opuszczona z
wierzchotka C.

T —2y+ 2z -3t = 2
5. Rozwiaza¢ uklad réwnan ¢ 2x + y — 2z — ¢t = =3,
x—Ty+2z—-8= 1

Egzamin na ocene celujaca (styczen 2016 r.) §

1. Na ptaszczyznie zespolonej zaznaczono parami rézne niezerowe liczby 21, 29, 23, 24. Korzystajac
tylko z cyrkla i linijki skonstruowaé¢ wszystkie elementy zbioru /z1222324.

2. Znalez¢ pierwiastki zespolone wielomianu 2* + 7iz® — 1322 + iz — 20.

3. Wiersze od drugiego do ostatniego wyznacznika stopnia n (n > 2) wypelnié liczbami catkowitymi
tak, aby po wpisaniu do pierwszego wiersza dowolnych liczb ze zbioru {0,1,2,...,9}, warto$¢
wyznacznika byla liczba z pierwszego wiersza (odczytana w ukladzie dziesietnym).

4. Podstawa ostrostupa prostego jest prostokat. Plaszczyzna przecina krawedzie boczne ostrostupa
i wyznacza na nich kolejno odcinki o dlugosciach 3,2,4, k, liczac od wierzchotka. Metodami
geometrii analitycznej w R3 znalezé k.

$Zadania z egzaminéw na ocene celujacy z lat 1994-2020 wrza z rozwigzaniami mozna znalezé w ksiazce ,,Studencki
konkurs matematyczny’.



