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Przed Pascalem i Fermatem

Trzy poziomy wnioskowania probabilistycznego:
1. nieSwiadome wnioskowanie w $wietle niepewnosci,
2. wnioskowanie oparte na jezyku naturalnym
i doswiadczeniu,
3. wnioskowanie oparte na matematyce.
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Przed Pascalem i Fermatem

Trzy poziomy wnioskowania probabilistycznego:
1. nieSwiadome wnioskowanie w $wietle niepewnosci,
2. wnioskowanie oparte na jezyku naturalnym
i doswiadczeniu,
3. wnioskowanie oparte na matematyce.

Weczesne wzmianki i zastosowania matematyki do analizy
prawdopodobienstwa:
= kryptografia arabska (Al-Khalil, Al-Kindi, Ibn Adlan),
V=X wiek,

= prawdopodobienstwa wynikéw rzutu ko$¢mi
(,Owidiusz”, Cardano), Xlll wiek, XV wiek.
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Od Pascalai Fermata do Laplace’a

XVIl w. Blaise Pascal i Pierre de Fermat, wartos¢
oczekiwana,
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Od Pascalai Fermata do Laplace’a

XVII w.

XVII w.

XIX w.

Historia prawdopodobienstwa

Blaise Pascal i Pierre de Fermat, wartosc
oczekiwana,

Edmond Halley, tablice zycia mieszkarncow
Wroctawia,

Jacob Bernoulli, prawo wielkich liczb,

Georges-Louis Leclerc de Buffon, geometryczna
definicja prawdopodobienstwa,

Abraham de Moivre, rozktad normalny,
Thomas Bayes, twierdzenie Bayesa,

Adrien-Marie Legendre, metoda najmniejszych
kwadratow,

Pierre-Simon Laplace, klasyczna definicja
prawdopodobienstwa.
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Paradoks Bertranda (1889)

Joseph Bertrand
Narysujmy okrag opisany na tréjkacie rwnobocznym.

Dodajemy losowg cieciwe. Jaka jest szansa, ze bedzie ona
dtuzsza od boku trojkata?
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Podejscie 1

Narysujmy styczng do okregu i jako parametryzacje cieciwy
wybierzmy kat pomiedzy styczna a cieciwa dotykajgcg stycznej
do okregu. Dla katéw a € Q = (0, ), cieciwa jest wewnatrz
okregu. Zdarzenia sprzyjajace to o € (g, 2{)
Prawdopodobienstwo tego, ze cieciwa jest dtuzsza od boku
trojkata to zatem
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Podejscie 2

Oprocz tréjkata réwnobocznego, dodajmy do rysunku
szesciokat foremny, dzielacy trzy punkty z tréjkagtem. Analizujgc
katy na powstatym rysunku mozna zobaczy¢, ze bok tréjkata
réwnobocznego dzieli wysokosé okregu w potowie. Oznacza to,
ze odlegtos¢ cieciwy od srodka okregu moze by¢ traktowana
jako nasze zdarzenia. Jesli okragg ma promien R, to cieciwy
odlegte od srodka o [0, &) sa dtugosci wiekszej niz bok tréjkata.
Aby méwic o cieciwie, jej odlegtos¢ od srodka musi byc z
przedziatu [0, R), zatem prawdopodobienstwo szukanego
zdarzenia to
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Podejscie 3

Wybierzmy dowolny punkt wewnatrz kota. Istnieje tylko jedna
cieciwa majaca srodek w tym punkcie. Dorysujmy do tréjkata
okrag wen wpisany. Jesli punkt wylosuje sie wewnatrz okregu
wpisanego w tréjkat, bedzie odpowiadat za cieciwe dtuzsza niz
bok tréjkata. Korzystajac z prawdopodobienistwa
geometrycznego, mamy zatem
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Paradoks Bertranda (1889)

N[

7 . o7 . 7 . oy 1 1
Trzy rézne podejscia, trzy rézne wyniki — 7, 3,
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Paradoks Bertranda (1889)

N[

7 . o7 . 7 . oy 1 1
Trzy rézne podejscia, trzy rézne wyniki — 7, 3,

Co poszto nie tak?
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Dwa wazne wyniki z poczatku XX w.

XX w. AnekcaHap Muxainnosud JlsnyHos, centralne
twierdzenie graniczne (1901),
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Dwa wazne wyniki z poczatku XX w.

XX w. AnekcaHap Muxainnosud JlsnyHos, centralne
twierdzenie graniczne (1901),

AHppen Hukonaesny Konimoropos, aksjomatyzacja
teorii prawdopodobienstwa oparta na teorii miary
(1933).

Dzieki Kotmogorowi dowiadujemy sie, ze paradoks Bertranda
wynika ze Zle okre$lonego problemu, ktéry nie definiuje co
oznacza ,wylosowac cieciwe”. Opisane podejscia réznig sie
rozktadem prawdopodobienstwa cieciw na okregu, co
moglibysmy zobaczy¢ losujac je wielokrotnie wedtug opisanych
schematéw, dodajac do wykresu i obserwujac rézny ,poziom
szarosci” wewnatrz réznych rejonéw kota.
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Czy to koniec?

Prawdopodobienstwo jako koncept istniato w spoteczenstwie
juz w starozytnosci, poniewaz ludzie mierzyli sie
z wnioskowaniem przy braku petnej informacji i niepewnosci.
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Czy to koniec?

Prawdopodobienstwo jako koncept istniato w spoteczenstwie
juz w starozytnosci, poniewaz ludzie mierzyli sie

z wnioskowaniem przy braku petnej informacji i niepewnosci.
Mozemy zatem zadaé pytanie — czy obecna teoria

prawdopodobienistwa obstuguje wszystkie sytuacje, ktére
wydaje nam sie, ze ,powinna”?
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Przypomnijmy wzér, okreslony dla takich B, dla ktérych
P(B) >0
P(AN B)

P(AIB) = ~ g
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Przypomnijmy wzér, okreslony dla takich B, dla ktérych
P(B) >0
P(AN B)
P(AIB) = ————=.

(AlB) = —5 5,
Wylosujmy w sposdb jednostajny punkt na powierzchni sfery
modelujacej kule ziemska. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wylosowany punkt bedzie na prawo od potudnika
poczatkowego, pod warunkiem, ze bedzie znajdowat sie na
réwniku?
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Intuicja kontra definicja

Intuicyjnie, jesli kazdy punkt na sferze ma taka samga szanse na
zostanie wylosowanym, pod warunkiem, ze wylosowany punkt
bedzie na réwniku, wcigz powinnismy mieé rozktad jednostajny
punktéw lezgcych na réwniku. Szansa na wylosowanie punktu
na prawo od potudnika poczatkowego, powinna zatem wynosic¢
%, niezaleznie od tego, na jakim rownolezniku wylosowany
zostanie punkt.
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Intuicyjnie, jesli kazdy punkt na sferze ma taka samga szanse na
zostanie wylosowanym, pod warunkiem, ze wylosowany punkt
bedzie na réwniku, wcigz powinnismy mieé rozktad jednostajny
punktéw lezgcych na réwniku. Szansa na wylosowanie punktu
na prawo od potudnika poczatkowego, powinna zatem wynosic¢
%, niezaleznie od tego, na jakim rownolezniku wylosowany
zostanie punkt.

Z punktu widzenia teorii, to prawdopodobienstwo jest
nieokreslone, poniewaz w definicji mamy g.

To motywuje niektérych badaczy by dalej poszukiwacd
alternatywnych podejs¢ prawdopodobienstwa.
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Interpretacje
prawdopodobienstwa
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3 podejscia do prawdopodobienstwa

1. prawd. epistemologiczne — pozwala mierzy¢
przestanki na temat prawdziwosci zdarzenia,

2. prawd. psychiczne — moéwi o subiektywnym
przekonaniu na dany temat,

3. prawd. statystyczne — mowi o fizycznej cesze obiektu,
niezaleznej od przekonan.
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Prawd. epistemologiczne — podtypy

Epistemologia to dziedzina filozofii zajmujaca sie wiedza.
Epistemolodzy badajg miedzy innymi nature, pochodzenie
i zakres wiedzy oraz racjonalno$¢ wierzen i uzasadnien.
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Prawd. epistemologiczne — podtypy

Epistemologia to dziedzina filozofii zajmujaca sie wiedza.
Epistemolodzy badajg miedzy innymi nature, pochodzenie

i zakres wiedzy oraz racjonalno$¢ wierzen i uzasadnien.
Prawdopodobienistwo epistemologiczne dzieli sie na
prawdopodobienstwo klasyczne i logiczne, zwane takze
metodologicznym. Prawdopodobienstwo klasyczne zalicza sie
do prawdopodobienstwa matematycznego, czyli operujacego na
wartosciach liczbowych. Prawdopodobieristwo logiczne
odrdznia sie tym od matematycznego, ze operuje na zdaniach
lub ich formalizacji. Prawdopodobienstwo logiczne jest jedng ze
starszych interpretacji prawdopodobienstwa.
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Prawd. statystyczne — podtypy

Prawdopodobienstwo statystyczne moéwi o cechach fizycznych
obiektu na tle innych obiektéw. Jest niezalezne od tego, co ktos
mysli na ten temat lub nawet, czy istnieje. Sg trzy gtéwne
podtypy prawdopodobieristwa statystycznego:
prawdopodobienistwo czestosciowe, teoria sktonnosci lub
tendencji (ang. propensity) oraz teoria najlepszego systemu
(ang. best-system).
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Popularnosé podejsc

Teoria prawdopodobienstwa zwykle utozsamiana jest

z prawdopodobieristwem czestoSciowym, subiektywnym oraz
od niedawna — najlepszego systemu (w statystyce zaliczamy do
nich podejscie czestosciowe, bayesowskie oraz Akaike'go
odpowiednio).
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Teoria prawdopodobienstwa zwykle utozsamiana jest

z prawdopodobieristwem czestoSciowym, subiektywnym oraz
od niedawna — najlepszego systemu (w statystyce zaliczamy do
nich podejscie czestosciowe, bayesowskie oraz Akaike'go
odpowiednio).

Prawdopodobienstwo logiczne oraz teoria tendenc;ji s rzadziej
spotykane.
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Przyktad teorii tendencji
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Teoria tendencji

W teorii sktonnosci méwimy o przyczynowosci wynikajacej

z warunkéw eksperymentu oraz cech obiektu. Dany obiekt ma
sktonnos¢ lub tendencje do generowania pewnych wynikéw

w okreslonych warunkach. Jest to prawdopodobienstwo
obiektywne. W przeciwienstwie do czestosciowego (réwniez
obiektywnego) prawdopodobienstwa, nie opisuje wynikéw
eksperymentu. Teoria zaktada, ze jesli eksperymentator utrzyma
wzglednie state warunki eksperymentu oraz bedzie powtarzat
doswiadczenie, uzyskana zostanie seria wynikéw eksperymentu,
ktérag mozna analizowaé metodami prawdopodobienstwa
czestosciowego. Wartos¢ graniczna prawdopodobierstwa
czestoSciowego bedzie wtedy rowna tendencji obiektu do
uzyskania danego wyniku.

Przyktad teorii tendencji 20/39
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Poczatki teorii tendenc;ji

Historycznie mozna przyporzadkowac teorie tendencji do
Charlesa Sandersa Peirce'a (1910) oraz do Karla Poppera (1957).
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Poczatki teorii tendenc;ji

Historycznie mozna przyporzadkowac teorie tendencji do
Charlesa Sandersa Peirce'a (1910) oraz do Karla Poppera (1957).
W teorii Poppera jest rozwigzanie problemu, jaki zauwazyli$my
w opisie prawdopodobienstwa warunkowego u Kotmogorowa!
Popper nie definiuje bezwarunkowego prawdopodobienstwa,
poniewaz filozoficznie tendencja jest scisle zwigzana

z warunkami eksperymentu. Oznacza to, ze Popper z powodu
patrzenia na zjawiska fizyczne z innej perspektywy, traktuje
prawdopodobienstwo warunkowe jako pojecie pierwotne, za
pomoca ktérego definiuje prawdopodobienstwo
bezwarunkowe — zupetnie odwrotnie jak Kotmogorow.
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Miary Poppera — uwaga, matma!

Jak byto u Kotmogorowa?
= Niech Q # () bedzie zbiorem zdarzen elementarnych,
= Niech F bedzie sigma-ciatem zdarzen losowych, czyli
rodzing podzbioréw (Q taka, ze:
1. 0eF,
2. Ac F = A¢ e F,
3. AL, A, ... e F = U?ilAi e F.
= P:F —[0,1] jest miarg prawdopodobienstwa lub
prawdopodobienstwem, jesli
1. P(A) > 0dla kazdego A € F,
2. P(Q) =1,
3. P (U?il A,‘) = Zfil P(A,‘), gdy A,‘ N Aj = (Z) przy i ;ﬁj
Tréjke (Q, F, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna.
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Miary Poppera — uwaga, matma!

Jak jest u Poppera? Q i F definiujemy tak samo, potem sa
réznice.
= Niech G C F\ {0} bedzie zbiorem mozliwych
warunkow eksperymentu.
= P(:]-): F x G — [0, 1] jest miarg Poppera lub
tendencja, jesli:
1. dla kazdego B € G, P(:|B) jest miara
prawdopodobienstwa, taka ze P(B|B) = 1, oraz
2. dla kazdego A, B, C € F oile C oraz C N B naleza do
zbioru G zachodzi P(AN B|C) = P(AIBN C) - P(B|C).
Czwoérke (2, F, G, P) nazywamy warunkowa przestrzenia
probabilistyczna.
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Jak jest u Poppera? Q i F definiujemy tak samo, potem sa
réznice.
= Niech G C F\ {0} bedzie zbiorem mozliwych
warunkow eksperymentu.
= P(:]-): F x G — [0, 1] jest miarg Poppera lub
tendencja, jesli:
1. dla kazdego B € G, P(:|B) jest miara
prawdopodobienstwa, taka ze P(B|B) = 1, oraz
2. dla kazdego A, B, C € F oile C oraz C N B naleza do
zbioru G zachodzi P(AN B|C) = P(AIBN C) - P(B|C).
Czwoérke (2, F, G, P) nazywamy warunkowa przestrzenia
probabilistyczna.

Prawdopodobienstwo definiujemy jako P(-| T), gdzie T to
zdarzenie pewne.
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Rdznice

Nie wszystko co dziata w prawdopodobienstwie dziata tez

w teorii tendencji. Przyktadowo w teorii tej znajduja sie
odpowiedniki prawa wielkich liczb, ale nie ma odpowiednika
twierdzenia Bayesa.

Zyskiem jest mniej paradoksalnych wynikéw oraz to, ze

w przeciwienstwie do prawdopodobienstwa czestosciowego,
mozna wnioskowac z prawdopodobienstwa zmierzonego dla
pojedynczego zdarzenia, co ma zastosowania w mechanice

i obliczeniach kwantowych.
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Przyktad prawdopo-
dobienstwalogicznego
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Prawdopodobienstwo modalne

Prawdopodobienstwo modalne jest przyktadem
prawdopodobienstwa logicznego, ktére klasyfikuje
prawdopodobienstwo prawdziwosci zdarzenia do kilku
mozliwych wartosci — zajmiemy sie dwiema z nich — ,mozliwe”
oraz ,prawdopodobne”, pozostawiajac ,wysoce
prawdopodobne” dociekliwym kopaczom w literaturze.
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Mozliwe i prawdopodobne

Zaczynamy od przestrzeni zdarzen Q. Rozwazamy zdarzenia
AcCQ.

Zbior pusty () nie jest ani mozliwy, ani prawdopodobny.
Przestrzen € jest mozliwa i prawdopodobna.
A = BU C jest mozliwa <= B lub C jest mozliwa.

Dla kazdego A, co najwyzej jeden ze zbioréw A oraz
A€ jest prawdopodobny.

5. Jedli A jest prawdopodobne, B D A jest
prawdopodobne.

6. Jesli A jest prawdopodobne, jest tez mozliwe.

PR
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Jak tu cokolwiek udowodnic¢?

Niech P bedzie rodzing podzbioréw €. Méwimy, ze P jest
rodzing zbioréw mozliwych <= spetnia aksjomaty 1-3.

Twierdzenie
Dla dowolnych niepustych Q oraz W C Q,

P={A:3weW weA}

jest rodzing zbioréw mozliwych. Jesli Q jest skoriczona, kazda
rodzina zbioréw mozliwych jest okreslona w ten sposéb.
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Zatozmy, ze Q jest niepusty i W C Q jest niepusty. Zdefiniujmy
P jako
P={A:3we W weA}.
Pokazemy, ze prawdziwe sg aksjomaty 1-3, czyli ze P jest
rodzing zbioréw mozliwych.
1. O & P, poniewaz nie istnieje w € W taki, ze w € 0,
2. Q € P, poniewaz mamy w € W C Q,czyliw € Q,

3.— A= BUC € P, zatem istnieje w € W takie, ze
we BUC,zatemw € Blubw € C,zatem B € P lub
CeP,

3. < zatézmy, ze B € P lub C € P. Oznacza to, ze istnieje
w € W takie,zew € Blubw € C.Stad w € BU C,
czyi A=BUC € P.
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Dowdd ——

Zatozmy, ze € jest skonczonym niepustym zbiorem oraz P jest
rodzing zbioréw mozliwych. Okreslmy W jako

W={weQ:{w}eP}.

Musimy pokaza¢, ze W jest niepustym zbiorem i kazdy zbiér

A € P ma niepusty przekréj z W. Wezmy dowolny zbiér A € P.
Zatézmy, ze ma on k > 1 elementdw, przy czym k < |Q| < oo.
Poniewaz P to rodzina podzbioréw zbioru €, bez straty
ogolnosci zaktadamy, ze A = {wy, ..., wk}. Dla dowolnego j,

1 <j < k,z aksjomatu 3, albo {w;} € P, albo A\ {w;} € P. Jesli
{wj} € P, udowodniliémy, ze W jest niepuste. Jesli nie,
powtarzamy procedure maksymalnie k-krotnie dla innych j, albo
dojs¢ do tego samego whniosku. Z konstrukcji widac tez, ze kazdy
zbiér A musi mie¢ cho¢ jeden {w;} € P, czyliw; € W. Stad W

i dowolny A € P ma niepusty przekrdéj.
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Podobnie dla prawdopodobnego

Niech i W beda rodzinami podzbioréw Q. Méwimy, ze I1 jest
rodzing podzbioréw prawdopodobnych <= spetnia aksjomaty
1, 2, 4 oraz 5. Méwimy, ze W jest generatorem zbioréw
prawdopodobnych <= dla kazdego Wi, W, € W zachodzi

Wi N Ws # () oraz dla dowolnego W € W nie istnieje jego
podzbidr wiasciwy nalezacy do W.

Twierdzenie
Dla dowolnego niepustego Q, jesli istnieje generator zbioréow
prawdopodobnych W taki, ze

N={A:3WeWw AD W},

to I jest rodzing podzbioréw prawdopodobnych. Jesli Q2 jest
skonczona, prawdziwe jest rowniez odwrotne wynikanie.
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Whioski z dwoch twierdzen

Jesli Q jest skonczony, istnieje jednoznaczna reprezentacja
zbioréw prawdopodobnych i mozliwych, co utatwia analize.

W potaczeniu z nastepujgcym twierdzeniem, mozemy
wywnioskowac co jest mozliwe z tego, co jest prawdopodobne.

Twierdzenie

Jesdli rodzina zbioréw prawdopodobnych 11 jest generowana
przez W, rodzina zbioréw mozliwych jest okreslona przez zbiér
W zbudowany w ten sposéb, aby miat niepusty przekréj

z kazdym W; e W.
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Whioski z dwoch twierdzen

Jesli Q jest skonczony, istnieje jednoznaczna reprezentacja
zbioréw prawdopodobnych i mozliwych, co utatwia analize.

W potaczeniu z nastepujgcym twierdzeniem, mozemy
wywnioskowac co jest mozliwe z tego, co jest prawdopodobne.

Twierdzenie

Jesdli rodzina zbioréw prawdopodobnych 11 jest generowana
przez W, rodzina zbioréw mozliwych jest okreslona przez zbiér
W zbudowany w ten sposéb, aby miat niepusty przekréj

z kazdym W; e W.

Pokazujac, ze pewne dowolne zdanie majgce niepusty przekroéj
z ktéryms W, nie jest mozliwe, mozemy wnioskowaé o tym, jak
nie moga wygladac zbiory prawdopodobne.
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Prawd. modalne vs czestosciowe

Nie ma potrzeby okreslania o-ciata zdarzen losowych ani miary
prawdopodobienistwa, ale jesli mozna to zrobié, to zdarzenia
mozliwe bedg mniej wiecej odpowiadac tym, ktére majg

P(A) > 0, natomiast zdarzenia prawdopodobne to te, ktére maja
P(A) > 1.
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Prawd. modalne vs czestosciowe

Nie ma potrzeby okreslania o-ciata zdarzen losowych ani miary
prawdopodobienistwa, ale jesli mozna to zrobié, to zdarzenia
mozliwe bedg mniej wiecej odpowiadac tym, ktére majg

P(A) > 0, natomiast zdarzenia prawdopodobne to te, ktére maja
P(A) > 1.

Zaletg podejscia modalnego jest to, ze dziata rowniez wtedy, gdy
praktycznie nie jest mozliwe przyporzadkowanie
prawdopodobienstw numerycznych do zdarzen, wciaz jednak
pozwalajac na wnioskowanie. Tego typu wnioskowanie znajduje
zastosowanie na przyktad w sagdownictwie i kryminologii, gdzie
pewne zebrane dowody (na przyktad méwiace, co nie jest
mozliwe), pozwalajg wnioskowaé o tym, co jest prawdopodobne.
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Alternatywne teorie

Alternatywne teorie sg obecnie ciekawostkami, interesujgcymi
gtéwnie filozoféw nauki. Liczba przydatnych twierdzen
dostepnych w podejsciu Kotmogorowa, powoduje, ze
jakiejkolwiek innej teorii trudno bytoby sie wybié. To nie
powoduje jednak, ze nie mozemy ich szukaé, poznawac i czerpac
z nich inne spojrzenia na to, co analizujemy kazdego dnia — czy
to w pracy z danymi, symulacjach, ale tez mniej formalnym
wnioskowaniu opartym na prawdopodobienstwie logicznym lub
psychicznym.
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Bawcie siedobrze

w alternatywnejrzeczywistosci!
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Dziekuje zauwage
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Jakies pytania?
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