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Interpretacja catki pojedynczej:

Catke pojedyncza |, : f(x)dx interpretujemy jako pole
obszaru ograniczonego wykresem funkgji f i osia OX.

f f(x)dx (dla nieujemnej funkcji f) to pole obszaru
{(x y) a<XSbOSySf( )}-
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Interpretacja catki podwdjnej:

Wykresem funkcji dwéch zmiennych f(x, y) jest
dwuwymiarowa powierzchnia w tréjwymiarowej przestrzeni.
Interesuje nas obszar ograniczony ta powierzchnia i
ptaszczyzna xOy:

Jesli f(x, y) jest funkcja nieujemna, to catke podwdjna

[/ f(x,y)dxdy interpretujemy jako objeto$¢ bryty

{(x.y,2): (x,y) € D,0 <z < f(x,y)}

Dawid Huczek Catki podwoéjne  3/28



Jak obliczy¢ catke podwéjna?

Podstawa bryty moze mie¢ bardzo rézny ksztatt.
Zaczniemy od sytuacji, gdy jest to prostokat.

Chcemy ustali¢ objetosé bryty:

{(x,y,2);a<x<b,c<x<d0<z<f(x,y)}

Dawid Huczek Catki podwojne  4/28



Catka podwdéjna po prostokacie

Ustalmy x z przedziatu [a, b] i wytnijmy z bryty ,plaster” o
bardzo matej grubosci dx rownolegty do osi OY':

Przednia Sciana tego wycinka to ptaski obszar ograniczony
krzywa z = f(x,y) i prostymi z =0,y = ¢,y = d, wiec
powierzchnia tej $ciany to fcd f(x,y)dy.

Grubos¢ tego wycinka wynosi dx, wiec jego objetosé to

d
</ f(xjy)dy> - dx.
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Catka podwdjna po prostokacie

- W takim razie objetos¢ catej bryty dostaniemy, catkujac
powyzsze wyrazenie wzgledem x od a do b, dostajac

/ab (/Cd f(x,y)dy) dx

+ Zauwazmy, ze catka a nawiasie jest wzgledem y, a catka
zewnetrzna wzgledem x, dlatego bedziemy czesto pisaé

([ )



Catka podwdjna po prostokacie

* Mogliémy zamiast tego robi¢ wycinki rownolegte do osi
OX, dostajac wyrazenie

’ bfx,ydx ady
/(/ (x.9) )

- Twierdzenie: Jesli funkcja f jest odpowiednio regularna, to
catke podwdjna z f po obszarze D = [a, b] x [c, d] mozna
obliczy¢ za pomoca caftek iterowanych:

//D f(x,y)dxdy = /X):b (/y}:d f(x,y)dy) ax
//D f(x,y)dxdy = /y:d (/X:b f(x,y)dy) ax



Catka podwdéjna po prostokacie — przyktady

- Obliczmy catke [[, x2y3dxdy, gdzie D = [0,3] x [1,2].
+ W my$l wzoréw z poprzedniego slajdu

=8 y=2
// x2y3dxdy _/ (/ x2y3dy> dx =
D x=0 y=1
y=2 X=3
=/ (/ x2y3dx) dy.
y=i x=0

+ W ramach przyktadu obliczymy catke w obu kolejnosciach i
przekonamy sig, ze wynik jest ten sam.



Catka podwdjna po prostokacie — przyktady

+ Obliczmy catke iterowana
x=3 y=2
/ ( / X y3dy> dx
x=0 y=1
= Zacznijmy od wyrazenia w nawiasie:
y=2 y=2 y=2
/ x%y3dy = x / y3dy = x? [1y4] =
y=1 =1 4 =

_ 1 4 1 4\ 155
_x(42—41)_4x.



Catka podwdéjna po prostokacie — przyktady

+ Dalej liczymy catke iterowana
Xx=3 y=2

/ ( / x?y3dy | dx
x=0 y=1

+ Wiemy juz, ze w nawiasie jest tak naprawde 15x2, zatem
nasza catka przybiera postac

X=3 y=2 x=3
/ ( / y3dy) dx = / (E)@) dx =
x=0 y=1 x=0 4
x=3
15 [1 x3} 15

s =
X“dx = 3 =

1
4 Jio 4 X—0 4 3 4



Catka podwdjna po prostokacie — przykfady

+ Teraz obliczmy catke iterowana
y=2 x=3
/ / x2y3dx | dy
y=1 x=0
+ Zacznijmy od wyrazenia w nawiasie:

Xx=3 1 =8
/ 2y3dx =y / x%dx = [—xﬂ =
x=0 3 x=0

1 1 27
_ 3L .98 ' 03) _ <=8 _ 3
=y <33 30) 3y 9y*~.



Catka podwdjna po prostokacie — przykfady
+ Dalej liczymy catke iterowana
y=2 x=3
/ ( / x2y3dx | dy
y=1 x=0

- Wiemy juz, ze w nawiasie jest tak naprawde 9y3, zatem
nasza catka przybiera postac

y=2 x=3 y=2
/ (/ x2y3dx> dy = / <9y3) dy =
y=1 x=0 y=1

9y:23d 914y:2 9.1 (241 :
R



Catka podwdjna po prostokacie — przyktady
* Obliczmy catke [, ye*¥ dxdy, gdzie D = [0, 1] x [0, 2].

- Tez poréwnamy zachowanie catki w obu kolejnosciach.
Najpierw sprobujmy tak:

x=1 y=2
/ ( / yeX dy) dx
x=0 y=0

* Pracowicie obliczajac catke wewnetrzna przez czesci,
dostaniemy

y=2 1 2 1
Xy _ s 2x
/y:O yeVdy x2+(x X2)e

+ Nie umiemy tego scatkowac wzgledem x...



Catka podwdéjna po prostokacie — przyktady

+ Obliczmy nasza catke w odwrotnej kolejnosci:
y=2 x=1
/ ( / yeXdx | dy
y=0 x=0
+ Tym razem catka wewnetrzna ma postac
x=1
/ ye dx = [e¥]2] o =€V e =¢ 1.
x=0
+ W takim razie dalej mamy
y=2 x=1 y=2
/ (/ yeX dx dy:/ G
y=0 x=0 y=0
[/ -yl 5 =6 -2-e"+0=6?-3.



Obszary normalne

Pozbior ptaszczyzny D nazywamy obszarem normalnym
wzgledem osi OX, jesli ma postaé

D={(x,y):a<x<b,d(x)<y<gx)}
Innymi stowy obszar jest z lewej i prawej strony

ograniczony prostymi pionowymi, a z géry i z dotu jest
ograniczony wykresami pewnych funkcji zmiennej x.
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Obszary normalne
Pozbior ptaszczyzny D nazywamy obszarem normalnym
wzgledem osi QY , jesli ma postaé
D={(x,y):c<y<dly)<x<p(y)}
Innymi stowy obszar jest z géry i z dotu ograniczony

prostymi poziomymi, a z lewej i prawej strony jest
ograniczony wykresami pewnych funkcji zmiennej y.
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Obliczanie catek po obszarach normalnych

Zatbzmy, ze D jest obszarem normalnym wzgledem osi
OX, czyli

D=A{(x,y):a<x<b,d(x) <y <g(x)}
Wtedy

// f(x,y)dxdy = /X_b </ydjx) (x,y)dy) ax

(b g

505 fophady = g ( j (W)M)W(

Y=L “J"JM
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Przyktad: obliczmy [, ﬁdxdy, gdzie
D={(x,y):1<x<2;x<y<2x}.

Obszar jest normalny wzgledem osi OX, wiec mozemy
liczy€ tak:

X x=2 y=2x 0%
/ / axdy = / / dy | dx.
DX+Yy x=1 y=x X+Yy

Dawid Huczek Catki podwojne  18/28




+ Z poprzedniego slajdu wyszto nam, ze musimy obliczy¢:

X x=2 y=2x 0%
/ / axdy = / / dy | dx.
DXty x=1 y=x X +y

+ Obliczmy wyrazenie w nawiasie. [ - sy dy = x In(x +y),
wiec
y=2x 3%
xIn(x + y) =2 =
| wiy® = Wmece b

=xIn(x +2x) — xIn(x + x) = xIn3x — xIn2x =

N W

3x
= x(I —In2x) = xIn — = x|
x(In3x —In2x) XIn o =xIn

- Stad juz tatwo

X x=2 3 3
//D)(erdxdy_/x=1 x(InE)dx_(Iné




Obliczanie catek po obszarach normalnych

Zatbzmy, ze D jest obszarem normalnym wzgledem osi
oY, czyli

D={(x,y):c<y<dI(y)<x<py)}
Wiedy

y=d x=p(y)
/ / F(x, y)dxdy — / / F(x,y)dx | dy
D y=c x=I(y)
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Przyktad: obliczmy [/, cos ¥, gdzie
D={(x,y):0<y<70<x<y?}.

Obszar jest normalny wzgledem osi OY, wiec mozemy
liczy€ tak:

2

X y=% [ [x=y X
// cos —dxdy = / / cos —dx | dy.
D y y=0 x=0 y
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+ Z poprzedniego slajdu wyszto nam, ze musimy obliczy¢:

X y=5 [ (x=v*  x
// cos —dxdy = / / cos —dx | dy.
D y y=0 x=0 y

- Obliczmy wyrazenie w nawiasie. [ cos fdx = ysin %, wiec

2 x—=y2

=y X X
/ cos —dx = [ysin ]
x=0 Yy y

y?
:ysin7—0:ysiny.

x=0

- Stad juz tatwo
y=3

// cos {dxdy = / ysinydy =
D y =

(1-2-0)-(0-0)=1.

— [siny — y cos y]fj



Bardziej zwiezty zapis catek podwojnych:

Zamiast pisa¢ np.

x=4 y=x53
/ < / cos(xy)dy) dx
x=1 y=x

czesto piszemy

/14 (/XXS cos(xy)dy) dx

4 x3
/ dx / cos(xy)dy.
1 X

lub



Kilka przydatnych wtasciwo$ci catek podwdjnych:
+ Jedli f(x,y)ig(x,y) sadowolnymi funkcjami, a a, b € R, to

//D(a f(x,y)+b-g(x,y))dxdy =

= a//D f(x,y)dxdy+b//Dg(x,y)dxdy.

- Jedli f(x, y) jest dowolna funkcja, a Dy, D, sa roztacznymi

obszarami, to
[ toxyyanay -
DyUD>

= //01 f(x,y)dxdy + //02 f(x,y)dxdy.



Catkowanie po obszarach, ktére nie sa normalne:

Jesli obszar catkowania nie jest normalny, to dzielimy go
na roztaczne obszary normalne (praktycznie zawsze jest to
mozliwe) i liczymy catke po kazdym z nich osobno.
Przyktad: jesli obszar D wyglada jak na rysunku nizej...

...to

//D f(x,y)dxdy =

0 1 1 X+1
:/ dx/ f(x,y)dy+/ dx/ f(x,y)dy.
1 —1 0 x—1
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Obszary normalne wzgledem obu osi

Spojrzmy na przyktad na obszar
D={(x,y):0<x<1,0<y<x}.

Prosto z jego opisu wida¢, ze jest ograniczony z lewej
prosta x = 0, z prawej prosta x = 1, z dotu krzywa (prosta)
y =0,azgory krzywa y = /x:

Wobec tego

//D f(x,y)dxdy = /)(:1 (/y:ﬁ f(x,y)dy> dx.
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Obszary normalne wzgledem obu osi

Spoéjrzmy jeszcze raz na zbiér z poprzedniego slajdu

Krzywa y = v/x mozemy réwnie dobrze potraktowac jako
lewy, a nie gorny, brzeg obszaru,i zapisa¢ jej rbwnanie
wzorem x = y2. Z tego punktu widzenia obszar jest
ograniczony z gory prosta y = 1, z dotu prosta y =0, z
lewej krzywa x = y?, a z prawej krzywa (prostg) x = 1.
W takim razie

//D f(x,y)dxdy = /}/:1 (/X:: f(X,y)dx> dy.
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Przyktad: obliczy¢ j03 dx jf VY2 +16dy.
Catka nieoznaczona [ /y? + 16dy jest do$¢ trudna.
Narysujmy obszar catkowania:

W takim razie nasza catke mozemy réwnowaznie zapisac

jako
y=3
/ (/ Vy2+16 dx>dy—
y x=0

=0
y=3 61

:/yy ymdy—[ +16)] =2

y=0
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