
Rozwi¡zania przykªadowych zada« z izometrii

Zªo»enie dwóch obrotów

Zadanie: Wyznaczy¢ zªo»enie Oβ
BO
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Obrót wokóª punktu A mo»emy zast¡pi¢ zªo»eniem odbi¢ wzgl¦dem prostych, które prze-
cinaj¡ si¦ w punkcie A pod k¡tem α

2
. Analogicznie obrót wokóª punktu B mo»emy zast¡pi¢

zªo»eniem odbi¢ wzgl¦dem prostych, które przecinaj¡ si¦ w punkcie B pod k¡tem β
2
. W zwi¡z-

ku z tym prost¡ przechodz¡c¡ przez punkty A i B mo»emy wykorzysta¢ w reprezentacji obu
obrotów.
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Przy oznaczeniach z rysunku obrót wokóª punktu Amo»na zast¡pi¢ odbiciami kolejno wzgl¦-
dem prostych 1 i 2, a obrót wokóª punktu B mo»na zast¡pi¢ odbiciami kolejnow zgl¦dem pro-
stych 2 i 3 (zwracam uwag¦, »e kolejno±¢ odbi¢ ma znaczenie, wi¦c gdyby±my zamiast prostej 1



narysowali drug¡ mo»liw¡ prost¡, która przecina prost¡ 2 pod k¡tem α
2
, to odbicia nie �poskªa-

daªyby� si¦ w przydatny sposób). W takim razie mo»emy napisa¢ Oβ
BO

α
A = R3R2R2R1 = R3R1.

Zªo»enie odbi¢ wzgl¦dem prostych 1 i 3 jest jednak obrotem wokóª punktu ich przeci¦cia, w
kierunku od prostej 1 do 3, o k¡t dwa razy wi¦kszy ni» k¡t mi¦dzy tymi prostymi. Jak wida¢ z
rysunku ni»ej, k¡t mi¦dzy prostymi 1 i 3 wynosi α

2
+ β

2
:
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Ostatecznie zatem Oβ
BO

α
A = R3R2R2R1 = R3R1 = Oα+β

C . Zwró¢my jeszcze uwag¦, »e ta
odbowied¹ zakªadaªa, »e proste 1 i 3 przecinaj¡ si¦. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e b¦d¡ one równolegªe
(b¦dzie tak dokªadnie wtedy, gdy k¡ty α i β sumuj¡ si¦ do k¡ta zerowego albo peªnego � wtedy
rozwi¡zanie b¦dzie przebiega¢ tak samo, z tym »e ostateczn¡ odpoowiedzi¡ b¦dzie przesuni¦cie,
jako zªo»enie odbi¢ wzgl¦dem prostych równolegªych).



Zªo»enie obrotu i odbicia

Zadanie: wyznaczy¢ zªo»enie izometrii Oα
ARl.
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Jak wiemy z wykªadu, obrót mo»emy zast¡pi¢ zªo»eniem dwóch odbi¢ wzgl¦dem prostych,
które przecinaj¡ si¦ w punkcie A pod k¡dem α

2
. Mo»emy te proste uªo»y¢ tak, »eby pierwsza z

nich byªa prostopadªa do l:
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Teraz mo»emy napisa¢ Oα
ARl = R2R1Rl = R2HB. W takim razie mo»emy �zapomnie¢� o

prostych l oraz 1. Zostanie zªo»enie póªobrotu wokóª punktu B z odbiciem wzgl¦dem prostej 2:
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Izometri¦ HB mo»emy wyrazi¢ jako zªo»enie dwóch odbi¢ wzgl¦dem prostych, które przeci-
naj¡ si¦ prostopadle w punkcie B. Dobierzemy te proste tak, aby jedna z nich byªa prostopadªa
do prostej 2 (dzi¦ki temu druga automatycznie b¦dzie do prostej 2 równolegªa):

B

2

3

4

Teraz mo»emy napisa¢ Oα
ARl = R2HB = R2R4R3. Poniewa» proste 4 i 2 s¡ równolegªe,

zªo»enie odbi¢ wzgl¦dem nich jest przesuni¦ciem o wektor prostopadªy do nich obu i dwa razy
dªu»szy ni» odlegªo±¢ mi¦dzy nimi. Najpierw jest wykonywane odbicie wzgl¦dem prostej 4, a
wi¦c przesuni¦cie b¦dzie w kierunku od prostej 4 w stron¦ prostej 2:
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St¡d ostatecznie Oα
ARl = T2~vR3 = G3

2~v.
A tak wygl¡daªby peªny rysunek, gdyby±my rozwi¡zywali zadanie na kartce, nie mog¡c

usuwa¢ narysowanych obiektów:
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Oα
ARl = R2R1Rl = R2HB = R2R4R3 = T2~vR3 = G3

2~v.


