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Rozwi¡zania niektórych zada« z list

LISTA 2

4. Dla przestrzeni X = R2 z metryk¡: a) euklidesow¡, b) �rzeka� wyznaczy¢ domkni¦cie,
wn¦trze, brzeg i pochodn¡ podanych zbiorów:

A = Q× R,

B =

{(
x, sin

1

x

)
: x ∈ R \ {0}

}
,

C = {(x, y) : xy < 0, x ∈ Q, y /∈ Q} .

Rozwi¡zanie: W sumie mamy do rozpatrzenia sze±¢ kombinacji zbioru i metryki. Ogra-
nicz¦ si¦ do zamieszczenia szczegóªowego rozwi¡zania dla zbioru A oraz samych odpowie-
dzi dla zbiorów B i C pozostawiaj¡c Pa«stwu uzasadnienie tych odpowiedzi do samo-
dzielnego przemy±lenia. Zanim przejdziemy do badania przykªadów, zwró¢my uwag¦ na
pewne wªa±ciwo±ci rozwa»anych metryk (warto spróbowa¢ je uzasadni¢): ci¡g ((xn, yn))
jest zbie»ny w metryce euklidesowej do (x, y) wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g liczbowy (xn)
jest zbie»ny do x, a ci¡g liczbowy (yn) jest zbie»ny do y. Z kolei w metryce �rzeka�: je±li
y 6= 0, to ci¡g jest zbie»ny do (x, y) wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g (yn) jest zbie»ny do
y, a ci¡g (xn) jest od pewnego miejsca staªy i równy x. Je±li y = 0, to charakteryzacja
zbie»no±ci jest taka sama, jak w metryce euklidesowej. Ponadto zauwa»my, »e je±li y 6= 0,
a ε < |y|, to kula o ±rodku (x, y) i promieniu ε jest odcinkiem {(x, y′) : |y′ − y| < ε}.

• Zbiór A w metryce euklidesowej: Domkni¦ciem zbioru A jest caªa pªaszczyzna,
poniewa» je±li (x, y) ∈ R2, to istnieje ci¡g liczb wymiernych (xn) zbie»ny do x, a
wtedy (sprawdzi¢!) ci¡g ((xn, y)) (którego wyrazy wszystkie nale»¡ do A) zbiega do
(x, y) w metryce euklidesowej. Z kolei wn¦trze A jest zbiorem pustym, poniewa» je±li
(x, y) ∈ A, to dla ka»dego ε istnieje liczba niewymierna x′, taka »e |x′ − x| < ε, a
wtedy d((x′, y), (x, y)) < ε. W takim razie dla »adnego punktu z A nie znajdziemy
kuli o ±rodku w tym punkcie zawartej caªkowicie w A (a takie jest kryterium przy-
nale»no±ci do wn¦trza zbioru). Dalej, poniewa» brzeg zbioru to ró»nica mi¦dzy jego
domkni¦ciem a wn¦trzem, to brzegiem zbioru A jest caªa pªaszczyzna. Pokazali±my
te», »e ka»dy element pªaszczyzny jest punktem skupienia A, zatem Ad = R2.

• Zbiór A w metryce �rzeka�: Z naszej charakteryzacji ci¡gów zbie»nych w metryce
�rzeka� wynika, »e je±li x /∈ Q, to punkt (x, y) mo»e by¢ granic¡ ci¡gu elementów
A tylko je±li y = 0 (bo w przeciwnym razie odpowiednio dalekie elementy ci¡gu A
musiaªyby mie¢ pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡ równ¡ x, a wi¦c niewymiern¡, co jest niedo-
zwolone). Z kolei punkt (x, 0) jest punktem skupienia A dla ka»dego x, poniewa»
je±li (xn) jest ci¡giem liczb wymiernych zbie»nym do x, to ci¡g ((xn, 0)) b¦dzie w
metryce �rzeka� zbie»ny do (x, 0) (ale jeszcze raz podkre±lmy, »e np. ci¡g ((xn, 1))
nie b¦dzie zbie»ny do (x, 1), cho¢ byªby zbie»ny w metryce euklidesowej). W takim
razie A = A ∪ {(x, 0) : x ∈ R}. Z naszych rozwa»a« wynika, »e jest to jednocze±nie
zbiór Ad. Dalej, niech (x, y) ∈ A i zastanówmy si¦, kiedy (x, y) nale»y do wn¦trza
A. Aby tak byªo, pewna kula o ±rodku w (x, y) musiaªaby w caªo±ci zawiera¢ si¦ w
A. Je±li y 6= 0, to kula o promieniu mniejszym ni» |y| b¦dzie podzbiorem A (przy-
pomnijmy, »e taka kula b¦dzie pionowym odcinkiem przechodz¡cym przez (x, y)),
czyli wtedy (x, y) nale»y do wn¦trza A. Je±li jednak y = 0, to dla ka»dego ε > 0
b¦dzie istniaªa liczba niewymierna x′, taka »e |x′ − x| < ε

2
, a wtedy punkt (x′, ε

2
)

b¦dzie nale»aª do kuli o ±rodku (x, 0) i promieniu ε, a nie b¦dzie nale»aª do zbioru



A. W takim razie punkty o zerowej drugiej wspóªrz¦dnej nie nale»¡ do wn¦trza A
i ostatecznie IntA = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ R \ 0}. W takim razie brzeg zbioru A jako
ró»nica mi¦dzy domkni¦ciem a wn¦trzem ma posta¢ ∂A = {(x, 0) : x ∈ R}.
• Zbiór B w metryce euklidesowej: B = Bd = ∂B = B ∪ {(0, y) : y ∈ [−1, 1]},
IntB = ∅,
• Zbiór B w metryce �rzeka�: B = ∂B = B ∪ {(0, 0)}, IntB = ∅, Bd = {(0, 0)} ∪{

( 1
kπ
, 0) : k ∈ Z

}
.

• Zbiór C w metryce euklidesowej: C = Cd = ∂C = {(x, y) : xy ≤ 0}, IntC = ∅.
• Zbiór C w metryce �rzeka�: C = Cd = ∂C = {(x, y) : xy < 0, x ∈ Q, y ∈ R} ∪
{(x, 0) : x ∈ R}, IntC = ∅.

6. Poda¢ przykªad zbioru A w przestrzeni metrycznej (X, d), takiego »e zbiory A, ∂A i ∂(∂A)
s¡ wszystkie ró»ne i niepuste lub uzasadni¢, »e taki przykªad nie istnieje.

Rozwi¡zanie: Niech A = Q ∩ [0, 1] w przestrzeni R z metryk¡ euklidesow¡. Wtedy
A = [0, 1], bo dla ka»dej liczby z odcinka [0, 1] istnieje ci¡g liczb wymiernych z tego
odcinka zbie»ny do tej liczby w metryce euklidesowej. Z kolei IntA = ∅, bo ka»da kula
(czyli odcinek otwarty) zawiera punkty spoza zbioru A. St¡d ∂A = [0, 1]. Odcinek [0, 1]
jest domkni¦ty, a jego wn¦trzem jest odcinek (0, 1), zatem ∂(∂A) = {0, 1}.

Uwaga: Mo»na pokaza¢ (i polecam to jako zadanie), »e zawsze ∂(∂(∂(A))) = ∂(∂(A)).
Aby to uzasadni¢, warto zacz¡¢ od dowodu, »e je±li zbiór B jest domkni¦ty, to ∂(∂(B)) =
∂(B).

8. Udowodni¢, »e podane warunki (w ustalonej przestrzeni metrycznej (X, d)) s¡ równowa»-
ne:

(a) Zbiór A jest brzegowy.

(b) Zbiór X \ A jest g¦sty.

(c) W ka»dym niepustym podzbiorze otwartym U ⊂ X istniej¡ punkty spoza zbioru A.

Rozwi¡zanie: Zaªó»my, »e zachodzi warunek (a). Je±li zbiór A jest brzegowy, to z
de�nicji IntA jest zbiorem pustym. To jest równowa»ne stwierdzeniu, »e »aden punkt x
nie le»y we wn¦trzu A. To z kolei jest równowa»ne stwierdzeniu, »e je±li x ∈ X i ε > 0, to
kula otwarta B(x, ε) zawiera jaki± spoza A. Ustalmy x ∈ X. Dla ka»dego n ∈ N istnieje
xn /∈ A, taki »¦ d(x, xn) <

1
n
. Ci¡g (xn) skªada si¦ z elementów z X \ A i jest zbie»ny

do x. Skoro taki ci¡g znajdziemy dla ka»dego x ∈ X, to X \ A jest zbiorem g¦stym i
udowodnili±my warunek (b).

Z kolei je±li zachodzi warunek (b) i U ⊂ X jest zbiorem otwartym, to niech x ∈ U . Istnieje
takie ε > 0, »e kula otwarta B(x, ε) jest podzbiorem U . Z g¦sto±ci zbioru X \ A istnieje
ci¡g (xn) elementów X \A, który zbiega do x. W takim razie dla odpowiednio du»ych n
mamy d(x, xn) < ε, ale wtedy xn ∈ U , czyli w U b¦d¡ punkty spoza A i mamy wªasno±¢
(c).

Wreszcie zaªó»my, »e zachodzi warunek (c). Musimy pokaza¢, »e IntA jest zbiorem pu-
stym. Dla ka»dego x ∈ A i ka»dego ε > 0 kula otwarta B(x, ε) zawiera punkty spoza A
(na mocy warunku (c)), wi¦c nie mo»e by¢ podzbiorem A, st¡d x /∈ IntA, czyli ostatecznie
IntA jest zbiorem pustym i zbiór A jest brzegowy.

10. Poda¢ przykªad metryki d na przestrzeni x = R, dla której podzbiór liczb wymiernych
nie jest g¦sty.



Rozwi¡zanie: jest to na przykªad metryka dyskretna (czyli d(x, y) = 0, gdy x = y i
d(x, y) = 1, gdy x 6= y). W tej metryce ka»dy zbiór jest domkni¦ty, wi¦c domkni¦ciem
zbioru Q jest Q, a nie R (czyli nie Q nie jest zbiorem g¦stym).



LISTA 3

1. Wykaza¢, z¦ warunek Heinego istnienia granicy w punkcie jest równowa»ny z warunkiem
Cauchy'ego (dla R z metryk¡ euklidesow¡).

Rozwi¡zanie: Zaªó»my, »e x ∈ R, a funkcja f jest okre±lona w pewnym s¡siedztwie x,
czyli na zbiorze U \{x}, gdzie U jest przedziaªem otwartym zawieraj¡cym x (oczywi±cie f
mo»e by¢ okre±lona na wi¦kszym zbiorze, ale to jest minimum potrzebne do sformuªowa-
nia poj¦cia granicy). Równowa»no±¢ de�nicji poka»emy za pomoc¡ nast¦puj¡cych dwóch
implikacji:

• Je±li a ∈ R jest granic¡ f w punkcie x w sensie Cauchy'ego, to jest te» granic¡ f w
punkcie x w sensie Heinego.

• Je±li a ∈ R nie jest granic¡ f w punkcie x w sensie Cauchy'ego, to nie jest te»
granic¡ f w punkcie x w sensie Heinego.

Zaªó»my, »e a jest granic¡ f w punkcie x w sensie Cauchy'ego i niech (xn) b¦dzie ci¡giem
elementów U \ {x} zbie»nym do x. Ustalmy ε > 0. Z de�nicji Cauchy'ego wynika, »e
istnieje takie δ > 0, »e dla x′ ∈ U \ x warunek |x− x′| < δ poci¡ga za sob¡ nierówno±¢
|f(x′)− f(x)| < ε. Z kolei zbie»no±¢ ci¡gu liczbowego (xn) do x oznacza, »e istnieje
takie N , »e dla N ≥ n mamy |xn − x| < δ. W takim razie jednak dla n ≥ N mamy
|f(xn)− f(x)| < ε, czyli ci¡g liczbowy (f(xn)) jest zbie»ny do f(x), a to oznacza, »e a
jest granic¡ f w punkcie x w sensie Heinego.

Je±li z kolei a nie jest granic¡ f w punkcie x w sensie Cauchy'ego, to (przez bezpo±rednie
zaprzeczenie de�nicji) wnioskujemy, »e istnieje taki ε > 0, »e dla ka»dego δ > 0 istnieje
taki x′ ∈ U \ x, »e |x− x′| < δ, ale |f(x)− f(x′)| ≥ ε. Ustalmy taki ε i zauwa»my, »e
dla ka»dego n istnieje takixn, »e |xn − x| < 1

n
, ale |f(xn)− f(x)| ≥ ε. W takim razie

jednak ci¡g (xn) jest zbie»ny do x, a ci¡g f(xn) nie mo»e by¢ zbie»ny do f(x), czyli nie
jest speªniona de�nicja Heinego.

2. Pokaza¢, »e je±li (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz f : X → R jest funkcj¡ ci¡gª¡,
to zbiór wszystkich miejsc zerowych funkcji f jest domkni¦ty w X.

Rozwi¡zanie: To zadanie mo»na rozwi¡za¢ na bardzo wiele sposobów. Najkrótsze roz-
wi¡zanie: z wykªadu wiemy, »e przeciwobraz zbioru domkni¦tego przez odwzorowanie ci¡-
gªe równie» jest zbiorem domkni¦tym. Zbiór miejsc zerowych f to inaczej zbiór f−1({0}),
a {0} jest (w metryce euklidesowej) zbiorem domkni¦tym, co ko«czy dowód.

Drog¡ bardziej bezpo±redni¡: zbiór miejsc zerowych A b¦dzie domkni¦ty wtedy i tylko
wtedy, gdy b¦dzie zawiera¢ wszystkie swoje punkty skupienia, czyli je±li dla ka»dego
ci¡gu (xn) elementów A zbie»nego do x ∈ X b¦dziemy mie¢ x ∈ A. Niech zatem (xn)
b¦dzie ci¡giem miejsc zerowych f i niech x = lim

n→∞
xn. W takim razie z ci¡gªo±ci f musi

by¢ f(x) = lim
n→∞

f(xn) = 0, czyli x ∈ A.

3. Rozwa»my przestrze« R z metryk¡ euklidesow¡. Poda¢ przykªad funkcji ci¡gªej f : R→ R
i zbioru otwartego A ⊂ R, dla których obraz f(A) jest domkni¦ty. Czy dla ka»dego zbioru
domkni¦tego B ⊂ R obraz f(B) jest zbiorem domkni¦tym?

Rozwi¡zanie: Niech f(x) = sin x i niech A = (−π, π). Zbiór A jest otwarty, natomiast
f(A) = [−1, 1], czyli jest to zbiór domkni¦ty. Z kolei niech g(x) = arctg x i niech B = R.
Jest to zbiór domkni¦ty, natomiast zbiór g(B) = (−π

2
, π
2
) nie jest domkni¦ty.



Uwaga: Mo»na natomiast pokaza¢, »e je±li zbiór B jest domkni¦ty i ograniczony (czyli,
j¦zykiem topologicznym, je±li B jest zbiorem zwartym), to obraz B przez funkcj¦ ci¡gª¡
b¦dzie domkni¦ty.

4. Ustalmy punkt x0 ∈ (X, d). Pokaza¢, »e funkcja f : X → R okre±lona wzorem f(x) =
d(x, x0) dla x ∈ X jest ci¡gªa.

Rozwi¡zanie: Niech (x, y) ∈ X. Zauwa»my, »e

d(x, x0) ≤ d(x, y) + d(y, x0),

czyli
d(x, x0)− d(y, x0) ≤ d(x, y).

Tak samo mo»na pokaza¢ nierówno±¢ d(y, x0) − d(x, x0) ≤ d(x, y), a razem te dwie nie-
równo±ci daj¡

|d(x, x0)− d(y, x0)| ≤ d(x, y).

W takim razie funkcja f speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ 1 (patrz zadanie 7), czyli
jest ci¡gªa.

5. Niech `1 oznacza przestrze«, której punktami s¡ wszystkie ci¡gi (xn) o wyrazach rzeczy-
wistych, takie »e

∑∞
n=1 |xn| <∞. Wprowadzamy metryk¦

d ((xn), (yn)) =
∞∑
n=1

|xn − yn| .

Sprawdzi¢, »e funkcja r : `1 → `1 dana wzorem r((xn)) = (xn+1) jest ci¡gªa w tej metryce.

Rozwi¡zanie: Dla jasno±ci: je±li (xn) = (x1, x2, x3, . . .), to r((xn)) = (x2, x3, x4, . . .). W
takim razie

d (r((xn)), r((yn))) =
∞∑
n=2

|xn − yn| ≤
∞∑
n=1

|xn − yn| = d ((xn), (yn)) ,

a zatem funkcja r speªnia warunek Lipschitza, czyli jest ci¡gªa.

6. Niech X = C([0, 1]) b¦dzie przestrzeni¡ wszystkich funkcji ci¡gªych f : [0, 1] → R z me-
tryk¡ supremum: d(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)− g(x)|. Zbada¢ ci¡gªo±¢ nast¦puj¡cych funkcji:

• F : X → X, gdzie F (f) = ϕ, przy czym ϕ(x) = f(1− x).

Rozwi¡zanie: Tak si¦ skªada, »e wszystkie funkcje z w zadaniu 6 speªniaj¡ wa-
runek Lipschitza ze staª¡ 1, wi¦c za ka»dym razem b¦dziemy dowodzi¢ ci¡gªo±ci za
pomoc¡ tego warunku. W przypadku odwzorowania F mamy

d(F (f), F (g)) = sup
x∈[0,1]

|f(1− x)− g(1− x)| = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)| = d(f, g).

Zauwa»my na marginesie, »e powy»szy rachunek wskazuje nawet, »e odwzorowanie
F nigdy nie zmienia odlegªo±ci mi¦dzy dwiema funkcjami, czyli jest izometri¡ (i »e
wszystkie izometrie s¡ ci¡gªe, wªa±nie dlatego »e speªniaj¡ warunek Lipschitza ze
staª¡ 1).

• G : X → R, gdzie G(f) = f(0).



Rozwi¡zanie: Dla f, g ∈ X mamy

|G(f)−G(g)|) = |f(0)− g(0)| ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)| = d(f, g),

a wi¦c odwzorowanie G speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ 1.

• H : X → X, gdzie H(f) = h, przy czym h(x) =
∫ x
0
f(t)dt.

Rozwi¡zanie: Dla f, g ∈ X mamy

d(H(f), H(g)) = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt−
∫ x

0

g(t)dt

∣∣∣∣ = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0

(f(t)− g(t))dt
∣∣∣∣ ≤

≤ sup
x∈[0,1]

∫ x

0

|f(t)− g(t)| dt,

bo warto±¢ bezwzgl¦dna caªki nie przekracza caªki z warto±ci bezwzgl¦dnej. W ostat-
nim wyra»eniu funkcja podcaªkowa jest nieujemna, wi¦c caªka b¦dzie tym wi¦ksza,
im dªu»szy przedziaª caªkowania, st¡d

sup
x∈[0,1]

∫ x

0

|f(t)− g(t)| dt =
∫ 1

0

|f(t)− g(t)| dt ≤ sup
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)| = d(f, g),

czyli znowu nasze odwzorowanie speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ 1.

• K : X → R, gdzie K(f) =
∫ 1

0
f(t)dt.

Rozwi¡zanie: korzystamy z tych samych wªasno±ci caªek, co w poprzednim punk-
cie. Dla f, g ∈ X mamy

|K(f)−K(g)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)dt−
∫ 1

0

g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f(t)− g(t)| dt ≤

≤ sup
t∈[o,1]

|f(t)− g(t)| = d(f, g).

7. Niech (X, dX) i (Y, dY ) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi. Mówimy, »e funkcja f : X → Y
speªnia warunek Lipschitza, gdy istnieje staªa C > 0, taka »e dY (f(x), g(x)) ≤ C ·dX(x, y)
dla wszystkich x, y ∈ X. Pokaza¢, »e ka»da taka funkcja jest ci¡gªa. Poda¢ przykªad funkcji
ci¡gªej, która nie speªnia warunku Lipschitza.

Rozwi¡zanie: Musimy pokaza¢, »e f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie x ∈ X. Poka»emy
ci¡gªo±¢ za pomoc¡ de�nicji Cauchy'ego: niech x ∈ X i ε > 0. Przyjmijmy δ = ε

C
. Wtedy

je±li dX(x, y) < δ, to

dY (f(x), f(y)) ≤ C · dX(x, y) < C · δ = C · ε
C

= ε,

co ko«czy dowód. Funkcj¡ ci¡gª¡, która nie speªnia warunku Lipschitza, b¦dzie np. f(x) =
x2 na R. Zauwa»my, »e dla x, y ∈ R mamy |f(x)− f(y)| = |x2 − y2| = |x+ y| |x− y|. W
takim razie dla ka»dego C > 0 je±li tylko |x+ y| > C, to |f(x)− f(y)| > C |x− y|, czyli
warunek Lipschitza nie b¦dzie speªniony z »adn¡ staª¡.


