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2. Wykaza¢, »e ka»da przestrze« metryczna jest homeomor�czna z pewn¡ przestrzeni¡ me-
tryczn¡ ograniczon¡.

Rozwi¡zanie: Niech (X, d) b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Okre±lmy na X
now¡ metryk¦ wzorem d′(x, y) = min {d(x, y), 1} (warto sprawdzi¢, »e to faktycznie jest
metryka). Przestrze« metryczna (X, d′) jest ograniczona, bo »adne dwa punkty nie s¡ w
odlegªo±ci d′ wi¦kszej ni» 1. Poka»emy, »e przestrzenie (X, d) i (X, d′) s¡ homeomor�czne, a
konkretnie poka»emy, »e homeomor�zmem miedzy nimi jest odwzorowanie to»samo±ciowe
F (x) = x. Ewidentnie jest to odwzorowanie odwracalne (i jest samo swoim odwzorowa-
niem odwrotnym), wi¦c musimy tylko sprawdzi¢ jego ci¡gªo±¢ w obie strony.

Poka»my najpierw, »e odwzorowanie F : (X, d) → (X, d′) jest ci¡gªe. Zauwa»my, »e dla
ka»dych x, y ∈ X mamy

d′(F (x), F (y)) = d′(x, y) ≤ d(x, y),

czyli F speªnia warunek Lispchitza ze staª¡ 1, a wi¦c jest ci¡gªe.

Teraz spójrzmy na odwzorowanie odwrotne z (X, d′) w (X, d) (którym te» jest F (x) = x).
Tu oczywi±cie warunek Lipschitza zachodzi¢ nie musi, wi¦c poka»emy ci¡gªo±¢ bezpo±red-
nio, korzystaj¡c z de�nicji Cauchy'ego. Ustalmy zatem x ∈ X i ε > 0. Musimy znale¹¢
tak¡ δ > 0, »¦ warunek d′(x, y) < δ b¦dzie implikowaª d(x, y) < ε. Je±li ε < 1, to niech
δ = ε i wtedy warunek d′(x, y) < δ implikuje, »e d(x, y) = d′(x, y) < δ = ε. Je±li ε ≥ 1,
to niech δ = 1. Wtedy je±li d′(x, y) < δ, to d(x, y) = d′(x, y) < 1 ≤ ε, wi¦c te» »¡dana
nierówno±¢ jest speªniona.

3. Udowodni¢, »e je±li f : (X, dX) → (Y, dY ) jest homeomor�zmem przestrzeni metrycznej
(X, dX) na przestrze« metryczn¡ (Y, dY ), to

(a) obraz zbioru g¦stego w X jest g¦sty w Y ,

(b) obraz zbioru nigdzieg¦stego w X jest nigdzieg¦sty w Y ,

(c) obraz zbioru brzegowego w X jest brzegowy w Y .

Rozwi¡zanie:

(a) Je±li zbiór A jest g¦sty w X, to znaczy, »e dla ka»dego x ∈ X istnieje ci¡g (an)
elementów A zbie»ny do x. Niech teraz y ∈ Y . Istnieje taki x ∈ x, »e f(x) = y. Z
g¦sto±ci A istnieje ci¡g (an) elementów A, taki »e an → x. W takim razie jednak (z
ci¡gªo±ci) f(an) → f(x) = y, wi¦c pokazali±my, ze dla ka»dego y ∈ Y istnieje ci¡g
punktów z f(A) zbie»ny do y, a to oznacza, »e f(A) jest zbiorem g¦stym.

(b) Je±li A jest zbiorem nigdzieg¦stym w X, to A jest zbiorem brzegowym, a wi¦c (z
nast¦pnego punktu) f(A) jest zbiorem brzegowym w Y . Je±li poka»emy, »e f(A) =
f(A), to b¦dzie znaczyªo, »e f(A) jest zbiorem nigdzieg¦stym. A co z tym ostatnim
faktem? Wiemy, »e f(A) ⊂ f(A), bo to jest prawd¡ dla ka»dego odwzorowania
ci¡gªego, wi¦c pozostaje tylko druga inkluzja. Zaªó»my, »e y ∈ f(A) i niech x =
f−1(y). Istnieje taki ci¡g (bn) elementów f(A), »e bn → y. Niech an = f−1(bn).
Poniewa» f−1 jest odwzorowaniem ci¡gªym, to an = f−1(bn)→ f−1(y) = x. Ponadto
an ∈ A, zatem x ∈ A, czyli y ∈ f(A).



(c) Skorzystamy z faktu, »e zbiór jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
»adnej kuli. Niech A b¦dzie zbiorem brzegowym w X. Gdyby f(A) nie byª zbiorem
brzegowym w Y , to istniaªby y ∈ Y i ε > 0, takie »e kula otwarta B(y, ε) byªaby
podzbiorem f(A). W takim razie jednak f−1(B(y, ε)) jest zbiorem otwartym (bo f
jest ci¡gªe) i jest podzbiorem A (bo f jest odwracalne, a bierzemy tylko przeciwo-
brazy punktów z f(A). W takim razie A ma niepuste wn¦trze, co jest sprzeczne z
zaªo»eniem.

Uwaga: »adna z tych trzech wªa±ciwo±ci nie zachodzi, gdy f jest odwzorowaniem ci¡-
gªym bez dodatkowych zaªo»e«, ale kontrprzykªady pozostawiam na razie do samodziel-
nego przemy±lenia.

5. Czy podane pary przestrzeni metrycznych s¡ homeomor�czne?

• Odcinek (0, 1) z metryk¡ euklidesow¡ oraz R z metryk¡ euklidesow¡.

Rozwi¡zanie: Tak, homeomor�zmem jest np. f(x) = tg(π(x− 1
2
)). Wtedy odzwo-

rowaniem odwrotnym jest g(y) = 1
π
arctg y + 1

2
, a obie te funkcje s¡ ci¡ªe.

• Odcinek [0, 1] z metryk¡ euklidesow¡ oraz R z metryk¡ euklidesow¡.

Rozwi¡zanie: Nie. Gdyby f byªo homeomor�zmem [0, 1] na R, to w sczególno-
±ci byªoby funkcj¡ ci¡gª¡ na [0, 1]. Wiemy z analizy, »e funkcja ci¡gªa na odcinku
domkni¦tym osi¡ga na nim warto±¢ minimaln¡ i maksymaln¡. Je±li oznaczymy je
odpowiednio przez a i b, to mamy f([0, 1]) = [a, b], a powinno by¢ f([0, 1]) = R.
• Z z metryk¡ dyskretn¡ i R z metryk¡ dyskretn¡.

Rozwi¡zanie: Nie (i z »adn¡ inn¡ metryk¡ te» nie). Homeomor�zm jest bijekcj¡,
wi¦c je±li dwie przestrzenie s¡ homeomofriczne, to maj¡ tak¡ sam¡ liczno±¢. Tym-
czasem Z jest zbiorem przeliczalnym, a R nie.

•
{

1
n
: n ∈ N

}
z metryk¡ euklidesow¡ oraz

{
1
n
: n ∈ N

}
∪ {0} z metryk¡ euklidesow¡.

Rozwi¡zanie: Nie. Oznaczmy X =
{

1
n
: n ∈ N

}
, Y =

{
1
n
: n ∈ N

}
∪ {0} i po-

ka»emy, »e nie ma »adnego ci¡gªego, ró»nowarto±ciowego odwzorowania z Y w X.
Istotnie, zaªó»my »e f jest odwzorowaniem ci¡gªym z Y w X i niech yn = 1

n
. Ci¡g

(yn) jest zbie»ny do 0, wi¦c ci¡g (f(yn)) powinien by¢ zbie»ny do f(0). Ale jedynymi
ci¡gami zbie»nymi w przestrzeni X s¡ ci¡gi staªe od pewnego miejsca (dlaczego?),
tymczasem wszystkie wyrazy ci¡gu ((f(yn))) s¡ ró»ne, wi¦c nie mo»e on by¢ zbie»ny.

6. Niech d b¦dzie metryk¡ euklidesow¡ na R. Czy funkcja f : (X, d)→ (Y, d) dla X = [0, 1)∪
{2} i Y = [0, 1] dana wzorem f(x) = x dla x ∈ [0, 1) i f(2) = 1 jest homeomor�zmem?

Rozwi¡zanie: Funkcja f jest oczywi±cie wzajemnie jednoznaczna i mo»na ªatwo spraw-
dzi¢, »e jest ci¡gªa (co akurat nie b¦dzie dla nas istotne). Funkcja odwrotna zadana jest
wzorem

g(x) =

{
x dla x ∈ [0, 1)

2 dla x = 1.

Funkcja g nie jest ci¡gªa, bo je±li poªo»ymy yn = 1 − 1
n
, to ci¡g yn jest zbie»ny do 1 w

przestrzeni Y , tymczasem ci¡g g(yn) = 1 − 1
n
nie jest zbie»ny w przestrzeni X (byªby

zbie»ny do 1, ale 1 nie nale»y do przestrzeni X).


