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Streszczenie. Badana jest interpretacja empiryczna efektywnosci Pitmana
na przyktadzie testowania jednostajnosci w dwuparametrowej rodzinie rozkta-
dow beta. Dla ciggdéw mieszanek rozktadu hipotetycznego z ustalong alternaty-
wa efektywnosé Pitmana dobrze odpowiada empirycznym ilorazom liczebnosci
prob.
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1. Wstep. Efektywnos¢ Pitmana jest zwykle wyznaczana dla zagadnienia parame-
trycznego z parametrem rzeczywistym (np. Lehmann i Romano (2008)) albo dla podpro-
blemu parametrycznego z parametrem rzeczywistym w problemie nieparametrycznym.
Takie podejscie nie pozwala poréwnywaé wynikow teoretycznych z empirycznymi dla wie-
lowymiarowych zbiorow alternatyw.

Celem niniejszej notki jest zbadanie interpretacji empirycznej efektywnos$ci Pitma-
na dla problemu testowania jednostajnosci w dwuparametrowej rodzinie rozktadéw beta.
Najpierw podamy definicje efektywnosci Pitmana, ktéra przyjmujemy w tej notce.

Niech I' € R¥, k > 1, bedzie zbiorem niepustym, P = {P, : v € '} rodzina rozkladéw
na przestrzeni mierzalnej (X, A) oraz X7, ..., X, préba z rozktadu P € P. Ustalmy 7o € I
Testujemy hipotez¢ H, : P = P, przeciwko H; : P # P,,. Przypusémy, ze chcemy
porownaé dwa testy prawostronne okreslone przez statystyki 7,, V,,. Dla 0 < a < ( <
1 i alternatywy P niech Np(a, 3, P) oznacza minimalna liczbe obserwacji taka, ze dla
wszystkich n > Nr(a, 8, P) moc testu 7" dla alternatywy P na poziomie istotnosci a dla
proby rozmiaru n wynosi co najmniej 5. Podobnie okreslamy Ny («, 3, P) dla testu V.
Efektywnos¢ wzgledna T wzgledem V' wyraza si¢ wzorem

. Ny (e, 3, P)
B NT<Q/767 P)

Niech v(s) € T, s € [0,1], bedzie krzywa ciaglta w T, taka ze v(0) = ~. Zaldz-
my, ze istnieje miara o-skonczona A na (X, A), taka ze P, < A dla s € [0,1] oraz

H(Pys), Py) =970, gdzie H(P,Q) oznacza odlegtos¢ Hellingera rozktadéw P i Q. Ro-
dzine {Pys)} = {Pys) : s € [0,1]} nazywamy Sciezka.
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Definicja. Niech 0 < a < 3 < 1 bedg ustalone i niech {P,)} bedzie Sciezka. Jesli
istnieje granica

SIH(I)L RST‘/(O% ﬁa P’y(s)) = 65‘/(06, ﬁa {P'y(s)}) € [07 OO],
to nazywamy ja efektywnodciag Pitmana testu 1" wzgledem testu V' dla Sciezki { Py }.
Ponizej podajemy wersje twierdzenia Pitmana w postaci wygodnej do zastosowania

w rozdziale 2. Wprowadzmy nastepujace zatozenie o asymptotycznym zachowaniu sie
statystyki W, dla Sciezki {Py)}:



istnieja funkcje skalujace u(s) > 0, o(s) > 0, s € [0, 1], oraz dystrybuanta ciagta G(x)
takie, ze

. w (Wi — /nu(0) 2| = Gz
lim P (0(0) < > G(z) (1)

dla wszystkich x € R oraz dla dowolnego ciagu s, — 0, s, > 0, mamy

lim P" (W" = Vnilsn) m) = G(x) (2)

n—oo v(sn) O'(Sn)

n—oo 10

dla wszystkich z € R.

Warunek (2) jest troche stabszy niz jednostajna zbieznosé wzgledem s (por. warunek
(P1), Serfling (1980) lub warunek D, Noether (1955)). Rothe (1981) zaproponowatl trzy
warunki zamiast (2). Jednym z nich jest ciaglo$¢ funkcji mocy wzgledem s w punkcie
s = 0 dla kazdego ustalonego n. Dowdd ponizszego twierdzenia jest modyfikacja znanych
dowodéw (por. Lehmann i Romano (2008), Nikitin (1995)). Dla kompletnosci podajemy
go na koncu pracy. Zwykle zatozenia (1) i (2) sa spetnione z G(z) = ®(x) tj. dystrybuanta
rozktadu standardowego normalnego. Jednak zaréwno w sformutowaniu twierdzenia jak i
jego dowodzie ten szczegdlny fakt jest nieistotny.

Twierdzenie. Zalézmy, ze statystyki T,,,V, spemliaja warunki (1) i (2) dla $ciezki
{Pys} z ta sama dystrybuanta G(x), rosnacg na zbiorze {z : 0 < G(x) < 1}, funkcje
or(s),ov(s) sa ciagte w s = 0, a up(s), py(s) maja nieujemne pochodne w punkcie s = 0.
Oznaczmy cf = (u(0)/07(0))? oraz ¢ = (p},(0)/o(0))% Jedli max{ck,cl} > 0, to
istnieje efektywnos$¢ Pitmana 7" wzgledem V' dla Sciezki { Py}, nie zalezy od « oraz f3 i
wyraza si¢ wzorem

ery ({ Py ) = ey (e, B, {Py)}) = (

z umowg ¢/0 = oo.

wr(0)/or(0)\*  cf
u'v<0>/av<o>> A @)

2. Przyktad i interpretacja empiryczna. W tym rozdziale zbadamy interpretacje
empiryczng efektywnosci Pitmana na przyktadzie testowania jednostajnosci w rodzinie
rozktadow beta. Niech

P={P,:Py=Ppge=(1—e)Pi1+ePy, c€[0,1], p=q>0, 7(p,q) = 0},
gdzie P,, oznacza rozklad beta z parametrami p, q oraz 7(p, q) = 2p* — 2pq — ¢* + 2p — q.
Zatem v = (1,1,0) i Py, = Pa,1,0) = P11 jest rozkladem jednostajnym na odcinku [0,1].
Testujemy hipoteze prosta Hy : P = P;1. Rozwazamy dwa testy (prawostronne) okreslone
przez statystyki V,, = /n(X —1/2), T, = (X (X? — 1/3))//n.

Przypomnijmy, ze

p(p+1)
(P+ap+a+1)
pip+1)(p+2)(p+3) (5)
(P+ap+a+D)p+a+2)(p+qe+3)
Zatem dla rozkladu Py, z 7(p, q¢) < 0 mamy E,,X? = 1/3+7(p,q)/3(p+q)(p+q+1) <1/3
i dla $ciezek lezacych w obszarze 7(p, q) < 0 statystyka 7T), nie spetnia (2), bo ur(s) < 0.
Dlatego rozwazamy zbiér parametréow z ograniczeniem 7(p, q) = 0.

b 2
E.Xi=— my=FE, X7 = 4
pg<}1 D+q 2 pg<31 ()

4
my = Epg Xy =

Ustalmy rozktad Ppy = Pypq1) € P, (p,q) # (1,1),iniech Py = (1=5)Pi1+5P,, s €
[0, 1]. Mamy wiec v(s) = (p, ¢, s) i $ciezka { Py (s } taczy odcinkiem liniowym (w przestrzeni
rozktadow) Py z P,,. Nazywamy ja Sciezkg liniowa. Z twierdzenia Lapunowa i (4) wynika,



ze V,, spetnia warunki (1) 1 (2) z G(z) = ®(x), pv(s) = (1 —s)/2 4+ sE, X1 —1/2 =
s(p—q)/2(p+q) oraz 0%.(s) = (1—s)/3+sma—(uy (s)+1/2)?. Zalozenia twierdzenia 1 sa dla
tego testu spetnione i uf, (0) = (p—q)/2(p+q), ov(0) = 1/v/120raz ¢l = 3(p—q)?/(p+q)>.
Podobnie z (4), (5) i twierdzenia Lapunowa wynika, ze T,, spelnia warunki (1) i (2) z
G(x) = (), pr(s) = 57(p, 0)/3(p-+q)(p-++1), 3(s) = (1—8) /5 sma—(pur(s) +1/3)%
Zatem zalozenia twierdzenia 1 dla tego testu sa rowniez spetione i u/7-(0) = 7(p, q)/3(p+
q)(p+q+1), 0%(0) = 4/45 oraz & = 57%(p, q)/4(p+ q)*(p+ ¢+ 1)*. Z (3) wynika, ze dla
p>qz7(p,q) > 0 efektywnos$¢ Pitmana testu T wzgledem V' dla $ciezki liniowej wynosi

EF _€F (P} 5(20° — 2pq — ¢* +2p — q)* _ 57%(p, ) (©)
R 12(p — q)*(p + ¢+ 1)? 12(p — q)*(p+ g+ 1)’

dla p = ¢ < 1 efektywnos$é jest réwna oo, a dla p,q takich, ze 7(p,q) = 0 efektywnoscé

wynosi 0. Zauwazmy, ze dla p, ¢ lezacych na prostej o rownaniu p —2g+1 =0, p > 1,

mamy EX,(P,,) = 5/12, a dla p, ¢ lezacych na prostej 2p —q—1=0, 1/2 < p < 1, mamy

EE(P,,) = 5/3. Dla $ciezek zawartych w tych prostych efektywnosé ey, jest taka sama i

wynosi odpwiednio 5/12 1 5/3.

Poréwnajmy otrzymany wzor teoretyczny dla Sciezek liniowych z rzeczywistym zacho-
waniem si¢ obu testéw dla kilku alternatyw i poziomu istotnosci 0.05. Wyniki sa podane
w tabeli 1. Kazdorazowo parametr s zostat dobrany tak, aby moc byta bliska 1/2 dla préb
o umiarkowanych liczebnosciach.

Tabela 1. Moce testéw V oraz T' (w %) oraz efektywnosci
empiryczne dla wybranych alternatyw. o = 0.05, 100000 MC.

alternatywa test efektyw.
P q s n % T | empiryczna va
5 4 1 80 | 56 0
30000 | 100 0 < 0.003 0
4 3.15] 0.9 100 | 63 03
4000 | 100 63 0.025 0.026
6 4 0.5 100 | 54 15
460 | 99 54 0.217 0.220
3 1 0.2 105 | 55 56
100 | 54 55 1.05 1.067
0.6667 0.5 | 0.5 200 | 54 77
100 | 36 54 2 2.074
0.55 0.5 |09 640 | 58 100
100 | 22 58 6.4 6.505
0.5 0.5 | 0.9 30000 | 09 100
100 | 09 41 > 300 00

Dla pierwszej alternatywy moc testu 1" wynosi 0.002 dla obu liczebnosci, co w tabeli
zaznaczono jako 0. Wida¢ niemal idealna zgodnosé efektywnosci empirycznych z ich teo-
retycznymi odpowiednikami dla wszystkich wartosci s.

Rozwazmy Sciezke {P,,(s)} okredlong przez krzywa v1(s) = vi(s;p,q) = (1—s+ps, 1 —
s —qs + 2¢s?,1) dla ustalonych p > ¢ > 0,7(p,q) > 0 oraz ¢ < 3 + /8. Oba parametry
rozktadu beta Sciggamy do 1, poruszajac si¢ po paraboli, bez mieszania z P;;. Warunek
na g gwarantuje, ze krzywa jest zawarta w zbiorze parametréw (tj. 1 — s — gs + 2¢s* > 0
dla s € [0, 1]).

7 cigglodci gestosci rozktadu beta wzgledem parametréw p, g oraz z twierdzenia Le-
besgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika, ze odlegtos¢ Hellingera H (P, (), Fo) dazy do



0, gdy s — 0 (parametry p;(s) = 1 —s+ps, qi1(s) = 1 —s—qs+2qs? sa odcigte od 0 jedno-
stajnie wzgledem s co gwarantuje ograniczenie przez funkcje catkowalna). Z twierdzenia
Lapunowa i (4) wynika, ze
1-— 1 — 2¢s?
_ s+ ps 1 (p+4q)s — 2gs Cselo].
2—-2s+ps—qs+2qs> 2 2(2—2s+ps—qs+2qs?)
Zatem pi},(0) = (p+ q)/4. Podobnie jak poprzednio o%(0) = 1/12, wiec cf; = 3(p + ¢q)?/4.
Analogicznie, z twierdzenia Lapunowa i (4) mamy
(1 —s+ps)(2—s+ps) 1

Hr(5) = 5 o5 T ps — g5 + 200)(3— 25 + ps — g5 T 20) 3

v (s)

(4p+5q + 1)s )
- O 0t
3(2 — 25 + ps — gs + 20%)(3 — 25 + ps — gs + 25%) (), o=
Stad p/r(0) = (4p + 5g + 1)/18. Poniewaz o2(0) = 4/45, to c& = 5(4p + 5q + 1)?/144.
Ostatecznie z (3)

5(4p + bg + 1)?
e?V({P’Yl(S)}) = 108(]7 + q)Q

Dla przyktadu wezmy p = 6,¢ = 4. Wtedy eh, ({P),(s64)}) = 15/16 = 0.9375.
Wybierzmy kilka punktow na tej Sciezce dla s = 1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0.02. W tabeli
2 podajemy efektywnosci empiryczne dla wybranych rozkltadéw na rozwazanej $ciezce
oraz warto$ci 5, dla odpowiednich $ciezek liniowych, wyznaczone z (6). Ze wzgledu
na duza czutos¢ obu testéw rozwazamy mieszanki wybranych rozktadéow z P, postaci
(1 —€)Pi1 + P, (5)q,(s) dla takich e, aby liczebnosci préb nie byly zbyt mate.

Tabela 2. Efektywnoéci empiryczne testu T' wzgledem V dla
wybranych rozkladéw na Sciezce { Py, (5} a = 0.05, 100000 MC.

alternatywa test efektyw.

s pi(s) aqi(s) € n |V T |empiryczna | EF,
0.5 3.5 0.5 0.1]200 |57 67

148 | 47 57 1.35 1.375
0.2 2 0.32 0.1 | 180 | 52 62

133 | 43 52 1.35 1.420
0.1 1.5 0.58 0.2 | 150 | 59 65

128 | 54 59 1.17 1.217
0.05 1.25 0.77 0.2 | 200 | 54 55

189 | 52 54 1.06 1.083
0.02 1.10 0.9032 | 0.2 | 200 | 52 50

207 | 53 52 0.97 0.996

Z tabeli 2 wynika, ze efektywnosci empiryczne zgadzaja si¢ niemal idealnie z X, i dla roz-
kladow lezacych na Sciezce relatywnie daleko od Pyy efektywnosé el ({ Py, (5 }) = 0.9375
nie odzwierciedla empirycznego zachowania sie testow. Tylko dla alternatyw bardzo bli-
skich Py 1, efy ({P,,(s)}) ma dobra interpretacje empiryczng. Ale wtedy obie efektywnosci
roznig sie niewiele. Jednak nawet w tym przypadku efektywnosci empiryczne sg blizsze
EX niz ek,

Elementarne obliczenia daja

5 (4p+5q+1+o0(s))’
Erv(Posa(s) = 12( 3(p+ )+ o(s)

Stad SEI(% Erv(Povs)ar(s)) = ety ({Poy(s)}) co widaé w ostatniej kolumnie tabeli 2.



Poniewaz w powyzszym przyktadzie konieczne byto mieszanie rozktadéw z P, roz-
wazymy dwie inne $ciezki dane przez krzywe yo(s) = (1 + 2s + 52,1 + s + s%,1) oraz
Y3(s) = (1 — s/2 + s*/2,1 — 2s/3,1). Lacza one odpowiednio P11 z Py3 i P11z Piyys
bez mieszania z P;;. Analogiczne obliczenia z uzyciem wzoréw (4) i (5) daja dla y(s):
wy(0) = 1/4, pp(0) = 1/6 i w rezultacie ¢ = 3/4, c& = 5/16, efy({Pns}) =
5/12 ~ 0.4167. Natomiast dla v;(s) odpowiednio: pui,(0) = 1/24, p/(0) = 2/27 oraz
ch =1/48, & =5/81, ek, ({Pyys}) = 80/27 =~ 2.963.

Wybierzmy po 5 punktéw na tych Sciezkach, ktadac s = 1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05. W ta-
beli 3 podajemy efektywnosci empiryczne dla drugiej Sciezki. W tym przypadku nie jest
potrzebne mieszanie z P; 1, aby moc znalazta sie w sSrodkowym zakresie dla prob o umiar-
kowanej liczebnosci. Zaznaczamy to w tabeli w kolumnie ¢.

Tabela 3. Efektywnoéci empiryczne testu T' wzgledem V dla
wybranych rozktadéw na ciezce {P,, (4} a = 0.05, 100000 MC.

alternatywa test efektyw.
s p2(s)  qa(s) | € n VT | empiryczna | ER,
1 4 3 1 50 | 57 05

497 | 100 57 0.101 0.104
0.5 225 1.75 1 70| 59 18
290 | 100 59 0.241 0.250
0.2 1.44 1.24 1 200 | 58 27
582 | 95 58 0.344 0.354
0.1 1.21 1.11 1 600 | 58 29
1600 | 92 58 0.375 0.387
0.05 1.1025 1.0525 |1 | 2000 | 56 30
5015 | 89 56 0.399 0.402

W kolejnej tabeli podajemy efektywnosci empiryczne dla trzeciej $ciezki. Dla dwdch
ostatnich wartosci wzieto 10000 powtérzen MC, a w pozostatych przypadkach 100 000
powtorzen.

Tabela 4. Efektywnosci empiryczne testu T' wzgledem V/
dla wybranych rozkladéw na $ciezce {P,, (s }. a = 0.05.

alternatywa test efektyw.

s p3(s) q3(s) | € n |V T | empiryezna | &R,

1 1 0.3333 | 0.2 100 | 53 64
73| 44 54 1.37 1.437

0.5 0.875 0.6667 | 1 70| 62 74
49 | 50 62 1.43 1.496

0.2 0.92 0.8667 | 1 1000 | 50 72
535 | 33 50 1.87 1.936

0.1  0.955 0.9333 | 1 7000 | 51 79
3120 | 30 51 2.24 2.295

0.05 0.97625 0.9667 | 1 35000 | 48 81
13650 | 26 48 2.56 2.58

Wyniki przedstawione w tabelach 3 i 4 potwierdzaja spostrzezenia poczynione dla
Sciezki { Py, (s)}. Widaé, ze efektywnosé Pitmana istotnie zalezy od $ciezki i wartosci znacz-
nie réznia sie miedzy soba (w naszych przyktadach: 0.9375, 0.4167, 2.963). Co wiecej, ich
interpretacja empiryczna jest poprawna tylko dla alternatyw lezacych na danej $ciezce i
odpowiadajacych bardzo malym s. Natomiast efektywnosé £L, dla $ciezek liniowych ma
dobrg interpretacje empiryczng w kazdym punkcie Sciezki.



Rozwazmy jeszcze jedna $ciezke okre$lona przez krzywa v4(s) = (1 + s,1 + 0.5s —
1.185%,1). Krzywe ~3(s) i y4(s) sa styczne w s = 0 do prostej o réwnaniu p — 2¢ + 1 = 0.
Podobne obliczenia daja €2y ({P,,s}) = 5/12. Sciezka {P,, (564} przecina si¢ z {Py, s}
dla rozktadu Psg32. Mozna mu wiec przypisaé liczby 5/12 oraz 15/16 jako efektywnosci
(teoretyczne). Jednak obie liczby niewiele maja wspélnego z efektywnoscia empiryczna
wynoszaca 1.35 (por. tabela 2). W tabeli 5 przedstawiamy efektywnosci empiryczne dla
{P,, s} dla kilku wartosci s. Takze w tym przykladzie efektywnosci empiryczne sg lepie;
przyblizane przez X, niz przez ef,, wynoszaca 5/12.

Sciezka {P,,s} przecina si¢ ze Sciezka {P, (s} wyznaczona przez odcinek liniowy
Y5(s) = (1 + s,1,1) dla rozkladu Pgy/591. Mamy e2y, ({Py,5)}) = 20/27 ~ 0.741 oraz
ey ({Pyys)}) = 5/12 1 obie te liczby moznaby przypisa¢ temu rozkladowi jako efektyw-
nosé¢. Natomiast, E7 (Psaso1) =~ 0.835, a efektywno$¢ empiryczna wynosi 0.800 i jest
gorzej przyblizana przez efektywnosci teoretyczne dla obu éciezek niz przez EX,.

Tabela 5. Efektywnosci empiryczne testu T' wzgledem V dla
wybranych rozkladéw na Sciezce {P,, (5} a = 0.05, 100000 MC.

alternatywa test efektyw.
s pa(s)  qa(s) | € n |V T |empiryczna | &R,
05 1.5 0.955 | 0.5 | 100 | 61 56
116 | 67 61 0.862 0.900
0.2 1.2 1.0528 | 1 250 | 56 40
405 | 74 56 0.617 0.637
0.1 1.1 1.0382 | 1 1300 | 56 36
2480 | 81 56 0.524 0.536

Prawdziwy (nieznany) rozklad P # Py (przy prawdziwosci Hi) lezy na wielu Sciez-
kach. Nie mozna mu zatem przypisa¢ jednej liczby interpretowanej jako efektywnosé i
rozumianej jako iloraz liczebnosci prob potrzebnych do osiagniecia tej samej mocy. Nawet
dla alternatyw bliskich P;; (w sensie odleglosci Hellingera) efektywno$¢ Pitmana mo-
ze znacznie odbiegaé¢ od efektywnosci empirycznej, gdyz zalezy to od przebiegu krzywej
(Sciezki) i wielkosci parametru s odpowiadajacego temu rozkladowi na danej $ciezce. Jest
tak, gdy krzywa przebiega blisko P;; w sensie odleglosci Hellingera dla duzych wartosci
parametru s. Na przyktad, dla krzywej v6(s) = (1 — s + 11s2/10,1 — 2s + 2s%,1) mamy
el ({Py(s)}) = 5/3, ale dla s = 1 mamy P,y = Py1q oraz H(Py1,Piq) = 0.048 1
empiryczng efektywno$é 0.735 bliska X, (P111) =~ 0.765.

WeZmy jeszcze jedna Sciezke wyznaczona przez 77(s) = (2+s,1+ s, s). Dla dowolnego

Tabela 6. Efektywnosci empiryczne T wzgledem V' dla
wybranych rozkladéw na Sciezce { P, (5} a = 0.05, 100000 MC.

alternatywa test efektyw.
s pr(s) qi(s) | € n |V T | empiryczna | &L,
1 3 2 1 30 | 64 29
76 | 98 64 0.39 0.417

0.5 25 1.5 0.5 80 | 63 45
127 | 81 63 0.63 0.651
0.2 22 1.2 0.2 300 | 55 47

380 | 63 55 0.79 0.817
0.1 21 1.1 0.1 | 1000 | 54 48

1205 | 60 54 0.83 0.876
0.06 2.05 1.05 | 0.05 | 4000 | 55 50

4440 | 59 55 0.90 0.907




$p — 0 mamy ciag alternatyw postaci (1 — s,) P11+ s, Pays, 115, Kazdemu s odpowiada
teraz inna alternatywa w mieszance. Ciag gestosci rozktadow Py, 115, jest jednostajnie
ograniczony i jednostajnie odcigty od 0 i jest zbiezny do gestosci rozktadu Psi. Efek-
tywno$¢ Pitmana dla tej $ciezki wynosi efy, ({Py,(5)}) = 15/16 i jest rowna Efy, (P21) dla
rozktadu granicznego Ps;. Jednak znowu efektywnosci empiryczne sg dla kazdego n blizsze
efektywnosciom EF (Pats, 145,) 1z €y, ({ Py (s)}) co widaé w tabeli 6. Latwo sprawdzic,
ze Epyy(Potsy14s,) — 15/16 = el ({Py,(9)}) gdy n — o0, a z tabeli 6 widaé, ze efektyw-
nosci empiryczne réwniez daza do 15/16 gdy s — 0.

Whiosek. Interpretacja empiryczna efektywnosci Pitmana dla dowolnych sciezek na-
potyka na trudnosci. Natomiast, dla Sciezek liniowych efektywnos$¢ Pitmana dobrze przy-
bliza empiryczng efektywnos¢ wzgledna.
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Dowéd twierdzenia. Ustalmy 0 < o < § < 11 ciag s, — 07 1 oznaczmy przez
tan, Van doktadne wartosci krytyczne obu poréwnywanych testow.

(i) Wykazemy, ze Np(a, 3, Py(s,)) — 00, gdy n — oo.
Niech po(z), ps(x) oznaczaja gestosci Py, Pys) wzgledem A. Oznaczmy rn,r = Np(a, 3,
Dla czytelnosci bedziemy opuszczac indeks 7' i pisaé kr()cej Kn. P12€7 Do, Prs, Oznaczamy
gestos¢ taczng proby z rozkltadu odpowiednio Py, Pys,). Dla A, = {1}, > tax, } mamy z
nieréwnosci Schwarza

0<fB—-a< /(pnnsn - pﬁno)d)\ﬁn
An

= /(\/pnnsn - \/pnnO)Qd)\Rn + 2 /(\/pnnsn - \/pl-cHO)\/pnnOd/\Rn

HQ(P"‘" Py + 2 /a H(P“" , Prny. (7)

¥(sn) (sn)
Gdyby &, zawierat podciag ograniczony, to, z postaci odlegtoséci Hellingera dla produktéw
rozkladow tj. H*(PJ ), Prr) = 2 = 2(1 — H?(Pys,), Pyy)/2)"™, prawa strona (7) bytaby
zbiezna do zera dla tego podciagu, co przeczytoby wyborowi o i 3. Zatem k,, — 00.
(ii) Dla testu T" mamy P (T, > tax,) < a < P (T, 2 tax,) . Poniewaz G(z) jest

rosngca i ciagha oraz 0 < a < 1, to z (1) wynika
omn — ’%n,uT( ) _ Gfl(l
or(0)

Zatem toy, = \/Fnpr(0) + 07(0)z4 + 0(1).

(iii) Oznaczmy 25 = G7'(1 — 3). Pokazemy, ze s,./k, jest zbiezny do (2, — 25)/1/ck,
gdy ¢k > 0, oraz do oo, gdy cf = 0.

Dla c¢f > 0, przypusémy przeciwnie, ze dla pewnego rosnacego ciggu liczb naturalnych
kn jest sg,\/Fr, — C < (2o — 23)/1/ ¢} oraz ky, jest rosnacy. Z definicji r,

—a) = z,.

Pis0))-



B < P (T, > taw,) = P (T, > VEnpr(0) + 07(0)za + o(1))
=Pl (Tnn — V(o) > (7 (0) — pr(8n))y/Fn + 07(0) 20 + 0(1)>‘

or(sn) or(Sn)

Stad dla podciagu k,

/{ K 0 - n n O o

8 < (,;n ( kn Bk pr (S, ) . _MT( ) — b1 (Sk,) Skar/Fk . or(0)z _1_0(1))‘ ®)
n) or (s, ) Sky, or(sk,)  or(sk,)

Okreslmy ciag ¥, nastepujaco: vy, = sy, oraz ¥; = s; dla j # ky,. Wtedy 9, — 01z

(2) zastosowanego do 1, dla podciagu ky, oraz z istnienia p/-(0), po przejsciu do granicy

w (8), dostajemy 3 < 1— G(—Cy/cF + z,). To daje sprzecznosé, gdyz z, — Cy/c& > z5.
Analogicznie, przypusémy, ze dla pewnego rosnacego ciggu liczb naturalnych £, jest
Skor/Fkn — C > (24 — 23)/4/ % Z minimalnodci k,, mamy

ﬁ > Pﬁn 1(Tnn—1 > tomn—l)

¥(sn
Kn—1 ( kn—1 — VR MT(SN) > _ (MT<O) - NT(Sn)) VEn — 1+ UT(O)Za + O(D)
7(sn) O'T(Sn) or(sn) ‘

Dla podciggu k,

n — Tn -1 —1 0) — —1
5> P! (Lot Vi, —1pr(se,) _ pr(0) = pr(sn,) se v/, oot o(1)).(9)
7k or(sk,) Sk or(sk,)

Okreslmy ciag 9, nastepujaco: ¥y, —1 = sg, oraz v; = s; dla j # rg, — 1. Wtedy v, — 0
i z (2) zastosowanego dla podciagu kg, — 1 po przejsciu do granicy w (9), analogicznie
jak powyzej, dostajemy [ > 1 — G(—C’\/% + z,), co daje sprzeczno$¢ z nieréwnoscia
Zo — CyJE < zg.

Jedli ¢k = 0, to przypuséémy, ze dla pewnego rosnacego ciggu liczb naturalnych k,, jest
Spy/Fn — C < 00. Powtarzajac analogiczne rozumowanie jak w (8), dostajemy nieréwnosé
B <1—G(z4), co rébwniez daje sprzecznosé.

(iv) Tak samo jak w (iii) dowodzimy, ze s,\/kny — (26 — 23) /\/E, gdy ¢l > 0, lub
o0, gdy ¢ = 0. Jedli &, ¢l > 0, to stad i z (iii) natychmiast otrzymujemy

Ny (a, 8, Pys,) _ sikav _ er _ (u’T(O)/UT(O)>2
Nr(a, B, Pys,)) 2Kt cv  \uy(0)/ov(0)

Jedli cp = 0,¢cy > 0, t0 Spy/Rnr — 00, & Sp\/Fny — (20 — 23)/cy. Zatem Ky /Ky =

$2knv /82 Kk, — 0. Podobnie dla ¢z > 0,cy = 0 dostajemy kv /knr — 00. To konczy

dowod twierdzenia. O

Uwaga 2. W dowodzie korzystaliSmy z wtasnosci, ze dla liczebnosci proby k,r =
Nr(o, 8, Pys)) moc testu 7' wynosi co najmniej 3 oraz dla liczebnosci k,p — 1 moc T
jest mniejsza od . Wszystkie liczebnosci N,, majace te samg wlasnoéé maja taka sama
asymptotyke jak k.7 (por. pojecie ciagu S-PEF w pracy Rothe (1981), str. 663).

Uwaga 3. Rothe (1981) pokazal, ze zbieznosé mocy testu W do § > « dla ciaggdw
s, — 0 okreslonej postaci uzupetlniona dwoma warunkami pocigga zbiezno$¢ mocy do 3
dla wszystkich ciggow s,, — 0 dla proby o liczebnosci Ny (v, 5, Py(s,) (czyli daje krok (iii)
w powyzszym dowodzie). Jednym z tych warunkéw jest ciaglosé funkcji mocy wzgledem
s w punkcie s = 0 dla kazdej ustalonej liczebnosci proby n (condition B, str. 665, Rothe
(1981)). Dla przykladu rozwazanego przez nas w rozdziale 2 ten warunek daje sie dos¢
tatwo sprawdzic¢, ale w ogélnym przypadku niekoniecznie. Manipulowanie podciggami w
dowodzie kroku (iii) jest podobne do postepowania w dowodzie lematu Kallenberga, ktory
podaje warunki wystarczajace istnienia efektywnosci Kallenberga (efektywnosci posred-
niej).



