
Tadeusz Inglot

ALGEBRA LINIOWA Z GEOMETRI ↪A

LISTA ZADAŃ NR 1

1. Dane s ↪a permutacje f =

(
1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

)
, g =

(
1 2 3 4 5
4 1 2 5 3

)
. Wyznaczyć

permutacje f ◦ g2 oraz f ◦ g ◦ f ◦ g.

2. Permutacja h nazywa si ↪e odwrotn ↪a do permutacji f , jeśli f ◦ h = h ◦ f = e, gdzie e
jest permutacj ↪a identycznościow ↪a. Permutacj ↪e odwrotn ↪a do f oznaczamy f−1. Dla f, g
z zadania 1 wyznaczyć f−1, g−1 oraz g ◦ f−1 ◦ g.

3. Roz lożyć na cykle roz l ↪aczne permutacje(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 7 6 3 4 5 1 2

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 8 2 1 4 5 7

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 7 8 2 1 6 4 3

)
.

Określić rz ↪edy tych permutacji.

4. Nie wypisuj ↪ac w postaci dwuwierszowej, roz lożyć nast ↪epuj ↪ace permutacje (b ↪ed ↪ace z lożeniem
cykli niekoniecznie roz l ↪acznych) na cykle roz l ↪aczne

(1 2)(3 4 5)(1 2 3)(5 1 2), (3 1 4 5)(1 2 3 4)(3 1 4 2)(1 2 3).

5. Udowodnić, że (i1 i2...ik)−1 = (ik ik−1...i1).

6. Roz lożyć na transpozycje permutacje h =

(
1 2 3 4 5 6
6 3 2 5 4 1

)
oraz f z zadania 1.

7. Udowodnić,że jeśli k jest liczb ↪a nieparzyst ↪a, to kwadrat cyklu (i1 i2...ik) jest cyklem,
a jeśli k > 2 jest liczb ↪a parzyst ↪a, to kwadrat ten jest z lożeniem dwóch cykli.

8. Ile jest permutacji w Sn, które rozk ladaj ↪a si ↪e na kj cykli j-wyrazowych (j = 1, ..., s,
k1 + 2k2 + ...+ sks = n)?

9. Wykazać, że każda transpozycja jest z lożeniem nieparzystej ilości transpozycji liczb
s ↪asiednich.
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LISTA ZADAŃ NR 2

1. Rozwin ↪ać pot ↪egi

(2x+ 3y)4,
(√

x+
y

2

)6
.

2. W rozwini ↪eciu pot ↪egi znaleźć wskazany sk ladnik(
3
√
x− 1

3
√
x

)9

, wprost proporcjonalny do x,

(
3
√
x+

2

x

)12

, wyraz sta ly.

3. Korzystaj ↪ac ze wzoru Newtona, obliczyć(
n
0

)
+

(
n
1

)
+

(
n
2

)
+ ...+

(
n

n− 1

)
+

(
n
n

)
,

(
n
0

)
−
(
n
1

)
+

(
n
2

)
− ...+ (−1)n−1

(
n

n− 1

)
+ (−1)n

(
n
n

)
,(

n
0

)
2n +

(
n
1

)
2n−1 +

(
n
2

)
2n−2 + ...+

(
n

n− 1

)
2 +

(
n
n

)
.

4. Prostok ↪at podzielono na mniejsze prostok ↪aty n liniami poziomymi oraz k liniami piono-
wymi przeprowadzonymi w równych odst ↪epach. Iloma sposobami można doj́sć od jednego
wierzcho lka prostok ↪ata do przeciwleg lego mu, posuwaj ↪ac si ↪e po prostych liniach poziomo
i pionowo, tak, aby suma przebytych odcinków by la równa sumie dwóch przyleg lych
boków prostok ↪ata?

5. Ile jest liczb czterocyfrowych, w których mog ↪a si ↪e powtarzać dwukrotnie jedynie cyfry
1 i 2?

6. Iloma sposobami można rozdzielić cztery różne nagrody mi ↪edzy trzech pracowników,
jeżeli nawet wszystkie nagrody mog ↪a przypaść jednemu pracownikowi?

7. Kostk ↪e do gry rzucono 10 razy. Tak otrzymany zbiór (nieuporz ↪adkowany) liczb nazywamy
losowaniem. Ile jest różnych losowań? W ilu losowaniach nie wyst ↪epuje liczba 6? W ilu
wyst ↪epuje dok ladnie 3 razy? W ilu co najmniej 3 razy? W ilu losowaniach wyst ↪epuj ↪a
tylko liczby parzyste?

8. Znaleźć liczb ↪e rozwi ↪azań w liczbach ca lkowitych nieujemnych a) równania x1 + x2 + ...+
xk = n; b) nierówności x1 + x2 + ...+ xk ≤ n. Dwa rozwi ↪azania różni ↪ace si ↪e porz ↪adkiem
uważamy za różne.
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LISTA ZADAŃ NR 3

1. Dane s ↪a wektory u = (−2, 1), v = (1,−2). Wyznaczyć i narysować wektory

u+ v,
1

2
(u− v), 2v − u, u

||u||
, − v

||v||
.

2. Wektory u, v s ↪a przek ↪atnymi równoleg loboku. Wyrazić boki tego równoleg loboku za
pomoc ↪a u i v.

3. Sprawdzić, że

(a) punkty A(1, 3), B(4, 7), C(2, 8), D(−1, 4) s ↪a kolejnymi wierzcho lkami równoleg lo-
boku. Wyznaczyć k ↪at mi ↪edzy jego przek ↪atnymi,

(b) punkty A(−1, 0), B(3, 4
√

3), C(7, 0), D(3,−4
√

3) s ↪a kolejnymi wierzcho lkami
rombu. Wyznaczyć jego k ↪aty.

4. Napisać równania (ogólne i parametryczne) prostych

(a) przechodz ↪acej przez punkt A(−1, 2) i równoleg lej do wektora u = (3,−4),

(b) przechodz ↪acej przez punkt B(3,−2) i prostopad lej do prostej y = 2x− 1.

5. Jakie jest wzajemne po lożenie podanych prostych? Jeśli przecinaj ↪a si ↪e, to wyznaczyć k ↪at
mi ↪edzy nimi, a jeśli s ↪a równoleg le, to ich odleg lość

2x+ y = 3,

{
x = 1 + t
y = 1− 2t

,

2x− y = 3, 3y = x.

6. Dla jakich wartości parametru m proste x + my − 2m = 0, 3x − (2 + m)y + m = 0 s ↪a
prostopad le?

7. Punkt A(2, 1) jest wierzcho lkiem trójk ↪ata ABC, punkt D(0, 2) jest spodkiem wysokości
CD wystawionej do boku AB, a prosta x − y − 5 = 0 zawiera bok BC. Obliczyć pole
tego trójk ↪ata.
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LISTA ZADAŃ NR 4

1. Napisać równanie okr ↪egu stycznego do osi Ox w punkcie A(5, 0) i odcinaj ↪acego na osi
Oy ci ↪eciw ↪e d lugości 10.

2. Wyznaczyć równanie okr ↪egu przechodz ↪acego przez punkt A(1, 1) i stycznego do prostych
7x+ y − 3 = 0, x+ 7y − 3 = 0.

3. Dana jest elipsa
x2

9
+
y2

4
= 1. Przez punkt A(1, 1) poprowadzić ci ↪eciw ↪e tak, aby by la

w tym punkcie przepo lowiona.

4. U lożyć równania stycznych do elipsy
x2

15
+
y2

9
= 1 poprowadzonych z punktu B(−6, 3).

5. Na hiperboli
x2

49
− y2

16
= 1 znaleźć punkt, który leży trzy razy bliżej jednej asymptoty niż

drugiej.

6. Na hiperboli
x2

8
− y

2

9
= 1 znaleźć punkty, w których styczne s ↪a nachylone do osi odci ↪etych

pod k ↪atem 1
3
π.

7. Na paraboli y2 = 8x znaleźć punkt, którego odleg lość od ogniska jest równa 20.

8. Obliczyć parametr paraboli y2 = 2px wiedz ↪ac, że jest ona styczna do prostej x−2y+5 = 0.

9. Określić typy nast ↪epuj ↪acych krzywych

(a) x2 − 2xy + 2y2 − 4x− 6y + 3 = 0,

(b) x2 − 2xy − 2y2 − 4x− 6y + 3 = 0,

(c) x2 − 2xy + y2 − 4x− 6y + 3 = 0,

(d) x2 + 6xy + y2 + 6x+ 2y − 1 = 0,

(e) 3x2 − 2xy + 3y2 + 4x+ 4y − 4 = 0,

(f) 9x2 + 6xy + y2 − 6x+ 2y = 0.
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LISTA ZADAŃ NR 5

1. Obliczyć wartość wyrażenia

(2− 3i)3 − (1 + i)2(5− i)
4− 3i

,
(3 + 2i)n

(−2 + 3i)n+1
.

2. W zbiorze liczb zespolonych rozwi ↪azać równania

iz2 + (2 + i)z + 1− i = 0, 5z + |z2| = z̄ − i, z2 + iz +
1

2
= 0.

3. Narysować na p laszczyźnie zespolonej zbiory spe lniaj ↪ace warunki

|z−i| = |z+1|, 1 < |z−2+i| ≤ 3, |2iz+1| > 1, |z−i|+|z+1| =
√

3,
z − 1 + i

2 + i
=

(
z − 1 + i

2 + i

)
.

4. Napisać w postaci trygonometrycznej liczby

−2, −1+i,

√
3− i
4

, (
√

6+
√

2)+(
√

6−
√

2)i, 1−cosα+i sinα, α ∈ [0, π], −1+ictg β, β ∈ [π, 2π].

5. Wykazać, że dla dowolnych liczb zespolonych u, v spe lniona jest równość

|u+ v|2 + |u− v|2 = 2(|u|2 + |v|2).

Podać interpretacj ↪e geometryczn ↪a tej równości.

6. Pos luguj ↪ac si ↪e postaci ↪a trygonometryczn ↪a obliczyć wartości wyrażeń

(
√

3 + i)(−1− i
√

3)

1 + i
,

(1 + i
√

3)12

(1− i)7
,

(1 + itgα)5

(1− itgα)5
, α ∈ (0,

π

2
).

7. W zbiorze liczb zespolonych rozwi ↪azać równania

z̄|z|2 = 2iz2, z7 + 2z4 + 2z = 0, ez+i = 2(
√

3− i), sin 2z = −2i.

8. Narysować na p laszczyźnie zespolonej zbiory spe lniaj ↪ace warunki

arg(iz3) = 0, Re z3 > 0, arg(z + 2− 3i) =
π

6
.

9. Punkty 1 − 3i oraz −1 + 5i s ↪a przeciwleg lymi wierzcho lkami kwadratu. Wyznaczyć
pozosta le wierzcho lki.

10. Korzystaj ↪ac ze wzoru de Moivre’a lub wzorów Eulera, wyrazić
a) cos 5x za pomoc ↪a sin x oraz cos x,
b) cos4 x przez funkcje trygonometryczne wielokrotności k ↪ata x.

11. Obliczyć pierwiastki zespolone a) ósmego stopnia z liczby −1; b) czwartego stopnia
z liczby i.

12. Obliczyć sum ↪e kwadratów i iloczyn wszystkich pierwiastków zespolonych stopnia n
z jedności.
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LISTA ZADAŃ NR 6

1. Nie wykonuj ↪ac dzielenia, znaleźć reszt ↪e z dzielenia wielomianu x100 + 2x40 − x + 1
przez wielomian x3 + x2 + x+ 1.

2. Jednym z pierwiastków wielomianu x4 − x3 + x2 + 9x − 10 jest z = 1 − 2i. Znaleźć
pozosta le pierwiastki i napisać rozk lad tego wielomianu na czynniki rzeczywiste.

3. Znaleźć wielomian w(x) o wspó lczynnikach rzeczywistych możliwie najniższego stopnia
spe lniaj ↪acy warunki w(1) = 2, w(i) = 10i, w(1− i) = 0.

4. Liczby 1 + ai,
√

3 + i, b + i
√

3, c + di s ↪a pierwiastkami wielomianu stopnia 4
o wspó lczynnikach rzeczywistych. Znaleźć ten wielomian.

5. Jednym z pierwiastków wielomianu x4 + px2 + q jest liczba 2 + i, gdzie p, q ∈ R. Znaleźć
p, q oraz pozosta le pierwiastki.

6. Wykazać, że wielomian (x + 1)n + xn + 1 jest podzielny przez trójmian x2 + x + 1 dla
n parzystych niepodzielnych przez 6. Wywnioskować st ↪ad, że liczba 1 + 380 + 480 jest
podzielna przez 13.

7. Roz lożyć na czynniki w zbiorach Q,R,C wielomiany

3x3 − 5x2 − 5x− 1, 3x3 + 8x2 + 10x+ 4, x6 + x, x6 − 2x4 + 4x2 − 8.

8. Roz lożyć na czynniki rzeczywiste wielomiany

x4 + 324, x4 + x3 + x2 + x+ 1.

9. Roz lożyć na u lamki proste rzeczywiste funkcje wymierne

4x− 2

x3 − x2 − 2x
,

9x2 − 3x+ 8

x3 − x2 − x+ 1
,

3

x4 + 5x2 + 4
,

x+ 1

(x2 + 1)2(x− 1)
.
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LISTA ZADAŃ NR 7

1. Metod ↪a Sarrusa obliczyć wyznacznik

∣∣∣∣∣∣
1 + i 2 −1

2i 1− i 2
1 0 3

∣∣∣∣∣∣.
2. Stosuj ↪ac rozwini ↪ecie Laplace’a oraz operacje elementarne, obliczyć wyznacznik∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 3 2 3
4 1 4 5 1
1 4 4 1 4
1 1 1 1 1
2 2 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3. Obliczyć wyznacznik przez sprowadzanie do postaci trójk ↪atnej∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 1 0
0 1 1 2
1 2 2 −1
2 3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
4. Obliczyć wyznaczniki∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
a a b . . . b
a a a . . . b
· · · . . . ·
a a a . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
· · · . . . ·
b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + t a2 a3 . . . an
a1 a2 + t a3 . . . an
a1 a2 a3 + t . . . an
· · · . . . ·
a1 a2 a3 . . . an + t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Dla wyznacznika Jn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 0 . . . 0 0
1 3 2 0 . . . 0 0
0 1 3 2 . . . 0 0
· · · · . . . · ·
0 0 0 0 . . . 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
wykazać, że Jn = 3Jn−1 − 2Jn−2,

a nast ↪epnie wyznaczyć Jn w jawnej postaci.

6. Rozwi ↪azać równanie:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 −4
−1 x −3 x

1 −2 x −4
−1 x −x x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

7. Dane sa̧ macierze

A =
[

3 −1 1
]
, B =

 −2
−6

3

 , C =

 4 2
0 −1
−5 −1

 , D =

 3 0 1
−1 2 0

0 1 2

 .
Obliczyć wszystkie możliwe iloczyny par danych macierzy.

8. Obliczyć [
0.5 0.5
0.5 0.5

]n
,

[
2 −3
1 −2

]n
,

 a 1 0
0 a 1
0 0 a

n

.
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LISTA ZADAŃ NR 8

1. Wyznaczyć macierze odwrotne do podanych

[
1 2
3 5

]
,

 1 2 −3
0 1 2
1 0 4

 ,


1 1 ... 1
0 1 ... 1
. . ... .
0 0 ... 1

 .
2. Wykazać, że (AT )−1 = (A−1)T dla dowolnej macierzy nieosobliwej A.

3. Niech A =

[
1 1
2 1

]
. Znaleźć wszystkie macierze B stopnia 2 takie, że AB = BA.

4. Rozwi ↪azać równanie macierzowe[
1 2
3 5

]
X

[
3 −1
2 −1

]
+

[
3 0
1 0

]
=

[
0 1
2 4

]
.

5. Obliczyć wyznacznik oraz macierz odwrotn ↪a (o ile istnieje) do macierzy A spe lniaj ↪acej
równanie A3 − A = 0.

6. Znaleźć rz ↪ad macierzy

 a b 1 1
1 ab 1 b
1 b a 1

 w zależności od parametrów rzeczywistych a, b.

7. Rozwi ↪azać trzema sposobami uk lad równań (wzory Cramera, macierz odwrotna, metoda
eliminacji Gaussa) 

x −y +z = −2
−2x +3y −4z = 4
−7x +3y −z = 5

.

8. Metod ↪a eliminacji Gaussa rozwi ↪azać uk lady
y −z +t = −3

x −2y +3z −4t = 4
x +3y −3t = 1
−7y +3z −t = 3

,


x +2y −z −t = 1
x +y +z +3t = 2

3x +5y −z +t = a
dla a ∈ {3, 4}.

9. Rozwi ↪azać uk lad


x +2y −pz −t = 1
x +y +z +3t = p
px +5y −5z +t = 5

w zależności od parametru p.

10. Zbadać liczb ↪e rozwi ↪azań uk ladu


x −2y −z = 1

2x +y +az = 2
bx +2y −z = 0
3x −2y +z = 1

w zależności od parametrów

rzeczywistych a, b.

11. U lożyć uk lad równań, którego zbiór rozwi ↪azań jest postaci

{(1− t+ 2s, 1 + 2t,−2 + s, t− s) : t, s ∈ R}.

12. Znaleźć uk lad fundamentalny rozwi ↪azań uk ladu jednorodnego
x −3y +2z = 0
x −t = 0
−x −3y +2z +2t = 0

.
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LISTA ZADAŃ NR 9

1. Obliczyć pole trójk ↪ata o wierzcho lkach A(1, 2, 3), B(3, 1, 0), C(1, 1, 1).

2. Obliczyć obj ↪etość czworościanu o kraw ↪edziach (1, 2, 3), (3, 1,−1), (3, 2, 1).

3. Zbadać, czy punktyA(1, 3, 0), B(2, 4, 5), C(3.5.9), D(0, 1, 2) leż ↪a na jednej p laszczyźnie.

4. Trójk ↪at ABC jest rozpi ↪ety na wektorach
−→
AB= (1, 5,−3),

−→
AC= (−1, 0, 4). Obliczyć

wysokość tego trójk ↪ata opuszczon ↪a na bok AB.

5. Dane s ↪a wartości trzech si l F1 = | ~F1| = 3 N, F2 = | ~F2| = 4 N, F3 = | ~F3| = 5 N .
Jak powinny być skierowane w przestrzeni te si ly, aby ich wypadkowa by la wektorem
zerowym?

6. Znaleźć równanie p laszczyzny przechodz ↪acej przez punkt A(1, 2, 3) i prostopad lej do
p laszczyzn 6x− 12y + 3z = 0, 3x+ 2y − 6 = 0.

7. Znaleźć równanie kierunkowe prostej przechodz ↪acej przez pocz ↪atek uk ladu i równoleg lej
do p laszczyzn 6x − 12y + 3z = 0, 3x + 2y − 6 = 0. Obliczyć odleg lość tej prostej od
każdej z danych p laszczyzn.

8. Napisać równanie kierunkowe prostej b ↪ed ↪acej dwusieczn ↪a k ↪ata ostrego utworzonego przez

proste
x+ 2

3
=
y − 4

−1
=
z

5
,
x+ 2

1
=
y − 4

−5
=
z

3
.

9. Zbadać, czy prosta m :

{
2x+ y − z + 3 = 0,
x− 2y + z − 5 = 0,

jest zawarta w p laszczyźnie

π : 5y − 3z + 13 = 0.

10. Zbadać, czy proste
x− 9

4
=
y + 2

−3
=
z

1
,

x

−2
=
y + 7

9
=
z − 2

2
s ↪a skośne. Jeśli tak, to

obliczyć ich odleg lość.

11. Znaleźć punkt przebicia p laszczyzny

π :


x = s+ t,
y = 1 + s+ 2t,
z = 3 + 2s+ 4t,

przez prost ↪a
x− 1

0
=
y + 2

3
=
z − 4

−1
oraz k ↪at nachylenia tej prostej do p laszczyzny π.

12. Obliczyć odleg lość punktu P (0, 1,−1) od prostej
x

2
=

y

−1
=
z

3
.

13. Napisać równanie kierunkowe rzutu prostok ↪atnego prostej
x− 9

4
=
y + 2

−3
=
z

1
na p lasz-

czyznȩ 6x− 12y + 3z = 0.

14. Obliczyć obj ↪etość i pole powierzchni bry ly ograniczonej p laszczyznami: x − y = 1,
x− y = 5, x+ 2z = 0, x+ 2z = 3, z = −1, z = 4.
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LISTA ZADAŃ NR 10

1. Dobrać liczby p, q ∈ R tak, aby wektor (2, 6,−6, 3) ∈ R4 by l kombinacj ↪a liniow ↪a wektorów
(1, p, 0, 0), (1, 0, q, 1).

2. Zbadać liniow ↪a niezależność wektorów (0, 1, 2), (1, i,−i), (i, 1, 1) w przestrzeni C3.

3. Wektory u, v, w s ↪a liniowo niezależne. Zbadać liniow ↪a niezależność wektorów a) u + v,
v + w, w + u; b) u− v, v − w, w − u.

4. Które z podzbiorów przestrzeni R4 = {(x, y, z, t) : x, y, z, t ∈ R} określonych poniższymi
warunkami s ↪a podprzestrzeniami liniowymi
a) x = z = 0; b) y = 1; c) x = 0 lub t = 0; d) x + y + z = 1; e) x − y < 0;
f) |x| = |y| = |z|; g) zbiór wektorów postaci (a, a+ 1, 0, 1− a); h) zbiór wektorów po-
staci (a, a+b, b, a−b); j) zbiór wektorów postaci (a, ab, b, 0) . W przypadku odpowiedzi
pozytywnej podać wymiar oraz przyk lad bazy tej podprzestrzeni.

5. Wykazać, że W = {(x, y, z, t) : x = t, x − 3y + 2z = 0} ∈ R4 jest podprzestrzeni ↪a
liniow ↪a rozpi ↪et ↪a na wektorach (0, 2, 3, 0), (3, 1, 0, 3). Dobrać baz ↪e W tak, aby wektor
(1, 1, 1, 1) ∈ W mia l wszystkie wspó lrz ↪edne równe 2.

6. Uk lad wektorów (1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0) uzupe lnić do bazy przestrzeni R4.

7. Wektor u ma w bazie {x1, x2, ..., xk} przestrzeni V wspó lrz ↪edne 1, 2, ..., k. Wyznaczyć
wspó lrz ↪edne tego wektora w bazie {x1, x1 + x2, ..., x1 + x2 + ...+ xk}.

8. Niech U, V b ↪ed ↪a podprzestrzeniami przestrzeni Rn. Wykazać, że U ∩ V jest podprze-
strzeni ↪a liniow ↪a oraz dimU ∩V ≥ dimU + dimV −n. Podać interpretacj ↪e geometryczn ↪a
tej nierówności w przestrzeni R3.

9. Określić wymiar podprzestrzeni R5 określonych nast ↪epuj ↪aco

a) V = lin{(1, 2,−1, 0, 1), (2, 0, 1, 1,−1), (1, 1, 0,−1, 0), (−1, 3,−3, 0, 3), (0, 1, 0,−4, 0)},
b) W = {(x, y, z, u, v) : x− z = 0, y + z + u− v = 0}.
W każdym przypadku podać przyk lad bazy, w której wspó lrz ↪edne wektora
(1, 0, 1,−2,−1) ∈ V ∩W s ↪a kolejnymi liczbami naturalnymi.

10. Dla danych poprzedniego zadania wyznaczyć podprzestrzeń liniow ↪a V ∩W , jej wymiar
i przyk lad bazy.

Zbiór Rn[x] wielomianów stopnia co najwyżej n można utożsamiać z przestrzeni ↪a liniow ↪a
Rn+1 przyjmuj ↪ac, że wielomianowi anx

n + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 odpowiada wektor

(an, an−1, ..., a1, a0) ∈ Rn+1. W ten sposób zbiór wielomianów Rn[x] jest przestrzeni ↪a
wektorow ↪a wymiaru n+ 1.

11. Wykazać, że wielomiany
xk − 1

x− 1
, k = 1, 2, ..., n + 1, s ↪a liniowo niezależne. Przestawić

wielomian x4 + x2 + 1 jako kombinacj ↪e liniow ↪a tych wielomianów.

12. W przestrzeni R2[x] rozważamy zbiór U tych wielomianów, dla których liczba 1 jest
pierwiastkiem. Wykazać, że U jest podprzestrzeni ↪a liniow ↪a. Wyznaczyć jej wymiar i
podać przyk lad bazy.
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LISTA ZADAŃ NR 11

1. Napisać macierz przekszta lcenia liniowego T : R4 → R4 danego wzorem

T (x, y, z, t) = (x− 2y + 3z − 4t, 3x+ 5z + 2t, x+ y + z + 3t, 5x− y + 9z + t)

w bazie standardowej. Znaleźć j ↪adro i obraz tego przekszta lcenia oraz ich wymiary oraz
przyk ladowe bazy tych podprzestrzeni.

2. Znaleźć macierz przekszta lcenia liniowego T (x, y, z) = (x + y − z, 2x − y + z) w bazach
v1 = (1, 1, 0), v2 = (1, 0, 1), v3 = (0, 1, 1) oraz w1 = (1, 1) w2 = (−1, 1).

3. Podać przyk lady przekszta lcenia liniowego spe lniaj ↪acego warunki

a) A : R4 → R4, A(1, 1, 1, 1) = (1, 1, 1, 1), dim KerA = 3,

b) B : R4 → R4, dim KerB = rzB = 2,

c) C : R3 → R2, KerC = {(x, y, z) = x+ y + z = 0}, ImC = {(x, y) : x+ 3y = 0}.

4. Przekszta lcenie liniowe D : Rn[x] −→ Rn[x] dane wzorem Dw(x) = w′(x) (pochodna
wielomianu w). Znaleźć j ↪adro, obraz i wartości w lasne tego przekszta lcenia oraz macierz
w bazach standardowych.

5. Wykazać, że rz(AB) ≤ min (rzA, rzB), gdzie A,B s ↪a macierzami.

6. Znaleźć wektory w lasne i wartości w lasne macierzy a)

[
2 −4
1 −3

]
, b)

 1 −2 −1
−1 1 1

1 0 −1

.

Jak ↪a postać maj ↪a macierze tych przekszta lceń w bazach wektorów w lasnych? Napisać
macierze sprowadzaj ↪ace dane macierze do postaci diagonalnej.

7. Wykazać, że wektory w lasne przekszta lcenia liniowego

 3 −2 −1
3 −4 −3
2 −4 0

 tworz ↪a baz ↪e prze-

strzeni R3. Wyznaczyć macierz A−1 korzystaj ↪ac z twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Za-
uważyć, że macierz tego przekszta lcenia spe lnia także równanie x2+3x−10 = 0 i macierz
odwrotn ↪a można wyznaczyć prościej. Jak?

8. Za pomoc ↪a sprowadzania do postaci diagonalnej wyznaczyć ogóln ↪a postać macierzy An,

gdzie A =

 1 −1 1
1 1 −1
2 −1 0

.

9. Wyznaczyć macierz eA, jeśli A =

[
1 3
2 2

]
.

10. Wykazać, że norma operatorowa macierzy A stopnia n dla normy supremum w przestrzeni
Rn (tj. ||x||∞ = max1≤i≤n |ai|) ma postać

||A||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|.

11. Obliczyć norm ↪e spektraln ↪a macierzy

 1 1 0
1 2 2
0 2 6

 i porównać z innymi znanymi normami

tej macierzy.
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LISTA ZADAŃ NR 12

1. Sprawdzić, czy nast ↪epuj ↪ace funkcje s ↪a iloczynami skalarnymi w przestrzeni R2

a) 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2,

b) 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2.

2. Niech 〈·, ·〉 b ↪edzie iloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej V . Wykazać, że jeśli
〈u, v〉 = 〈w, v〉 dla wszystkich wektorów v, to u = w.

3. Znaleźć wartości parametru t, przy których wektory x = (1, 1, t, 1, 1), y = (0, 1,
√

2, 1, 0)
tworz ↪a k ↪at a) 120o, b) 45o.

4. Znaleźć wspó lrz ↪edne wektora (1, 1,−2, 1) ∈ V = {(a1, a2, a3, a4) : a2 + a3 + a4 = 0}
w bazie ortogonalnej x1 = (1, 1, 0,−1), x2 = (−1, 0, 1,−1), x3 = (2,−2, 2, 0).

5. Wektor u =

(
2

3
,
1

3
, 0,

2

3

)
uzupe lnić do bazy ortonormalnej podprzestrzeni

U = {(a1, a2, a3, a4) : a1 = a4, 2a2 + 3a3 − a4 = 0}.

Otrzymany uk lad ortonormalny uzupe lnić do bazy ortonormalnej przestrzeni E4.

6. Znaleźć rzut ortogonalny wektora v = (1, 0, 0, 0) na podprzestrzeń liniow ↪a
lin{(1, 1, 0, 0), (0, 2,−5, 0), (0, 0, 3, 4)}. Obliczyć cosinus k ↪ata pomi ↪edzy v i jego rzu-
tem ortogonalnym.

7. Udowodnić metod ↪e ortogonalizacji Grama-Schmidta (każdy uk lad ortonormalny w pod-
przestrzeni V ∈ En można uzupe lnić do bazy ortonormalnej V ).

8. Obliczyć cosinus k ↪ata pomi ↪edzy wielomianami u(x) = x2 + x + 1, v(x) = x − 2 w
przestrzeni R2[x] z iloczynem skalarnym

〈u, v〉 =

∫ 1

−1
u(x)v(x)dx.
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