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Posta¢ algebraiczna

Ptaszczyzna zespolona

Liczbg zespolong nazywamy uporzadkowang pare liczb
rzeczywistych, np. (x, y). Zbiér wszystkich liczb zespolonych
oznaczamy przez C. Zatem

Cdg{z:(x,y): x,y € R}

Liczbe zespolong z = (x, y) przedstawiamy na ptaszczyznie w
postaci punktu (x,y) lub w postaci wektora o poczatku w punkcie
(0,0) i koficu w punkcie (x,y). W tej interpretacji (geometrycznej)
zbiér C nazywamy ptaszczyzng zespolong
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Posta¢ algebraiczna

Zbior liczb rzeczywistych

Zbior -
R {z=(x,0): xeR}

utozsamiamy ze zbiorem liczb R. Bedziemy pisali x zamiast (x, 0)
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Posta¢ algebraiczna

Jednostka urojona

Liczbe zespolong (0,1) nazywamy jednostka urojong i oznaczamy
ja przez i,

i % (0,1)

Jednostka urojona to taka liczba zespolona, ze

i2=-1
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Posta¢ algebraiczna

Postac algebraiczna liczby zespolone;

Posta¢ algebraiczna

Kazdga liczbe zespolong mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci

z=x+1Iy, gdzie x,y €R

Nie kazde przedstawienie liczby zespolonej w formie x + iy jest jej
postacia algebraiczng. Niezbedne jest dodanie warunku x,y € R.
@ Liczbe x nazywamy cze$cia rzeczywistg liczby zespolonej z,
co zapisujemy
def
Rez = x
@ Liczbe y nazywamy czeScig urojong liczby zespolonej z, co
zapisujemy

def
Imz =y
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Posta¢ algebraiczna

Przyktady

Obliczy¢
e 3i—1)—(2—-2i)=
o (1-2/)(-3+4i)=
o (x+iy)(x—iy)=x>+y?
445 _
1-3i
Zauwaz, ze

@ Re(iz)=—-Imz

@ Im(iz) =Rez
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Posta¢ algebraiczna

Réwnos¢ liczb zespolonych w postaci algebraicznej

Réwnos¢ liczb zespolonych

Dwie liczby zepolone z; i z» sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy

Re zZ] — Re Z2

Z1 = 2Zp <—
1 2 { Imz; = Im 2z
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Posta¢ algebraiczna

Przyktady

Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone spetniajace warunki

e Z22+4i=0
° z+2 __ 3z+i
i—1 = 240
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Posta¢ algebraiczna

Sprzezenie liczby zespolone;

Sprzezeniem liczby zespononej z = x + iy, gdzie x,y € R
nazywamy liczbe Z okreslona wzorem

Q.
LY

— de .
Z=x—1ly

Liczba sprzezona do liczby zespolonej jest jej obrazem w symetrii
wzgledem osi Re z
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Posta¢ algebraiczna

Witasnosci sprzezenia liczb zespolonych

Niech z, z;,zp € C. Wéwczas

entn=z21+22 a-zn=zn-22
° L H=7"27 @z%jeélizﬁo
@ z+Z=2Rez z—z=2ilmz
°o (2)=z Im(z)=—Imz
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Posta¢ algebraiczna

Przyktady

Rozwigza¢ réwnania
o z+i=z+1i
0z-Z4+(z—2)=3+2i
e z+z+i(z—2)=5+3i
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Modut i argument liczby zespolonej

Modut liczby zespolonej

Modutem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x,y € R, nazywamy
liczbe rzeczywista |z| okreslong wzorem:

2] & (32 4 y?

Modut liczby zespolonej jest uogdlnieniem wartosci bezwzglednej
liczby rzeczywistej. Geometrycznie modut liczby zespolonej z jest
odlegtoscia punktu z od poczatku uktadu wspdtrzednych. Modut
réznicy liczb zespolonych z1, z» jest dtugoscia odcinka taczacego
punkty z1, zo ptaszczyzny zespolonej,
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Modut i argument liczby zespolonej

Interpretacja geometryczna modutu

Imz
22

|11—Z2

Re z O‘

Figura: Interpretacja geometryczna modutu liczby zespolonej i modutu
réznicy liczb zespolonych
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Modut i argument liczby zespolonej

Witasnosci modutu liczby zespolone;j

Niech z, 2,z € C. Wéwczas

° [z =zl = |-z, z:7=|z?

o |z 2| = |z| |zl 2| = 2 jesli 2 # 0

o |z"| = |z|", gdzie n € N

° lzit | <|al+lzl, a2l <|a -2

o |71+ 20+ ...+ zy| < || + |z2| + ... + |zn|, gdzie n € N
e |Rez| < |z| |Im z| < |z
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Modut i argument liczby zespolonej

Przyktady

Obliczy¢ moduty podanych liczb zespolonych
o (1+2/)(3—4i)

4ti
® 3o

o (1+v2i)*

o (3=VB3i
(V2+2i)3
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Modut i argument liczby zespolonej

Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z
modutem |

® ®
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Modut i argument liczby zespolonej

Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z
modutem ||

Pl
O

|

\l\\l\l\

[?)
|z = 20|27
Im z
\
7/
7
7/
d
«
ks
[ Re 2
|2 — 21| = |z — 22|
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Modut i argument liczby zespolonej

Przyktady

Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu réznicy liczb
zespolonych narysowaé zbiory liczb zespolonych spetniajacych
podane warunki:

° [2iz+6/ <4

z—3
z—3i

o |z+2—i| < |z
0 3lz—1|< |22 -1/ <6z +1]

° >1
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Modut i argument liczby zespolonej

Argument liczby zespolone]

Argumentem liczby zespolonej z = x + iy # 0, gdzie x,y € R,
nazywamy kazda liczbe ¢ spetniajaca uktad réwnan:

cos p =
sing = 2]

Przyjmujemy, ze argumentem liczby z = 0 jest kazda liczba ¢ € R

<]
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Modut i argument liczby zespolonej

Argument i argument gtéwny liczby zespolone]

Argumenty liczby zespolonej s3 miarami kata zorientowanego
utworzonego przez dodatnig cze$¢ osi rzeczywistej i wektor
wodzacy tej liczby. Argument gtéwny liczby zespolonej jest
najmniejsza nieujemna miarg tego kata.

Argument gtéwny

Argumentem gtéwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy
argument ¢ tej liczby spetniajacy nieréwnosci 0 < ¢ < 27

Przyjmujemy, ze argumentem gtéwnym liczby z = 0 jest 0.
Argument gtdéwny liczby zespolonej z oznaczamy przez arg z.
Kazdy argument ¢ liczby zespolonej z # 0 ma postac

¢ = arg z+ 2km, gdzie keZ
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Modut i argument liczby zespolonej

Przyktady

Znalez¢ argumenty gtéwne podanych liczb zespolonych

e z=2

-~

© © o o

N N N N
1l
w
[ 2
@
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Modut i argument liczby zespolonej

Interpretacje geometryczne réwnan i nieréwnosci z
argumentem

arg (z—20) =« agarg (z—2)< B
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Modut i argument liczby zespolonej

Witasnosci argumentu liczby zespolonej

Niech z = 0 bedzie dowolng liczba zespolong. Wtedy

e arg (Z)=2m—argz

e arg (%) =2r —arg z

\_ ) agz+m, gdy O0<argz<m
° arg ( Z)_{argz—Tr, gdy m<argz<2m
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Modut i argument liczby zespolonej

Przyktady

Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych, ktére spetniaja podane
warunki:

o%<arg(?)<%’r

1) _ 5n
°arg(zT-i>_6

o g <arg(2+i—z)<m
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Posta¢ trygonometryczna

Postac trygonometryczna liczby zespolone;

Posta¢ trygonometryczna

Kazda liczbe zespolona z mozna przedstawi¢ w postaci:
z = r(cos ¢ + isin ¢),

gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wéwczas modutem liczby z, a
¢ jednym z jej argumentow

Réwnos¢ liczb zespolonych

Liczby zespolone z; = ri(cos ¢1 + isin ¢1),
zy = rp(cos ¢y + isin @) sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy

n=n oraz b1 = o + 2km dla keZ

Alicja Janic Wyktad I, II: Liczby zespolone



Posta¢ trygonometryczna

Mnozenie, dzielenie i potegowanie liczb zespolonych

Mnozenie, dzielenie i potegowanie

Niech z = r(cos ¢ + isin ¢), z1 = ri(cos ¢p1 + isin ¢1),

zp = rp(cos ¢a + isin po). Wtedy
° 212 = ninfcos(¢1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)]
-} % = %[COS(qﬁl = ¢2) + iSin(¢1 = gbz)], oilezp #0
@ z" = r"[cos ng + isin n¢], gdzien e N

Przy mnozeniu liczb zespolonych ich moduty mnozymy, a
argumenty dodajemy, przy dzieleniu liczb zespolonych ich moduty
dzielimy, a argumenty odejmujemy. Réwnos¢ (3) nosi nazwe wzoru
de Moivre'a
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Posta¢ trygonometryczna

Inne dziatania na liczbach zespolonych

Inne dziatania

Niech z = r(cos ¢ + i sin ¢), gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Wéwczas

@ Z = r[cos(—¢) + isin(—¢)]
° % = Lcos(—¢) + isin(—9)], oilez#0

—z =r[cos (¢ + ) + isin (¢ + 7)]
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Posta¢ trygonometryczna

Przyktady

Korzystajac ze wzoru de Moivre'a obliczy¢

° (\/§— i)60

(\ﬁi*ﬁ)“
° ame

Znalez¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych podane warunki:

OZ3I—Z
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Posta¢ trygonometryczna

Przyktady

Naszkicowa¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych podane
nieréwnosci:

o Re [(i—1)z}] >0

o Imz* > Re [(?)4}
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Posta¢ trygonometryczna

O argumentach gtéwnych iloczynu, potegi oraz ilorazu

Argumenty iloczynu, potegi oraz ilorazu

Niech z, z1, zo € C oraz n € N. Wtedy

o arg (nnzz) = argz1 +argzo+2kn dlak=0Iub k=-1

@ arg (z")=n-arg z+ 2km dla pewnego k € Z

@ arg (%) =argz —arg zo+2kw dla k=0Iub k=1,
oile z#0
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Posta¢ trygonometryczna

Przyktady

Naszkicowa¢ zbiory liczb zespolonych z spetniajacych podane
nieréwnosci:

o arg [(1+i)z] =3F

oy <arg ]

N[~

<2
oarg (2Y)=nm
T
2

0 arg (23) <
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Posta¢ trygonometryczna

Przyktady

Obliczy¢ argument gtéwny podanych liczb zespolonych
o (1-iv3)5(2+2i)3
(107
(=3 (=1-)°
(24-2/3i)5
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Posta¢ wyktadnicza

Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Symbol e/®
Dla ¢ € R |
e'® = cos$ + isin ¢
Zauwaz, ze |e'?| =1 oraz arg (ef¢) = ¢+ 2km dla pewnego k € Z

Posta¢ wyktadnicza

Kazda liczbe zespolona z mozna zapisa¢ w postaci wyktadniczej,
tj. w postaci _
z=re'?,

gdzie r > 0 oraz ¢ € R. Liczba r jest wéwczas modutem liczby z, a
¢ jej argumentem
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastek z liczby zespolone]

Pierwiastkiem stopnia n € N z liczby zespolonej z nazywamy kazda
liczbe zespolona w spetniajaca réwnosé:

w =2z

Zbiér pierwiastkéw stopnia n z liczby zespolonej z oznaczamy

przez \/z

w R ‘WC
\/I:l \ﬁ:{_lvl}
Vi=1 V1=1{1,i,—1,—i}

V=1 nieistnieje | v—1={i,—i}



Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Wzér na pierwiastki z liczby zespolone;j

Wzbr |

Kazda liczba zespolona z = r(cos ¢ + isin ¢), gdzie r > 0 oraz
¢ € R, ma doktadnie n pierwiastkéw stopnia n. Zbiér tych
pierwiastkbw ma postac:

\’VE: {20721)'"7211—1}
gdzie zo = Ut (cos e42km | jsin ¢+2k’f) dla k=0,1,..,n—1

n

Wzér |l

Ponadto dla k = 0,1, ..., n — 2 prawdziwa jest zaleznos¢:

2r .. 2w
Zk41 = Zk c057—|—/sm7
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Interpretacje geometryczne zbioru pierwiastkéw

Zbidr pierwiastkéw stopnia n > 3 pokrywa sie ze zbiorem
wierzchotkéw n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu
v/r i $rodku w poczatku uktadu wspdtrzednych. Jeden z
wierzchotkéw tego wielokata jest w punkcie

20 = /r (cos% + isin %) a katy miedzy promieniami wodzacymi
kolejnych wierzchotkéw sa réwne 27/n
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Przyktady

Obliczy¢ i narysowal podane pierwiastki z liczb zespolonych:

e V/8i

4 1 V3.
@ \/—5+ 51
o V=27
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Przyktady

Znalez¢ wszystkie rozwigzania podanych réwnan
0o 3=(1-i)3
o (z—i)*=(iz+2)*
o 20 =(1+2)*?
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