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Uktady réwnar - podstawowe okreslenia

Ukfady réwnan liniowych

Definicja
Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi xi, x2, ..., X,, gdzie
m, n € N nazywamy ukfad réwnan postaci:

aizxi + apxe + ... 4+ ainxn = by,
aix1 + awxo + ... + amxn = by,
amixy + amexe + ... + ampXpn = bma

gdzieaj €R, bjeRdlal<i<morazl<, j<n

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych nazywamy ciag
(x1,X2, ..., Xp) liczb rzeczywistych spetniajacych ten uktad. Uktad
rownan, ktory nie ma rozwigzania, nazywamy ukfadem sprzecznym
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Uktady réwnar - podstawowe okreslenia

Podstawowe okreslenia

Posta¢ macierzowa

Uktad réwnan liniowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

AX = B, gdzie

411 412

ain X1 b

dani ano coo aon X2 b2

A , X .|, B=] .
dml  am2 dmn Xn bm

Macierz A nazywamy macierza gtéwna ukfadu réwnan liniowych,

macierz X macierza (kolumna) niewiadomych, a B macierza
(kolumna) wyrazéw wolnych
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Uktady réwnar - podstawowe okreslenia

Podstawowe okreslenia

Uktad jednorodny i niejednorodny
o Uktad réwnan liniowych postaci

AX =0,

gdzie A jest macierza wymiaru m X n, natomiast 0 jest
macierzg zerowa wymiaru m X 1, nazywamy uktadem
jednorodnym

o Uktad réwnan liniowych postaci
AX = B,

w ktérym B jest macierza niezerowa nazywamy uktadem
niejednorodnym. Jednym z rozwigzan uktadu jednorodnego
AX = 0 jest macierz zerowa
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Uktady Cramera

Wzér Cramera

Uktadem Cramera nazywamy uktad réwnan liniowych
AX =B
w ktérym A jest macierza kwadratowa nieosobliwg

Twierdzenie

Uktad Cramera AX = B ma dokfadnie jedno rozwiazanie.
Rozwigzanie to jest okreslone wzorem:

det Ay
1 det A

X = Gera . )
det A,

gdzie n oznacza stopien macierzy A, natomiast A; oznacza macierz
A, w ktdrej j - ta kolumne zastapiono kolumna wyrazéw wolnych B
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Uktady Cramera

Zasada tworzenia macierzy A; we wzorach Cramera

— 5] -
a; aijz - -- :bli‘ -.. Qin
S kolumna
asz a2 - |by| -+ Q2n wytazcw
def

| 9n1 Qn2 - - byl - Gnn

(j—ta kolumna macierzy AJ
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Uktady Cramera

Przyktady

Korzystajac ze wzoréow Cramera znalez¢ rozwigzanie uktadu

réwnan:
y —3z +4t = 0,
X —2z = 0,
3x +2y -5t = 2
4x —5z = 0
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Uktady Cramera

Uktad Cramera

Metoda macierzy odwrotnej

Rozwigzanie uktadu Cramera AX = B jest okreslone wzorem:

X=A1B
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Rzad macierzy

Minor macierzy

Niech A bedzie dowolna macierza wymiaru m X n i niech k bedzie
liczba naturalng mniejsza lub réwna od mniejszej z liczb m, n.
Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik utworzony z
elementéw tej macierzy stojacych na przecieciu dowolnie
wybranych k wierszy i k kolumn.

Rzad macierzy

Rzedem macierzy nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego
minora. Rzad macierzy A oznaczamy przez rz A. Przyjmujemy, ze
rzad dowolnej macierzy zerowej jest réowny 0
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

Korzystajac z definicji znalez¢ rzedy podanych macierzy:

0120
365
1 000

e |01 0O
|1 0 2 2
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Rzad macierzy

Witasnosci rzedu macierzy

@ Rzad macierzy A wymiaru m X n spetnia nieréwnosci:
0 < rz A< min(m,n)

@ Rzad macierzy nieosobliwej jest rowny jej stopniowi
@ Rzad macierzy transponowanej jest réwny rzedowi macierzy
wyjsciowe;j
rzA=rz AT
@ Rzad macierzy diagonalnej jest réwny liczbie jej niezerowych
elementéw
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Rzad macierzy

Macierz schodkowa

Macierz nazywamy schodkowa, gdy pierwsze niezerowe elementy
(tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy
znajduja sie w kolumnach o rosnacych numerach

Twierdzenie

| A

Rzad macierzy schodkowej jest réwny liczbie jej niezerowych
wierszy tj. liczbie schodkéw

A

000 0 4 0100
0 00O0TO

0 6 1 7

000 0 000 2 3
0 0005
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

O operacjach nie zmieniajacych rzedu macierzy

Twierdzenie

Podane ponizej operacje elementarne na macierzy nie zmieniaja jej
rzedu

@ zamiana miedzy soba dwéch dowolnych wierszy (kolumn)

e pomnozenie dowolnego wiersza (kolumny) przez liczbe rézna
od zera

@ dodanie do ustalonego wiersza (ustalonej kolumny) sumy
innych wierszy (kolumn) pomnozonych przez dowolne state

Tezy obu twierdzen znacznie utatwiaja wyznaczanie rzedéw
macierzy. Wystarczy przeksztatci¢ je do postaci schodkowe]
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

Sprowadzajac podane macierze do postaci schodkowej wyznaczy¢

ich rzedy:
2 5 1
R 3 0 —6
-1 4 6
2 0
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

1 3 5 -1
o 2 -1 -3 4
5 1 -1 7
7 9 1

Alicja Janic Wyktad IX-X: Uktady réwnan liniowych



Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Twierdzenie

Ukfad réwnan liniowych AX = B ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy rzad macierzy A jest rowny rzedowi macierzy
rozszerzonej [A|B] tego uktadu rz A = rz [A|B]

O liczbie rozwzazan uktadu réwnan liniowych

Niech AX = B bedzie uktadem réwnan z n niewiadomymi

o Jezeli rz A # rz [A|B], to uktad nie ma rozwiazania
(sprzeczny)

o Jezeli rz A= rz [A|B] = n, to uktad ma doktadnie jedno
rozwigzanie (oznaczony)

o Jezeli rz A= rz [A|B] < n, to uktad ma nieskonczenie wiele
rozwigzan zaleznych od n — r parametréw (nieoznaczony)
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

W podanych uktfadach réwnan okresli¢ (nie rozwigzujac ich) liczby
rozwigzan oraz liczby parametréw:
x —y 42z -3t = 2
° 2x 4y —z 44t = 1,
4x —y 43z -2t = 5
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

4 -y 4z = 3,
° 2x 43y —z = b,
2x —4y 42z = 2
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera -

Przyktady

x =2y +3z
3x 4y +4z
°
2x 43y  +z
2x 4by 4=z

Capellego

Alicja Janic
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

Okresli¢ liczbe rozwigzan w podanych uktadach réwnan w
zalezno$ci od parametru p

x +py -z = 1
° 2x -y +4+pz = 0,
x +10y —6z = p
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Rzad macierzy. Twierdzenie Kroneckera - Capellego

Przyktady

x 42y —z = 3

o 2x =3y +z = 1,
8x —by +z = p,

x 4y —z = 0
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnaf liniowych

Dowolne uktady réwnan liniowych

O réwnowaznym przeksztatcaniu uktadéw réwnan

Podane ponizej operacje na wierszach macierzy rozszerzonej [A|B]
uktadu réwnan liniowych AX = B przeksztatcaja go na uktad
réwnowazny:

@ zamiana wierszy: w; «— w;

@ mnozenie wiersza przez statg rézna od zera: cw;, gdzie c #0

@ dodanie do wyrazéw ustalonego wiersza odpowiadajacych im
wyrazéw innego wiersza pomnozonych przez staty: w; + cw;,

@ skresdlenie wiersza ztozonego z samych zer: w;

@ skreslenie jednego z wierszy réwnych lub proporcjonalnych:
Wi ~ Wj
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnaf liniowych

Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa

Niech AX = B bedzie uktadem réwnan liniowych, gdzie A jest
macierza wymiaru m x n. Woéwczas uktad ten rozwigzujemy
nastepujaco:

@ budujemy macierz rozszerzong uktadu [A|B]

niewiadome

S W
—
T1 T2 Ln
ai1 @iz .- Qip| by
@21 Q22 ... Q2n | by

[aBI=f

Am1@m2 - - Amn|b,,
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnaf liniowych

Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa

@ na macierzy rozszerzonej dokonujemy réwnowaznych
przeksztatcen uktadu sprowadzajac ja do postaci [A'|B']

niewiadome parametry

1 f ne i A R

Ty T2 ﬂr xrf—l illn

_1 0--- 0:311‘-{-1-.. S1in Zl_1

0 1--- 0)S2r+1--- S2n | 22
[ANB=1|: - o o)

0 0 1|L-9r r+1 Srn | Zr

0 0--- 01 0 - 0 |?r+1
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnaf liniowych

Przyktady

Rozwiaza¢ podane uktady réwnan metoda eliminacji Gaussa:
x 46y —z = 0,
—x —4y +5z = 6,
3x 417y 2,
2x +13y bz 8
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnaf liniowych

Przyktady

Rozwigzaé podane uktady réwnah metoda eliminacji Gaussa:

x +2y +3z -t = -1,
@< 3x 46y 47z 4+t = 5
2x +4y +7z —4t = —6
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Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réwnaf liniowych

Przyktady

Rozwiaza¢ podane uktady réwnan metoda eliminacji Gaussa:

x —y —2z 42t = =2
5x =3y —z +t = 3,
°
2x +y -z +4t = 1,
3x =2y +2z -2t = —4
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