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Podstawowe pojecia

Prosta préba losowa

Prosta préoba losowa o licznosci n nazywamy ciag niezaleznych
zmiennych losowych X1, Xa, ..., X, okreslonych na przestrzeni Q i
takich, ze kazda z nich ma ten sam rozktad

Konkretny ciag wartosci xi, x2, ..., X, proby losowej Xi, X, ..., Xj,
bedziemy nazywa¢ realizacja préby losowe;j.

Jak wybieral reprezentatywna grupe elementéw populacji?
Wybér n elementéw populacji powinien by¢ dokonany w taki
sposéb, zeby kazdy podzbiér populacji, sktadajacych sie z n
elementéw miat taka samg szanse wybrania
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Podstawowe pojecia

Srednia w prostej prébie losowej

Sredniag w prostej prébie losowej Xi, ..., X, o licznosci n
nazywamy statystyke

. (X1+X2+...+Xn)
n

X

Powyzsza definicja jest szczegdlnym przypadkiem ogblnej definicji
statystyki dla funkcji T zdefiniowanej w sposdb nastepujacy:

T(Xl, X2, e Xn) — 7X1+X2:'"'+X"

Jaki jest cel przeniesienia definicji $redniej z poziomu proby
wartosci na poziom prostej préby losowej? Badajac rozktad Sredniej

X, jesteSmy w stanie przeanalizowad jej zachowanie dla
potencjalnej préby w terminach rachunku prawdopodobienstwa

Alicja Janic Wyktad IV: Whnioskowanie statystyczne - podstawy



Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Prawo wielkich liczb

Twierdzenie

Niech X bedzie zmienna losowa o skonczonej wariancji, 0)2< < oo
niech Xi, ..., X, bedzie prosta préba losowa z rozkfadu zmiennej
losowej X. Wowczas dla dowolnie matej dodatniej liczby €
prawdopodobienstwo

P(X € [ux — e, ux +€])

Jjest bliskie 1 dla duzych licznosci préby n

Prawo wielkich liczb uzasadnia stusznoé¢ uzycia $redniej X jako
oszacowania wartosci Sredniej px
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Wskazniki rozktadu Sredniej w prostej probie losowe;j

Stwierdzenie

Niech X bedzie éredniag w prostej prébie losowej o licznoéci n z
rozktadu o wartoéci éredniej m i wariancji o2. Wéwczas

E (Y) =px=m oraz Var (Y) =

Jezeli rozktad préby prostej jest normalny z parametrami mi o to

(e )
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Przyktady

Stwierdzono, ze wzrost dorostych Polakéw jest cecha o rozktadzie
normalnym o wartosci Sredniej m = 176¢cm i odchyleniu
standardowym o = 6,5cm. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
érednia X dla prostej préby losowej o licznosci 100 rézni od
prawdziwej wartosci m o wiecej niz 1,5cm
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Centralne twierdzenie graniczne dla $redniej

Twierdzenie

Niech Xi, ..., X, bedzie prosta préba losowa z rozkfadu o Sredniej
m i skoriczonej wariancji o2, Wéwczas dla duzych licznosci préby n

rozkfad standaryzowanej Sredniej L)f /7\/",17 jest bliski standardowemu

rozktadowi normalnemu N (0,1) Mianowicie, dla dowolnych liczb a
i b, a< b, i zmiennej losowej Z o standardowym rozktadzie
normalnym

P(ag);/_\/%7<b>—>P(a<Z<b):¢(b)—¢(a)

dla n dazacych do nieskoriczonosci. Rownowaznie, rozkfad Sredniej
X jest w przyblizeniu réwny rozktadowi normalnemu N (m, %)
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Centralne twierdzenie graniczne dla sumy

Twierdzenie

Niech Xi, ..., X, bedzie prostq proba losowa z rozkfadu o Sredniej

mi skonczonej wariancji o%. Wéwczas dla duzych licznosci préby n
Xi

rozktad standaryzowanej sumy 2'17\[ jest bliski

standardowemu rozktadowi normalnemu N(0,1) Mianowicie, dla
dowolnych liczb a i b, a < b, i zmiennej losowej Z o standardowym
rozktadzie normalnym

P<3<W<b)—>P(a<Z<b):¢(b)—¢(a)

dla n dazacych do nieskoriczonosci. Réwnowaznie, rozkfad sumy
> 1 Xi jest w przyblizeniu réwny rozktadowi normalnemu

N (nm,o+/n)
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Poprawka w przyblizeniu normalnym

Poprawka w przyblizeniu normalnym

w Centralnym Twierdzeniu Granicznym nie zatozylismy ciagtosci
rozktadu zmiennych X;. W przypadku gdy zmienne X; w prostej
probie losowej przyjmuja wartosci catkowite, dokonuje sie poprawki
w przyblizeniu normalnym, opartej na nastepujacym rozumowaniu.
Jesli kazda warto$¢ w probie jest liczba catkowita, to suma

Y1 Xi przyjmuje tylko wartosci bedace liczbami catkowitymi i
dlatego dla dowolnych liczb catkowitych a i b mozemy napisaé

<) Xi<b)=Pa—-05< ZX b+0.5)
i=1
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Przyktady

Komputer dodaje 1200 liczb rzeczywistych i kazda zaokragla do
najblizszej liczby catkowitej. Btedy zaokraglen sa niezalezne i maja
rozktad jednostajny na przedziale [—0.5,0.5]. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze btad w obliczeniu sumy przekroczy 10
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Rozwiazanie

Wprowadzajac oznaczenia: X; - btad zaokraglenia i-tej liczby

otrzymujemy:
E(X;))=0=m, Var(X;)=3% =0% oraz
Var (S2P X;) = 1200+ &5 = 100 = no?
Zatem
1200 > 2PXi=0 _ 10-0
P(SIPX > 10) = P &= > 1950) ~ P(Z > 1)

—1— (1) = 0.1587
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Przyktady

Przyktad 3

Czas pracy diody ma rozktad wykfadniczy o wartosci oczekiwane;j
m = 900h. Zgromadzono zapas 100 diod. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze wystarczy ich na 100.000 godzin pracy,
jezeli kazda diode wtaczamy natychmiast po uszkodzeniu
poprzedniej. lle diod trzeba mie¢ w zapasie, by z
prawdopodobienstwem wigekszym niz 0,99 wystarczyto ich na
99.000 godzin pracy urzadzenia.

Alicja Janic Wyktad IV: Whnioskowanie statystyczne - podstawy



Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Rozwiazanie
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Przyktady

Przyktad 4

Rzucamy 30 razy kostka. Oszacujmy prawdopodobieristwo, ze
suma wyrzuconych oczek jest liczbg miedzy 100 a 110
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Rozktad $redniej w prostej probie losowej

Rozwiazanie
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Rozktad czestosci

Czestos¢

Czestosc
Czestoscig w prostej probie losowej nazywamy statystyke

i Xi
n

p=

gdzie Xy, Xo, ..., X, jest prosta préba losowa z rozktadu
dwupunktowego o wartosciach 0 i 1. Statystyke p obliczona dla
konkretnych wartosci w prébie nazywamy wartoscig czestosci

Stwierdzenie

Czestos¢ p pomnozona przez licznos¢ préby n ma rozktad

dwumianowy Bin(n, p). Ponadto
p(1—p)

n

E(p)=p oraz Var(p) =
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Rozktad czestosci

Twierdzenie Moivre'a-Laplace’a

Twierdzenie

Dla dowolnych rzeczywistych a i b

P<a<\/p(ﬁl__7l;)/n<b> — &(b) — ®(a)

gdy n dazy do nieskoriczonosci
Analogicznie, jesli S, = np

S,—np (s

gdy n dazy do nieskoriczonosci

Przyblizenie normalne uznajemy za zadowalajace, gdy np > 5 i
n(l—p)>5



Rozktad czestosci

Przyktady

W populacji dorostych Polakéw 39% ma ktopoty ze snem.
Oszacujmy prawdopodobienistwo, ze w prostej prébie losowe;
dorostych Polakéw o licznosci 100, czestosé oséb majacych ktopoty
ze snem nie przekroczy 0,33
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Rozktad czestosci

Rozwiazanie
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