Wstep do statystyki matematycznej
Lista 1

1. Czas sprawnej pracy miernikéw pewnego typu (w dniach) ma rozktad N (900, 100?).
Jaki powinien by¢ okres gwarancji, aby z prawdopodobienstwem 0.95 miernik dziatat
przynajmniej przez okres gwarancji?

2. Wyznaczy¢ rozktad éredniej arytmetycznej (ozn. X) niezaleznych pomiaréw X1, ..., Xn
o rozktadzie N (i, 0%)? Tle pomiaréw nalezy wykonaé, aby prawdopodobiefistwo, ze X
odchyli si¢ od y o mniej niz 0.1 byto wigksze niz 0.99, jesli o = 1/47?

3. Wyznaczyé¢ P(|X —Y| < 0.40), jezeli X1, ..., X,, Y1, ..., Y, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadach odpowiednio N (i, 0?) oraz N (u,30?). Przyjaé, ze m = 2n =
12.

4. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkitadach gamma

G(aq, B), ..., G(an, B) (gestosé rozktadu G (o, #) ma postaé pag(z) = [6ax“_le_ﬁx/F(a)]1(0,g) (x)).
Zmalez¢ rozktad sumy X; + ... + X,,.

Najwazniejsze rozktady wykorzystywane w statystyce matematycznej, zwigzane
z rozktadem normalnym

5. Niech X1, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0, 1). Korzy-
stajac z zadania poprzedniego, wykaza¢, ze zmienna losowa x? = X? + ... + X2 ma
rozktad G(n/2,1/2) zwany rozkltadem chi-kwadrat z n stopniami swobody.

6. Niech X oraz x2 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N'(0,1) i chi-
kwadrat z n stopniami swobody, odpowiednio. Wyznaczy¢ gestos¢ rozktadu zmiennej
losowej

t = 2 /n

X2

zwanego rozktadem Studenta z n stopniami swobody. Jaka gestos¢ otrzymujemy dla
n = 1. Wykazaé, ze t, SN (0,1). Wykaza¢ ponadto, ze ciag gestosci zmiennych ¢,
jest zbiezny punktowo do gestosci rozktadu N (0, 1). Co to oznacza w jezyku zbieznosci
rozktadéw ¢,,7 (przypomnieé sobie lemat Scheffé)

7. Udowodni¢, ze jesli Xy, ..., X;,1pn 88 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
normalnych N(0, 1), to zmienna
O Xi+ .+ X2
COXP L+ X2

ma rozktad beta Be(%, ).

8. Niech U,V beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach chi-kwadrat z, od-
powiednio, m, n stopniami swobody. Wyznaczy¢ gestos¢ rozktadu zmiennej losowe;j

1

F= —?U

=V

zwanego rozkladem Snedecora (lub Fishera-Snedecora) z (m,n) stopniami swobody.

Wyrazi¢ F' przez Y z poprzedniego zadania i skorzysta¢ z wyniku poprzedniego za-

dania.

9. Pokazad, ze jezeli zmienna losowa X ma jest rozktad Studenta z n stopniami swobody,
to Y = X? ma rozktad Snedecora z (1,n) stopniami swobody.



Wstep do statystyki matematycznej
Lista 2

1. Niech X = (X1, ..., X,,)T bedzie wektorem losowym o rozktadzie normalnym N (u, X),
a A macierzg nieosobliwg. Znalez¢ rozktad wektora losowego Y = AX. Rozwazy¢
szczegblny przypadek, gdy ¥ jest macierzg jednostkowa, a A macierza ortogonalng.

2. (i) Sprawdzi¢, ze macierz W = (wj ;)i j=1,2...n, Okreslona wzorami

. 1 . .
Wi,j = o J=12,...n w;=-—F———,1=23,..,n, j <1,

vn Jii—1)

1—1
,1=2,3,...,n, U)Z',j:O, jg>1>1,

l

U)l',,‘ = —

jest macierza ortogonalna (tzw. przeksztatcenie Helmerta);

(ii) Sprawdzi¢, ze jesli y = Wz, to y1 = (21 + ... + T,) //n = /nT oraz y3 + ... + y> =
i (T —T)%

(iii) Wykaza¢, ze jezeli X = (X1,..., X,,)T jest wektorem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie N (i, 0%) (proba z rozkladu N (i, 0%)) 1Y = WX,
to X =Y /v/niXl (X, —X)?> =Y7+...+Y? sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Okresli¢ ich rozktady.

3. Niech X = (X1,..., X,,) bedzie proba z rozktadu normalnego N (i, 0?). Wyznaczy¢
rozktad statystyki

nS?
o
gdzie
1Z —
5% =8k = Y (X, - X)?
i=1

jest wariancjg z proby (wariancja prébkowa lub wariancja empiryczna).

4. Zuzycie wody (w hektolitrach) w pewnym osiedlu w ciggu dnia ma rozktad N (u, 11).
Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze empiryczna wariancja zuzycia wody w losowo wy-
branym kwartale nie przekroczy 100 hl.

5. Niech X = (Xy,..., X,,) bedzie probg z rozktadu normalnego N(u,c?). Wyznaczy¢
rozktad statystyki

T(X)= vn — 1.

6. Niech X = (X1,..., X)), Y = (Y1,...,Y,) beda niezaleznymi prébami z rozkladow
odpowiednio N (ux, 0?), N(uy,o?). Wyznaczy¢ rozktad statystyki
m(n—1) S%

TXY) = (m—1)n S3°

7. Niech X = (Xj,..., X,,) bedzie proba z rozktadu wykladniczego £(A) z A = 1. Udo-
wodni¢, ze dla kazdego = € R,

lim P(X,) —logn < ) = exp[— exp(—x)].

n—oo

8. Niech X = (Xj,...,X,,) bedzie proba z rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 1].
Zmnalez¢ gestod¢ pary statystyk pozycyjnych (X, X(j)), gdzie 1 <@ < j <n.



