Wstep do statystyki matematycznej
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Udowodnié, ze rodzina rozktadéw normalnych z parametrem potozenia (wariancja 0% =
1) jest rodzina zupetna.

Udowodnié, ze rodzina P rozktadéw jednostajnych (dyskretnych) na zbiorach {1, 2, ..., k},
gdzie k > 1 jest parametrem, jest zupela. Pokazaé, ze kazda wtasciwa podrodzina P
nie jest zupetna.

Sformutowaé definicje rodziny rozktadow ograniczenie zupetnej.

Niech P = {py : 6 € (0,1)} bedzie rodzina gestosci (wzgledem miary liczacej) na
zbiorze X = {—1,0,1,2,...}, gdzie pg(—=1) = 0, pp(z) = (1 —0)?0°, dla z = 0,1,2, ...
Udowodni¢, ze rodzina P nie jest zupetna, ale jest ograniczenie zupeka.

10.

Niech X = (X, ..., X,,) bedzie préba z rozktadu Poissona o $redniej A > 0. Wyznaczy¢
rozklad warunkowy préby przy warunku T = ¢, gdzie T'(X) = >, X;. Za pomo-
ca definicji wykazaé, ze T jest statystyka dostateczna dla A (w rodzinie rozktadéw
produktowych).

Losujemy bez zwracania n jednostek z partii N wyrobow, sposrod ktorych NO jest
wadliwych. Niech X;, ¢ = 1, ..., n, przyjmuje warto$¢ 1, gdy i-ta jednostka jest wadliwa
i wartos¢ 0, gdy ¢-ta jednostka jest dobra. Pokazac, ze statystyka 7' = >°I' ; X, jest
dostateczna dla parametru 6.

Pokazaé, ze jesli T' jest statystyka dostateczng dla P oraz T = g(S) dla pewnej staty-
styki S i odwzorowania mierzalnego g, to S jest statystyka dostateczna dla P.

Pokazac, ze jesli T jest statystyka dostateczng dla P, to jest statystyka dostateczna
dla uwypuklenia P tzn. rodziny wszystkich kombinacji wypuktych rozktadow z P.

Niech X bedzie czasem czekania na k-ty sukces w schemacie Bernoulliego z prawdo-
podobienistwem sukcesu 6 € (0,1), gdzie k£ > 1 ustalone (znane). Pokaza¢, ze rozktady
X tworza jednoparametrowa rodzine wyktadniczg. Niech Xi, ..., X,, bedzie proba z
rozktadu z tej rodziny. Korzystajac z twierdzenia o rodzinach wyktadniczych, podaé
statystyke dostateczng dla parametru 0 i wyznaczy¢ jej rozktad.

Niech h(z) bedzie dodatnig funkcja catkowalna na (—oo, 00) i niech
pon(x) = (0, m)h(z)L(x), —00 <0 <n < o0,

bedzie rodzing gestosci. Niech X, ..., X, bedzie préba o rozktadzie z tej rodziny. Udo-
wodnié, ze (X ), X(n)) jest statystyka dostateczng dla parametru (6, 7).

Niech X = (X3, ..., X,,) bedzie proba z rozktadu nalezacego do rodziny:

(a) Poissona P(\);

(b) dwumianowej ujemnej N B(ro, p) z parametrem p (ro ustalone i znane);

(c) normalnej N (p, 02);

(d) gamma G(a, B);

(e) jednostajnej U(a, b);
(f)
(

g) wykladniczej o gestosci por(z) = A te= @01, ) (x), 6 € R\ > 0.

Pareto Pa(f, o) o gestoscl ppa(x) = af*c™* 19 o) (2), 0, > 0;

Korzystajac z kryterium faktoryzacji, wyznaczy¢ statystyke dostateczng dla parametru
tej rodziny.



Wstep do statystyki matematycznej
Lista 5

. Niech Xj, ..., X,, bedzie préba z rozkladu beta z parametrami (o, «), o € (0,00).
Wyznaczy¢ minimalna statystyke dostateczna dla parametru a. Uzasadnié¢, ze jest to
statystyka zupeha.

. Niech Xj, ..., X,, bedzie préba z rozkladu normalnego N (o,0?), o > 0. Wyznaczy¢
minimalng statystyke dostateczng dla parametru o. Pokazaé, ze nie jest ona zupetna.

. Niech X = (X, ..., X,,) bedzie proba z rozktadu:

(a) jednostajnego na odcinku [0,6], 6 € (0,00). Pokaza¢, ze T'(X) = X, jest mini-
malna, zupetna statystyka dostateczna.

(b) jednostajnego na odcinku [ — %,9 - %], 6 € R. Udowodni¢, ze (X, X(,)) jest
minimalng statystyka dostateczna dla parametru 6, ale nie jest statystyka zupelna.

. Rozwazmy rodzine rozktadéow wyktadniczych £(0,\) (por. 10 (g) z listy 4). Niech
X1, ..., X, bedzie proba z tego rozktadu. Wykazaé, ze statystyka (X, >:(Xs — X(1)))
jest minimalna statystyka dostateczna.

. Wykazaé, ze w rodzinie rozkltadéw logistycznych z parametrem potozenia o gestosci

ef(xfm)

Pn(®) = e M E R,

wektor statystyk pozycyjnych jest minimalng statystyka dostateczna.

. Niech P bedzie rodzina wszystkich rozktadéw absolutnie ciagtych (lub tylko bezatomo-
wych) na prostej. Niech X7, ..., X, bedzie proba z rozkladu z tej rodziny. Wykazaé, ze
wektor statystyk pozycyjnych (a wiec takze dystrybuanta empiryczna) jest statystyka
dostateczng i zupetng, a wiec réwniez minimalng dostateczng.

. Niech (X1,Y7),...,(X,,Y,) bedzie préba z rozktadu dwuwymiarowego normalnego o
srednich 0, wariancjach 1 i kowariancji 0 € (—1,1). Znalezé minimalna statysty-
ke dostateczng dla parametru 6 i zbadaé, czy jest zupeilna. Pokazaé, ze statystyki
Ty =3, X7 1Ty =3, Y} sa swobodne.

. Niech Xj, ..., X,, bedzie préba z rozktadu gamma G(«, 3). Korzystajac z twierdzenia
Basu, wykaza¢, ze statystyki >-; X; oraz _;(log X; — log X(1)) sa niezalezne.

. Niech X 1Y beda niezaleznymi prébami rozmiaréw n kazda z rozktadéw normalnych
odpowiednio N (ux,0%) i N (pny, o%).

(a) Udowodnié¢, ze statystyka T = (X, > X7, Y, Y?) jest zupelna statystyka dosta-
i=1 i=1
teczng dla parametru (ux, 0%, py, 0% ).

(b) Wykazaé, ze statystyki

i T sa niezalezne.
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Niech Xj,..., X,, bedzie préba z rozktadu wyktadniczego z parametrem A € (0, 00)

(tj. palz) = %e"”/’\l(o,oo)(x)). Wykazaé, ze nie istnieje estymator nieobcigzony funkeji

parametrycznej g(A\) = e

. (a) Pokaza¢, ze estymator X parametru p w rodzinie A/ (, 1) jest lepszy niz estymator

T = 1(Xu) + X)) tzn. T jest niedopuszczalny;

(b) Pokazac, - ze w rodzinie rozktadéw jednostajnych na odcinku [ — %, W+ %] jest na
odwrot tzn. X jest niedopuszczalny.

Niech X7, ..., X,, bedzie proba z rozkladu o dystrybuancie F' i dystrybuancie empi-
rycznej F,,. Udowodni¢, ze dla kazdego = € R, F,(x) jest nieobciazonym estymatorem

Niech X, ..., X,, bedzie proba z rozktadu o wartosci oczekiwanej 0, wariancji 0% = EX?
i skoficzonym czwartym momencie puy = EX{. Wykazaé, ze

—1)? —1)(n—3
Var S2 — wull . (n )(377/ )0_47
n n

gdzie S? jest wariancja z proby. Wsk. Najpierw sprawdzi¢, ze Var (3; X;)? = nuy +
n(2n — 3)ot.

Niech Xj,..., X, bedzie préba z rozkladu jednostajnego (dyskretnego!) na zbiorze
{60 —1,0,0+1}, gdzie 0 € Z. Wykazaé, ze dla zadnej funkcji niestatej g() nie istnieje
estymator UMVU parametru g(f#), chociaz estymatory nieobciazone istnieja.

Niech X = (X4, ..., X,,) bedzie préba z rozktadu jednostajnego na odcinku [0, 6], § > 0.
Wykazaé, ze w klasie wszystkich estymatoréw estymator

_n—l—l

T(X) ="

X(n)
jest niedopuszczalny, chociaz jest estymatorem UMVU. Wsk. Rozwazy¢ estymator
Ti(X) = 25 X
Niech X1, ..., X,, bedzie proba z rozktadu dyskretnego
po(—1) =20(1 —0), po(k) =081 —-0)3"% k=0,1,2,3 6 €(0,1).
(a) Sprawdzi¢, czy istnieje estymator UMVU parametru 6.
(b) Sprawdzi¢, czy istnieje estymator UMVU funkcji parametrycznej g(0) = 0(1 — 0).

Niech Xj, ..., X,, bedzie préba z rozkladu Pareto z parametrami (0, ). Wyznaczy¢
estymator UMVU (a) parametru (6, «); (b) parametru «, gdy 6 = 1; (¢) parametru 6,
gdy « ustalone (znane).

Niech Xi, ..., Xin, Y1, ..., Y, beda niezaleznymi prébami z rozktadéw odpowiednio ¢(0, 0)
i U(0,7). Wyznaczy¢ estymator UMVU ilorazu ¢g(0,9) = 0/9, gdy n > 1.

Niech X7, ..., X,, bedzie proba z rozktadu N (u,1). Wykazaé, ze ® (c—X)

n—1
jest estymatorem UMVU funkeji parametrycznej g.(p) = P, (X: < ¢) = ®(c — p)
dla dowolnego ustalonego c. Zbada¢ asymptotyczne zachowanie si¢ tego estymatora
(zgodnosé, v/n-zgodnosé, asymptotyczna normalnosé).



