
Statystyka matematyczna

Lista 5

1. Zmienna losowa (X; Y ) ma rozk lad prawdopodobie�nstwa podany w tabeli

XnY 2 4
�1 0:1 0:06
0 0:3 0:18
1 0:2 0:16

Obliczy�c wsp�o lczynnik korelacji.

2. Wektor losowy (X; Y ) ma g�esto�s�c wyra_zaj�ac�a si�e wzorem

f(x; y) =

(
0:5 dla (x; y) 2 K;
0 dla (x; y) =2 K;

gdzie K jest kwadratem o wierzcho lkach (1; 0), (0; 1), (�1; 0), (0;�1).

a). Wyznaczy�c g�esto�sci brzegowe.

b). Czy X i Y s�a niezale_zne?

c). Obliczy�c Cov(X; Y ).

3. G�esto�s�c dwuwymiarowej zmiennej losowej (X; Y ) dana jest wzorem

f(x; y) =

(
12

11
(2x2 + xy) dla x 2 (0; 1); y 2 (0; 1);

0 poza tym:

Obliczy�c wsp�o lczynnik korelacji.

4. Rozpatrzmy model regresji liniowej

Yi = �0 + �1xi + �i; i = 1; :::; n;

gdzie �1; :::; �n s�a niezale_zne oraz E(�i) = 0 , Var(�i) = �2, i = 1; :::; n: Ponadto
zak ladamy, _ze istniej�a i; j 2 f1; :::; ng takie, _ze xi 6= xj.

a). Wykaza�c, _ze estymatory parametr�ow �0 i �1 wyznaczone metod�a najm-
niejszych kwadrat�ow maj�a posta�c

b�1 =

Pn
i=1(xi � x)(yi � y)Pn

i=1(xi � x)2
; b�0 = y � b�1x;

gdzie x =
Pn

i=1 xi=n, y =
Pn

i=1 yi=n.

b). Pokaza�c, _ze

b�1 = r
sy
sx
; gdzie r =

Pn
i=1(xi � x)(yi � y)

(n� 1)sxsy
:

Przypomnijmy, _ze r oznacza warto�s�c wsp�o lczynnika korelacji pr�obkowej a sx i
sy to odchylenia standardowe warto�sci x1; :::; xn oraz y1; :::; yn, odpowiednio.



5. Rozpatrzmy model regresji z pomini�eciem wyrazu sta lego

Yi = �1xi + �i; i = 1; :::; n;

gdzie �1; :::; �n s�a niezale_znymi b l�edami o rozk ladzie normalnym N (0; �).

a). Wykaza�c, _ze estymator wsp�o lczynnika kierunkowego �1 wyznaczony metod�a
najmniejszych kwadrat�ow ma posta�c

b�1 =

Pn
i=1 xiyiPn
i=1 x

2

i

:

b). Wyznaczy�c estymator parametru �2 metod�a najwi�ekszej wiarogodno�sci.

6. Rozpatrzmy rezultaty kolokwium (na skali od 0 do 25 punkt�ow) i egzaminu
ko�ncowego (na skali od 0 do 50 punkt�ow) ze statystyki matematycznej. W
kolokwium i egzaminie bra lo udzia l 10 student�ow (wyniki w tabeli).

Numer studenta Kolokwium Egzamin
1 7 20
2 11 24
3 12 25
4 14 30
5 17 35
6 15 30
7 21 43
8 22 42
9 19 41
10 13 24

a). Sporz�adzi�c wykres rozproszenia, odpowiadaj�acy tym danym. Czy na pod-
stawie tego rysunku mo_zna stwierdzi�c, _ze istnieje liniowa zale_zno�s�c mi�edzy
wynikiem egzaminu a wynikiem kolokwium?

b). Obliczy�c korelacj�e mi�edzy wynikiem kolokwium a wynikiem egzaminu
ko�ncowego.

c). Za pomoc�a metody najmniejszych kwadrat�ow wyznaczy�c r�ownanie prostej
regresji, opisuj�acej zale_zno�s�c wyniku egzaminu od wyniku kolokwium.

7. Rodzicom pi�ecioletniej Kasi wydaje si�e, _ze ich c�orka ro�snie zbyt wolno. W
poni_zszej tabeli podano informacje dotycz�ace wzrostu dziecka:

Wiek (w miesi�acach) 36 48 51 54 57 60
Wzrost (w cm) 86 90 91 93 94 95

a). Sporz�adzi�c wykres rozproszenia, odpowiadaj�acy tym danym. Czy na pod-
stawie tego rysunku mo_zna stwierdzi�c, _ze istnieje liniowa zale_zno�s�c mi�edzy
wzrostem a wiekiem Kasi?

b). Za pomoc�a metody najmniejszych kwadrat�ow wyznaczy�c r�ownanie prostej
regresji, opisuj�acej zale_zno�s�c wzrostu Kasi od jej wieku.



c). Wykorzystuj�ac otrzymany model, podaj prognoz�e wzrostu Kasi w wieku
40 i 60 miesi�acy.

d). O ile �srednio ro�snie Kasia w ci�agu miesi�aca? Prawid lowo rozwijaj�aca si�e
dziewczynka przyrasta o 6 centymetr�ow mi�edzy czwartym a pi�atym rokiem
_zycia. Czy Kasia ro�snie wolniej ni_z powinna?

8. Zbadano �sredni�a grubo�s�c pni pewnego gatunku drzew w zale_zno�sci od �sredniej
temperatury otoczenia w ci�agu dnia. Uzyskano nast�epuj�ace wyniki:

Temperatura (w �C) 15 20 25 30
Grubo�s�c pni (w cm) 25 26 28 29

Za pomoc�a metody najmniejszych kwadrat�ow skonstruowa�c prost�a regresji
zale_zno�sci grubo�sci pni od temperatury otoczenia. Wykorzystuj�ac otrzymany
model znale�z�c temperatur�e, dla kt�orej prognozowana grubo�s�c pni osi�agnie
30cm.

9. Za pomoc�a modelu regresji liniowej zbadano zale_zno�s�c mi�edzy temperatur�a
powierzchni chodnika (x) a jego wygi�eciem (y). Na podstawie n = 20 po-
miar�ow wyznaczono nast�epuj�ace wielko�sci:

nX
i=1

yi = 12:75;
nX

i=1

y2i = 8:86;
nX

i=1

xi = 1478;
nX

i=1

x2i = 143; 215:8;
nX

i=1

xiyi = 1083:67:

a). Wyznaczy�c estymatory parametr�ow �0 i �1.

b). Narysowa�c prost�a regresji.

c). Wykorzysta�c otrzymany model do prognozy wygi�ecia chodnika przy tem-
peraturze 85�F .

d). Jakie jest �srednie wygi�ecie chodnika maj�acego temperatur�e 90�F?

e). Jaka zmiana �srednigo wygi�ecia chodnika odpowiada zmianie temperatury
jego powierzchni o 1�F?


