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Whyktad jest prowadzony w oparciu o podrecznik
»+Analiza matematyczna 2. Definicje, twierdzenia, wzory”
M. Gewerta i Z. Skoczylasa.
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Szeregiem liczbowym nazywamy wyrazenie postaci

8 +a@t+ay+---+ant+...,

zapisywane takze w formie ) _ ap, gdzie a, € R dlan € N.
n=1
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Definicja

Szeregiem liczbowym nazywamy wyrazenie postaci

8 +a@t+ay+---+ant+...,

zapisywane takze w formie ) _ ap, gdzie a, € R dlan € N.
n=1

Liczbe a, nazywamy n-tym wyrazem, zas sume
n

Sp=ai+a+--+an= Y ax nazywamy n-ta suma
k=1
czesciowag szeregu.
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Definicja

|

Mdwimy, Zze szereg liczbowy Z an jest zbiezny, gdy istnieje
n=1

wilasciwa granica ciggu sum czesciowych {Sp} . Nazywamy

/g suma szeregu / oznaczamy tym samym symbolem, co

szereg

n o0
lim S, = lim ax = an.
n—oo 2 n—)OOkz; k z; Z
= n=
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Definicja

|

Mowimy, ze szereg liczbowy  _ a, jest zbiezny, gay istnieje
n=1

wilasciwa granica ciggu sum czesciowych {Sp} . Nazywamy

/g suma szeregu / oznaczamy tym samym symbolem, co

szereg

n o0
lim S, = lim ax = an.
n—oo 2 n—)OOkz; k z; Z
= n=

Jesli nli_)m Sn = oo (lub nli_>m Sp = —o0), to mowimy, ze szereg
jest rozbiezny.
Reszta (doktadniej n-ta reszta) szeregu zbieznego nazywamy

liczbe Rp = Y ax.
k=n+1
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Jezeli szereg ma wyrazy nieujemne, to jest zbiezny albo
rozbiezny do ~c.
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Jezeli szereg ma wyrazy nieujemne, to jest zbiezny albo
rozbiezny do ~c.

Przyktady

Znalez¢ sumy czesciowe podanych szeregow i nastepnie
zbadac ich zbieznosc:

~n—1
2 T ZW v

n=2
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Twierdzenie

Niech szeregi Z an i Z b, beda zbiezne oraz niech o, 3 € R.

n=1 n=1

> (aan+Bbn) =ad_ an+p8Y b
n=1 n=1 n=1

Wtedy
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Szereg zbiezny z pogrupowanymi w dowolny sposéb wyrazami
ma te samag sume, co szereg wyjsciowy.
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Szereg zbiezny z pogrupowanymi w dowolny sposéb wyrazami
ma te samag sume, co szereg wyjsciowy.

Nie wolno grupowaé wyrazéw szeregu rozbieznego, gdyz
mozna otrzymac szeregi zbiezne o r6znych sumach, np.:

(1_1)+ 1_|_1_1_1 + 1+1+1_1_1_1 + =0
2 2 2 2 3 33 33 3 "7
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Nie jest dopuszczalna zmiana kolejno$ci sumowania
nieskonczenie wielu wyrazéw nawet dla szeregbéw zbieznych,

np.:

1_1+1_1+1_1+1_1+1_l+ =1n2
273 475 67 879 10 - ne

a po przestawieniu nieskonczenie wielu sktadnikéw otrzymamy

L1y LA B
5 911 6 e

1+ +

1.1 1.1
3 2 7 4
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Szereg geometryczny

o0
Zx”:1+x+x2+x3+...

n=0

jest zbiezny dla |x| < 1 i rozbieZny dla |x| > 1.
Ponadto dla |x| < 1 suma tego szeregu wynosi

> 1
;Xﬁ:1—x'
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Szereg geometryczny

o0
Zx”:1+x+x2+x3+...

n=0

jest zbiezny dla |x| < 1 i rozbieZny dla |x| > 1.
Ponadto dla |x| < 1 suma tego szeregu wynosi

> 1
;Xﬁ:1—x'

Przyjmujemy konwencje, ze dla x = 0 i n = 0 ktadziemy x" = 1
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Twierdzenie

Warunek konieczny zbieznosci szeregu

o
Jezeli szere an jest zbiezny, to lim a, = 0.
g 21 nl y, to lim an
n=
Rdwnowaznie powyzsze twierdzenie mozna zapisac w postaci:
oo

Jezeli nango an # 0 lub nILrT;O an nie istnieje, to szereg Z an jest

n=1
rozbiezny.
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Twierdzenie (Kryterium catkowe zbieznosci szeregow)

Niech funkcja f bedzie nieujemna i nierosngca na przedziale
[ny, o0), gdzie ng € N.

Wtedy szereg ) _ f(n) i catka niewtasciwa / f(x) dx sg
n=ngp No

jednoczesnie zbiezne albo jednoczesnie rozbiezne (do o).
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Twierdzenie (Kryterium catkowe zbieznosci szeregow)

Niech funkcja f bedzie nieujemna i nierosngca na przedziale
[Ny, o00), gdzie no e N.

Wtedy szereg Z f(n) i catka niewtasciwa / f(x) dx sg

n=ngp

jednoczesnie zbiezne albo jednoczesnie rozb/ezne (do ).

Ponadto reszta szeregu, czyli R, = Z f(k) spetnia
k=n+1

/f x)dx < Rp < /f(x)dx

n+1

oszacowanie
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Przyktady

Korzystajac z kryterium catkowego, zbadac zbieznos¢
podanych szeregow.

> 1 . Inn
1.27n2+4, 2.2?.
n=1 n=2
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Szereg

S| 1 1 1
ﬁ—i_ﬁ“'

fest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny do oo dlap < 1.
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Szereg

o0

gyl
P n P

fest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny do oo dlap < 1.

ﬁ.--

Przypomnijmy, ze analogiczne twierdzenie zachodzito dla catek
niewtasciwych pierwszego rodzaju:

catka / % dx jest zbiezna dla p > 1 irozbieznadla p < 1.
1
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Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze)
Niech0 < a, < bn dla kazdego n > ng. Wéwczas:

1. Jezeli szereg Z by jest zbiezny, to takze szereg Z an jest

o n=1 n=1
zbiezny.

2. Jezeli szereg  _ a jest rozbiezny, to takze szereg » _ by

n=1 n=1

jest rozbiezny.
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Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze)
Niech0 < a, < bn dla kazdego n > ng. Wéwczas:

1. Jezeli szereg Z by jest zbiezny, to takze szereg Z an jest
n=1 n=1
zbiezny.

(o.] [o.¢]
2. Jezeli szereg  _ a jest rozbiezny, to takze szereg » _ by
n=1 n=1
jest rozbiezny.

Uwaga
Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla szeregow o
wyrazach niedodatnich.

N
| A
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Twierdzenie (Kryterium ilorazowe)
Niech an, b, > 0 (lub an, by, < 0) dla kazdego n > ng oraz niech

lim — =k, gdzie k € (0, ).
bn

n—oo

o o
Woéwczas szeregi Z an oraz » _ b, sa jednoczesnie zbiezne

n=1
lub jednoczesnie rozb/ezne do oo (—0).

Zatozenie, ze wyrazy obu szeregéw sg dodatnie (ujemne) jest

X (_q\n
istotne, np. szereg Z an = Z ( \}n)

n=1 n=1

(1) . y an _
an_z< +W jest rozbiezny, ale nh—>r2ob7 1.

n=1

jest zbiezny, szereg
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Przyktady

Korzystajac z kryterium porownawczego lub ilorazowego,
zbadac zbieznos¢ podanych szeregow:

1§:\/n2+1 zi 38"+n . > e"—1
i n2+2"’ ’ n3n 4 2n° ’n:1 3n—1

n=1 n=1
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Twierdzenie (Kryterium d’Alemberta)

ant1

. Wowezas, jezeliq < 1 to szereg » _ ap

Niech q = nlim ’
— 00
n=1

an

jest zbiezny, a gdy q > 1, to szereg Z an jest rozbiezny.
n=1
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Twierdzenie (Kryterium d’Alemberta)

ant1

o0
. Wowezas, jezeliq < 1 to szereg » _ ap
n=1

Niech q = lim 2
n—oo n

jest zbiezny, a gdy q > 1, to szereg Z an jest rozbiezny.
n=1

Twierdzenie (Kryterium Cauchy’ego)

o0
Niech g = lim /|a|. Wowczas, jezeliq < 1 to szereg > ap

n=1

jest zbiezny, a gdy q > 1, to szereg Z an jest rozbiezny.
n=1
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Jesli granica q = 1, to ani kryterium d’Alemberata, ani kryterium
Cauchy’ego nie rozstrzygajg czy badany szereg jest zbiezny.
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Jesli granica q = 1, to ani kryterium d’Alemberata, ani kryterium
Cauchy’ego nie rozstrzygajg czy badany szereg jest zbiezny.

Przyktady

Korzystajgc z kryterium d’Alemberta lub z kryterium
Cauchy’ego, zbadac zbieznos¢ podanych szeregdw

o on | 3n e 1
1. Znn’ Z.Zm, 23n+4n, 4.Z1arccos”n2
n—=

n=1

Alicja Janic Wykiad 1. Szeregi liczbowe.



Przyktady

Wykazac zbieznos¢ odpowiedniego szeregu, a nastepnie na
podstawie warunku koniecznego zbieznosci szeregow
uzasadnic¢ podane réwnosci:

n201 5 nn

1.n||%rr;o 3 =0, 2. lm — = .
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Mowimy, ze szereg Z an jest zbiezny bezwzglednie, gdy

n=1

o
szereg ) _ |an| jest zbiezny.
n=1
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Definicja
Mowimy, ze szereg Z an jest zbiezny bezwzglednie, gdy
n=1

o
szereg ) _ |an| jest zbiezny.
n=1

Maowimy, Ze szereg Z an jest zbiezny warunkowo, gdy jest

n=1
zbiezny, ale nie jest zbiezny bezwzglednie.
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Twierdzenie

Szereg zbieZzny bezwzglednie jest zbiezny.
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Twierdzenie
Szereg zbieZzny bezwzglednie jest zbiezny.

Jezeli szereg badany przy pomocy kryterium d’Alemberta lub
Cauchy’ego jest zbiezny, to kryteria te gwarantujg jednoczesnie
jego zbieznosc¢ bezwzgledna.

Alicja Janic Wyktad 1. Szeregi liczbowe.



Twierdzenie
Szereg zbieZzny bezwzglednie jest zbiezny.

Jezeli szereg badany przy pomocy kryterium d’Alemberta lub
Cauchy’ego jest zbiezny, to kryteria te gwarantujg jednoczesnie
jego zbieznosc¢ bezwzgledna.

Szereg zbiezny bezwzglednie jest zbiezny do tej samej sumy
przy dowolnym przestawieniu kolejnosci wyrazéw.
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Twierdzenie (tw. Leibniza o szeregu naprzemiennym)

Jesli ciag {bn} jest nierosngcy od pewnego numeru ny € N
oraz nILm b, = 0, to szereg naprzemienny

0

Z(_1)n+1bn:b1 —bo+bs—by+...

n=1

jest zbiezny.
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Twierdzenie (tw. Leibniza o szeregu naprzemiennym)

Jesli ciag {bn} jest nierosngcy od pewnego numeru ny € N
oraz nILm b, = 0, to szereg naprzemienny

0

Z(_1)n+1bn:b1 —bo+bs—by+...

n=1
jest zbiezny.
Ponadto, dla kazdego n > ny prawdziwe jest oszacowanie
reszty szeregu

n
|Rn| = |S — Sp| = 'S_ Z(_1)k+1bk < bni,
k=1

gazie S oznacza sume szeregu.
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Przyktady

Korzystajac z twierdzenia Leibniza, uzasadnic¢ zbieznosc
podanych szeregow naprzemiennych:

1.503(—1)%;;7;, 2. i(—n” (\/n2 1 n) .
n=4 n=1
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