ALGERRA z GEOMETRIA ANALITYCZNA

wergja VA dwiczevia odbywaisce sie co tydzied

PRZEKSZTMLANIE WYRAZEN MGEBRAICZNTCH, WZOR TWOMHNOWY? NEWTONA

). Uprosci¢ podane wyrazenia

() 2V/3-V27; (b) (3v2—V6)(V3+3); () 3as -8as; () (VB-1)(vV5+1);
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2. Obliczy¢

1/3
WY32:2-12:4.3 Y32 (P-12:4)3 (O (2) 5 VR
3. Usunaé¢ niewymiernosci z mianownika

L 3. 2/3 f+f
; b ; . A

4. Napisa¢ rozwiniecia poteg podanych dwumiandw

) (y+2)% by (3 — 4)% @ (o i)4? @ (o+ ;)5
S. Wyznaczy¢ wspotezynnik rozwiniecia wystepujacy przy ¢

WY O+47 t=1% Y @o-30), t=r% () (20— i)ﬁ (% + x)6, { = a0,
6. Wykorzystujac rozwiniecie dwumianu (1 + z)? obliczy¢ 1,01%.

. W rozwinieciu dwumianu (1 — 3x)" wspotezynnik przy x? réwny jest 90. Znalezé n.

DZIAMIA NA MACIERZACH

8. Niech
L4 3 3 21 2 4 i
A:[63 0], B=|-2-35|, C=| 40|, D=| |, F=[-T311].
1 00 -2 2 9

Wyznaczy¢, jesli jest to mozliwe, nastepujace macierze

A+C, AT+ C, C—24T, AB, BA, BC+ BA", B, D"F, DF, F-5D, CC" — (CCT)".

Q.
(A Obliczy¢ AB — BA, jesli



(b)Y Poda¢ przyklad dwoch macierzy A # B, stopnia 2 réznych od macierzy skalarnych i takich,
ze AB = BA.

10. Macierz (rzeczywista) A nazywa sie ortogonalna, jesli spelnia warunek AAT = I (= AT A),
symetryczng jesli A = AT, antysymetryczng jesli A = —AT. Niech p € R i

Ccos —sin
A= 2 2

sinp  cosp

(a) Pokazac, ze A jest macierza ortogonalng.
(b)Y Znalez¢ wszystkie wartosci ¢, dla ktérych A jest symetryczna.

(&) Znalez¢ wszystkie wartosci ¢, dla ktorych A jest antysymetryczna.

N. Prawda czy falsz? Niech X bedzie macierza stopnia 2. Uzasadnié¢ prawdziwosé¢ albo podaé
kontrprzyktady obalajacy ponizsze stwierdzenia.

(A) Jesli X2 =0, to X =0.
(b)Y Jesli X2 = X, to albo X =0, albo X = 1I.
() Jedli X2 =1, toalbo X =1, albo X = —1.
A co w przypadku gdy X jest macierzg stopnia 3 7

12. Okresli¢ wymiar i wyznaczy¢ rzeczywista macierz X spetniajaca rownanie macierzowe

123 2 2 2 2
-1 0 =3 T 6 9 T T T . . .
() [ 0 2 0} X0 = [4 5]? () (XA)" = (A" +30) X", gdzie A jest macierza 3 x 3.

12. Niech
3 —4 3 4 —2 1
A:l—z 3]’ 32[2 3]’ 02[35]'

Obliczy¢ iloczyn AB a nastepnie rozwiaza¢ rownanie X A = C' z niewiadoma X .

WYZNACZNIKI, MACIERZE ODUWROTNE, RZEDY MACIERZY

14. Wiadomo, ze

a b c
de f|=6
g h 1
Zmalez¢ wartosci wyznacznikow
g h i g da 3a 3b 3c —3a b c—4b
(& |ab cl; (Y| h e b|; (| —d —e —f|; (&Y | —3d e f—4e
de f v f ¢ 4g 4h 4 -39 h i—4h

IS. Niech A bedzie rzeczywista macierza stopnia 7, ktorej wyznacznik wynosi 2. Ile wynosi wy-
znacznik macierzy 2A, —5A, A2, —A3, (AT)?2?



6. Napisa¢ rozwiniecie Laplace’a wzgledem podanych wierszy /kolumn (nie oblicza¢ podanych wy-

znacznikow)
1 -2 -3 11 1 ;5; g _g :;
(@) 4 —5 6|,1.kolumna; (bY|0 1 —2],2 wiersz; (o) 124 0 8l 3. kolumna.
-7 8 9 T 6 —3 S0 0 -1
7. Obliczyé¢ wyznaczniki podanych macierzy
3 5 —-13 -8 —4 —13-X -8 —4
A:[711]; B = 12 7 4, C = 12 7—2A 4 ;
24 16 7 24 16 7—A
10 2 3 4 1 3 0 bl
-2 0 3 1 4 1 0 2 12222
D= : E = ; F=1]12 3 3 3
1 1 2 1 4 0 2 2
-1 0 5 1 01 2 2 12344
1 2 3 4 5

18. Obliczy¢ wyznaczniki podanych macierzy, gdzie a, b, c, d, e sa liczbami rzeczywistymi

cccecece 1+a b c d e

abbd 1111
1l cceceec a 1-+5b d e

babdbd b 111
; : 11c¢ccecl; a b 14c¢ d e

bbadbd bbll
bbb bbbl 111¢ec a b c 1+d e
1111c¢ a b c d 1+4e

19. Dla jakich wartosci parametrow rzeczywistych c, h, k, A ponizsze macierze sg odwracalne

c 1 hol 1 . (1)8113\
() ; CRY [ 1 h =1 |; @) 5 -2 3| h ?
c —1 11 n 10 -1 112 3
0012

20. Wykorzystujac metode obliczania dopelnien algebraicznych wyznaczyé macierze odwrotne, jesli
istnieja, do podanych macierzy

0005 1111
1 2] (2)—13- 1 2] ;—(1)2 0040/ [1222
34 |5 ol 24y L gl |03 o0 1233
2.0 00 1234

2). Wykorzystujac metode bezwyznacznikowa (przeksztalcen elementarnych na wierszach) wyzna-
czy¢ macierze odwrotne, jesli istnieja, do podanych macierzy

2 2 1

3 73 3 1246 1111 1101
34| 2 1 2 0120 1222 0111
12 3 3 3|’ 201 2|7 1233]" 1010

12 2 000 2 1234 1101

33 3



22. /nalez¢ rozwigzania podanych réwnan macierzowych
-2 1 2 12 11 01
o [ o)e- i) o [13)xaa)-[20)
1 3 0 0 -1 0 1 2
() (XT+50)t=1]0 -1 0f; (ADHX=1|0 0 —-1| X+ |2 1};
2 2 1 0 0 O 3 3

@ (o) B @[] e

23.

24,

26.

2.

28.

24.

)

Niech A i B beda rzeczywistymi, odwracalnymi macierzami wymiaru n X n, gdzie n jest niepa-
rzysta liczba naturalna. Pokazaé, ze AB + BA jest macierza niezerowa.

Niech A, B bedg macierzami wymiaru n x n. Pokaza¢, ze jesli A+ B jest macierza odwracalna,
to A(A+B)"'B=B(A+ B)'A.

Dla niezerowych liczb rzeczywistych zachodzi LR ba_—ba. Uzasadni¢ macierzowy analogon
tej rownosci dla odwracalnych macierzy A, B:

At—-Bt=AYB-AB"
Czy ré6wnos¢ A~ — B~! = B™1(B — A)A™! takze jest prawdziwa?

Wyznaczy¢ rzedy macierzy

19 —127 12132 i’g_;jg
A=11-8 1610|; B=[13602; C=| o | o |
2 1 1537 37866 11 0 1 -4

Wyznaczy¢ rzedy macierzy w zaleznosci od rzeczywistych parametréow a, b, r, s

0 -1 -1 3b b b R
1 0 al;: 220 0b]|; OZ—lr—l—Q
a 1 2 2220 0o

Prawda czy falsz? Jedli A, B sa takimi macierzami, ze rz A = 1z B, to 1z A? = rz B?. Uzasadni¢
rownosé albo podaé¢ kontrprzyktad obalajacy powyzsze stwierdzenie.

DKLATY ROWNAN LINIOWYCH

Sprawdzi¢ czy podane uklady rownan maja rozwiazanie (nie rozwiazujac ich). Jesli odpowiedz
jest twierdzaca podac liczbe parametrow.

—3x 6xy — 4r3 — 9x 3rs = —1
L 2 3 1 > r1 + 229 + 323 =1

—x1 + 229 — 223 — 4dxy — 325 = 3
;o By 22+ xe + 225 =1

ZL‘1—2$2+2I3+2$4—5I’5: 1
4r1 + dxo + 8x3 = 2

Ty — 209 + 23 + 3x4 — x5 = 1



3r1 + bxy + 10z3 = 10

_ — 4y, —
1 2i2 + 3§3 + i4 8 1 + To9 + 2%3 = 0
2 3 4 =
; 2 4 = .
() T + 319 — 314 = 0 (@) r1 + 4z +  Txs 8
0

—7$2+3l’3+ Ty =

20. Korzystajac ze wzoréow Cramera, jesli to mozliwe, wyznaczy¢ wskazane niewiadome z uktadow
rownan liniowych

r +2y+z2=1 T4+ y + 2z =1
3y = 2
R YT ey {20y —z2=2,y (D +y = o, z;
o + 7y = 6
Y x +z=1 y + 2z =7
2!E1—|— ZL’2—|—2$3—|—3$4: 5% 1 +21’2 +31’3 + 45(]4 =0
6x1 + 229 + 43 + 84 = 14 ‘ bry 4+6x3 + Ty = 1
() Ty — X2 + 4xy = 973:4’ (e 923 + 10x4:0,x1,w2.
I2—3I3—4$4:—4 121’4 =1

2). Rozwigza¢ podane uktady rownan liniowych wykorzystujac metode eliminacji Gaussa

T+ Yy +224+ w=5

T —2z=0 Tog — 223 =0
(@) 3r + vy =1; (b)Y 2 4 3y = Z_QMZZ; (YL 2y — 229+ 23=0
—x+y+z=4 v+ 5y + 32 =7 r1 — 429 + 523 =0
or + Ty — 3w =14
21’1 + 31’2 — 2:83 + 4ZL'4 = 2 21’1 +3l‘2 — 2[[‘3 +4l’4=
(@) 4ry + 6xy — x5 + 2024 = 13 ; (e { —6x;7 — Swy + 63 — 224 = 1 .
—6x7 — 919 + T3 — 8ry = -3 4ry + 4xy — 4dr3 — x4 = —7

32. 7mnale7¢ rozwigzanie ponizszego uktadu rownan obliczajac macierz odwrotna do macierzy glow-
nej a nastepnie wykorzystujac mnozenie macierzy

4[[’1 - 61’2 + r3 = 17
—T] + 25[}2 — X3 = —14 .
3.731 — 5132 + T3 = 23

Poda¢ dwa inne sposoby rozwiazania tego uktadu.

33, Dane sa cztery liczby naturalne. Wybieramy trzy z nich, liczymy ich Srednia arytmetyczna,
do wyniku dodajemy czwarta liczbe i otrzymujemy 29. Po powtoérzeniach powyzszych operacji
(przy innych mozliwych wyborach trojki liczb) uzyskujemy 23, 211 17. Znalez¢ wyjsciowe liczby.

34. Roéwnanie okregu ma posta¢ z? + y* + ax + by = ¢ (dla pewnych liczb rzeczywistych a, b, c).
Znalez¢ réwnanie okregu przechodzacego przez punkty (6, 8),(8,4) 1 (3,9).

3S. Niech @y, %,,...,7, € R3 Moéwimy, ze wektor ¥ € R3? jest liniows kombinacja wektorow
U1, Vs, ..., Uy, jesli istnieja skalary aq, as, ..., a,, takie, ze U = a9 + asts +. . . + a,, U,,. Przykta-
dowo, wektor (—2, 8, 5) jest kombinacja liniowa wektorow (3,1, —2), (1,0, 3) i (4, —2, 1) poniewaz
2(3,1,-2) + 4(1,0,3) — 3(4, —2,1) = (~2,8,5).

Przedstawi¢ wektor ¢ = (1,2, 3) jako liniowa kombinacje wektorow o = (3,2,4), ¥o = (1,0, 3),
¥y = (2,2,2).



26.

Prawda czy fatsz? Uktad réwnan liniowych, w ktérym jest wiecej niewiadomych niz rownan ma
co najmniej jedno rozwiazanie. (Tak jak zwykle, jesli to prawda nalezy uzasadnié¢ stwierdzenie,
a jesli falsz - poda¢ kontrprzyktad.)

37. Dla jakich wartosci parametru A uktad rownan
3r + 2y = \x
dr + by = My

38.

34Q.

ma rozwigzanie inne niz x =y = 07

|
Wyznaczy¢ te wartosci parametru b € R, dla ktérych macierz [ :2 } jest macierzg rozsze-
I

—-15b
2 4

rzong niesprzecznego ukltadu réwnan liniowych.

Przedyskutowac ilos¢ rozwiazan uktadu réwnan w zaleznosci od parametru a € R

(4—a)r +
-2z + (l—a)y +

2y — z =1
22 = 2.

—r + 20 + 4—a)z =1
40. Wykorzysta¢ metode eliminacji Gaussa do rozwigzania uktadu réwnan, ktérego macierz rozsze-
rzona ma postac
3 -6 -1 1;5
-1 2 2 3|3
6 —8 —3 —2|1

3-6-1 1/5 -1 2 2 3|3 -1 2 2 3| 3
~1 2 2 33| ME |3 6 -1 15 | = 4 1 4] 9
6 -8 —3 —2/1 6 —8 —3 —2|1 | T 4 —1 —4{-9
|
_ 5 15 5 Lo15
wl'—>w1+%w2 I 0 2 5: 2 wi——1-wq L0 _5 _5:_?
0 —4 141 9| .7 1 I
w3z w3 +w?2 | W2 — 7 W2 O 1 - _1 | _g
0 000! 0 wy 4 4
St@d T = —12—54—%3:3—1—5:134, Lo = —%—i‘ le$3+l’4, T3, Tq4 € R.

Liczey 2esPoLoNe

4). Obliczy¢

(Y (=7 +120) — (3-61) + (1 + 2i);

() (1+1)(1+1);
C&\ 1109+175+(_i)13+<_i)77;

1+ /1-i\"
(o) (1—1) +(1+1) !

ai 0 2
0 51] , a,BeR;

Y {

CbY (1 +2i)(—2+3i)(1 —1i);

() (1 —3i)%
CQ i'iQ'iS"'iQOIB;

5 + 5i 20 \
(A 3—4i+<4—3i>’

W {Og —%ir’ a,8 € R\ {0}.



42. 7nalez¢ rozwigzania ponizszych réwnan
(M) 4+5i=2z—(1-1); b)Y |2| +2 =3 +4i; () 2% = —i; () (3+1)z = 2iz;

1 —_ .
2—-i 1+1i’

() 22 =z oy LEE

1—22

() 422+ 8|22 =8; (£ % +

43. Niech z; = 1+1, 2o = —1 —i. Wyznaczy¢ 23 € C aby trojkat o wierzchotkach w 21, 2o, 23 byt
rownoboczny.

44, Korzystajac m.in. z interpretacji geometrycznej modutu liczby zespolonej opisac i zaznaczy¢ na
plaszczyznie zespolonej nastepujace zbiory spetniajace ponizsze warunki

W |z-2[=3 b)Y |z+i] <2 ) [z —1+2i| > 3; (A [z +2=|z-5+i;

() 2iz+4/ <8 (N 0<Re(iz) <1 (§)—1<Im(z+5)<1; (h)Re (Z‘f) —0.

Z —_—
4S. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej/wykladniczej liczby zespolone

(A —4i; b) —;—\fi; () sina+icosa, a€R; (@H) (1_11)3

46. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a obliczy¢

(1= )°(3+1)°

_ o:\44 . £\21 _ 21 . _ \—18.
Y 2v3-20)"; Y (1+i)+ (11— Q0O -1)"% & AT

Wynik poda¢ w postaci algebraicznej.
47, Znalez¢ liczbe zespolong z wiedzac, ze |z — 1| = 11 arg(z — i) = 0.
48. Przedstawic¢ na ptaszczyznie zespolonej zbiory spetniajace ponizsze warunki na argument gtéwny

V38

(A arg(—1+i)<argz < arg(1—1); (b) % Larg(2®) <m; ()arg(3rm) < |2+2| < — -arg(i) ;
(@) 3% < arg(—iz) < 2m; () arg(z — 3+ 2i) = %; ) arg(2?) = 2% A z—2|<2.

49. Znalez¢ i zaznaczy¢ na plaszezyznie zespolonej pierwiastki

Y V/—27; (kY V/32i; CVV3 +i; (ENE

9
() VI+1; 0 (; - ? i) : /(T =1 A/ (2 — 215

SO. Korzystajac z liczb zespolonych uzasadnié¢ réwnosci
(A sin(bx) = 16sin® z — 20sin®x + 5sinz; (b)) cos(bx) = 16 cos® x — 20 cos® z + 5 cos x .
Sl. W zbiorze liczb zespolonych rozwiazaé¢ réwnania
(WY 22+424+13=0; (b)Y 22— (B+i)2+4+3i=0; () 2*-8=0; (&) 2*+322+32+1=1;
() i22+(1+2)2+1=0; (O 22-22+4=0; e =1 CRY 28— (1+i)22 +i=0.



3

S2. Wykazaé, ze jesli liczba zespolona zy spetnia réwnanie z° — 2z 4+ 13 = 0, to liczba sprzezona z

rowniez spelnia to réwnanie.

S3. Prawda czy falsz? Jesli to prawda nalezy uzasadni¢ stwierdzenie, a jesli falsz - poda¢ kontr-
przyktad.

(&) Modut liczby zespolonej rowny jest iloczynowi tej liczby i jej sprzezenia.

(b)Y Liczba zespolona réwna sie swojemu sprzezeniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest zerem.
(&) Sprzezenie sumy dwoch liczb zespolonych rowne jest sumie sprzezen tych liczb.

(&) Dla z € C zachodzi rownosé V/z° = /z, gdzie N > n,s > 1.

() Czesé rzeczywista iloczynu dwoch liczb zespolonych réwna jest iloczynowi czesci rzeczywi-
stych tych liczb.

WIELOMIAN?

S4. Wypisaé¢ wszystkie mozliwe pierwiastki catkowite /wymierne wielomianow
(a) Go' +350° — 2330 +36; (Y 2®— Dot + 608 — Lo —w— 1, (&) 45 —62% + 130 +120.
SS. Znalezé¢ wszystkie pierwiastki wymierne wielomianow

(A& —at+ 23422+ +2; (kY 32 + 22* — 723 + 222 () 2* — 3,323 + 2,322 4+ 0,67 ;

(@) x5—%+5x3—1§x2+4x—§; (e 2° + 2% +102% + 1022 + 9z + 9.

Sb. Znalez¢ wszystkie (rzeczywiste i zespolone) pierwiastki wielomianow
) 2t — 22 -2 (kY 2° + 2* 4+ 1023 + 1022 + 92 + 9;
() 2* — 323 — 5a? + 3z + 4; (&N 2® — 622 + 132-10.
ST, Sprawdzié, ze x; jest pierwiastkiem wielomianu P a nastepnie znalezé pozostate pierwiastki
(Y x =1, P(z) = z* — 42® 4+ 142? — 4x + 13;
by z;,=1-1, Plx)=2—(1—1)z* +x+ (-1 +1);
() 2, =—-1++3i, P(z)=a"— 42> — 162 — 16.
S8. Znalez¢ rozktad wielomianu W na czynniki rzeczywiste nierozkladalne
(W Wi(z) =2+ 1; (b)Y W(x) = 223 — 322 — 292 — 30; () W(z) =23 — 62— 9.

9. Zaproponowaé rozktad na sume rzeczywistych utamkow prostych (bez wyznaczania statych w

liczniku)
r—1 2 4a® — 22* + 2203 — 822 — 20 — 3
() z2(x? +9)3 (e (22 + 1)%(22 + 42 +2)’ (e (22 —2x — 1)(22 + 22+ 1)2

60. Podane funkcje wymierne roztozyé¢ na sume rzeczywistych utamkéw prostych

202 +Tx + 7 822 —x +3 622 + 3z —9 —* 4z +1
: : : & :
z(x+1)(x+3) Ce B+ (e 22(x+3) () z(x + 1)?

)

I



2 + 4 2%+ 21 + 2 3o — 17 8r? —4x + 8
) o O—F 3 M —
6l. Wielomian 223 + ax? +bx + 1 dzielony przez z—1 daje reszte 4, a przez x—2 - reszte 15. Znalezé

b2.

63.

reszte z dzielenia tego wielomianu przez x + 1.

Dla jakich wartosci a,b € R wielomian W (x) = ax® + bx? + 11z — 6 dzieli si¢ bez reszty przez
2% —4x + 37

Nie wykonujac dzielenia, znalez¢é reszte z dzielenia wielomianu P przez ()

) Pz)=(z+3)B+ (x+2)°4 5z + 927, Qx) =z +2;
Y P(z) =2 Q(z) = (z — 1)(z — 2);
() Pla)=a¥ + 2+ 2 +2°+2, Q(x) =2° -

4.

bb.

61.

68.

6.

WEKTOR? | WARTOSC WOLASNE MACIERZY

Niech
-9 —6 -2 -4
-8 —6 -3 —1
A= 20 15 8 5
32 21 7 12

Korzystajac z definicji wektora i wartosci wlasnej macierzy okresli¢ bez wyliczania pierwiastkow
rownania charakterystycznego, ktére z podanych wektoréow u, v, W, Z sa wektorami wtasnymi
macierzy A. Dla tych, ktore sa znalezé odpowiadajace im wartosci wlasne;

ﬁ:: (_171707 1)’ 17: (]-927 170)a ﬂ; = (_1a07272)7 zZ= (07 1a _3a0)

0 —1
A= [ : O} |
Wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne macierzy A rozwazajac ja jako macierz (a) zespolong,
(b)) rzeczywista.

Niech

Wykorzystujac fakt, ze iloczyn macierzy gornotrojkatnych jest macierza gérnotréjkatna, znalezé
wartoséci wlasne macierzy A%, gdzie

1 2 =20
1
A 0 31
00 25
00 00
Zmalez¢ rzeczywista macierz stopnia 2, ktérej wartosci wlasne to Ay = 1 odpowiadajaca wekto-
rowi wlasnemu ¥ = (1,2) i Ay = —1 zwiazana z wektorem whasnym ¥, = (2, 1).

Znalez¢ wszystkie rzeczywiste macierze stopnia 2, dla ktorych wektor (1,2) jest wektorem wta-
snym odpowiadajacym warto$ci wtasnej 2.

) 1 4
N1eChA—{4 1}.

(A) Znalezé odwracalng macierz P taks, ze D = P~LAP jest macierza diagonalna.

(bY Obliczyé¢ A,



0. Zdiagonalizowaé¢ macierz A (znalezé macierz A” podobna do A, ktora ma postaé diagonalna)

11 U 110 122
(A\A:{_,r _101; (YA=|[220]; (HYA=|212
001 221

Poda¢ macierz P okreslajaca to podobienstwo.

01

. Prawda czy falsz? Wiadomo, ze macierz A jest podobna do macierzy B = { 01

} . Uzasadnié

albo podaé¢ kontrprzyktad obalajacy ponizsze stwierdzenia:
(&) A? = A; (bY det A = 0;

() X = 0 jest wartoscig wlasng macierzy A; () A = 1 jest wartoscig wlasng macierzy A2.
GEOMETRIA ANALITYC2NA

2. Dla wektorow @ = (2,1,1), ¥ = (1,-2,2), w = (1,3, —5) obliczy¢ podane wyrazenia, jesli maja
one sens

) |9); (b)Y % o w; () (2u — V) x w; (&) i — U] x w; (&) @] — T ow;
O |u|v — w; (§) & x W — 7 (R do (@ —7); ) (@ x 7)o w; W) (do ) x .

73. Wiadomo, ze punkty A = (—=1,—-2,4), B = (—4,-2,0) i C = (3,—2,1) sa wierzcholkami
trojkata. Wyznaczyé kat przy wierzchotku B.

4. Niech @, T bedg wektorami przestrzeni R3.
() Wiadomo, ze || =13, |¥] =19 i |4 + U] = 24. Obliczy¢ dlugosé wektora @ — v.

(b)Y Wiadomo, ze @ i ¥ tworza kat ¢ = 60°; Ponadto |d| =5 i |0] = 8. Obliczy¢ dtugosé wektora
U — 9.

() Wiadomo, ze |i| = 3,|0| = 5 znalez¢ wartos¢ o € R, aby wektory @ + o 1 4 — av byly
prostopadte.

7S, Bez wyznaczania rownania prostej, sprawdzi¢ czy punkty P = (2,—1,4), Q@ = (5,4,6) i
R = (—4,-11,0) leza na jednej prostej.

6. Znalezé wektor @ wspotliniowy z wektorem ¢ = (2,1, —1) i spetniajacy warunek @ o @ = 3.

M. Znalezé wszystkie wektory jednostkowe, ktore sa prostopadle jednoczesnie do wektorow
u=(2,—-1,1)1i7 = (4,1,-2).

8. Obliczy¢

(a) pole powierzchni trojkata o wierzchotkach w punktach A = (1,2,0), B = (3,0,-3) i
C =(5,2,6);

(b) objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach w punktach A = (2,-1,1), B = (5,5,4),
C=(32-1)iD=(4,1,3);

(&) pole powierzchni réwnolegltoboku rozpietego na wektorach 4 = (3,—4,1), ¥ = (-3, 6,0);

(&) pole powierzchni réwnolegloscianu rozpietego na wektorach @ = (3, —5,1), ¥ = (0,2, —2),
@ = (3,1,1).
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9. Dane sa wierzcholki czworoscianu: A = (0,0,2), B = (3,0,5), C = (1,1,0), D = (4,1,2).
Obliczy¢ dhugo$é wysokosci opuszczonej z wierzchotka D.

80. Napisa¢ rownania ogdlne i parametryczne plaszczyzny przechodzacej przez
() punkty A= (0,3,1), B=(1,0,—1)i C = (2, -2, —2);
(b) punkt P = (2,1, 1), ktérej wektor normalny to 7 = (1, -2, 3);
() punkt (3,4, —5) i rownoleglej do dwoch wektorow @ = (3,1, —1)ib = (1,-2,1);
(&) punkt (1,-2,4) i réwnoleglej do ptaszezyzny Owz;
(&) punkt (4,—1,2) i przez o$ Oux;
() punkty P, = (2,—1,1), P, = (3,1,2) i rownoleglej do osi Oy;
(9) srodek odcinka AB, gdzie A = (3,1,7) a B = (1, -3, 3) i prostopadlej do tego odcinka.
8l. Napisa¢ réwnania parametryczne i kierunkowe prostej przechodzacej przez
(a) dwa punkty (1,1,—2) 1 (3,—1,0);
(b)Y punkt P = (2,1, 1), ktorej wektor kierunkowy to 7 = (1, —2, 3);
() punkt M; = (2,0,—3) i rownoleglej do wektora @ = (2, —3,5);
(&) punkt M; = (2,0, —3) i rownolegtej do osi Oy;
(&) punkt M; = (2,3, —5) i rownoleglej do prostej

3r — y + 22 — 7 =0
x4+ 3y — 22 4+3 =07

() przez punkt P = (2,3,0) i prostopadtej do prostych

r= 1 +3t -
kiQy= -3 +4t  te€R i Lao-1=2-= g
= 4 +5t

Cg) punkt P = (-1,2,-3), prostopadlej do wektora @ = (6,—2,—3) i przecinajacej prosta
x—1 y+1 2-3

3 2 -5

82. Zalez¢ punkty przeciecia

r= 2t —3 T = s + 95

(a&Y dwoch prostych k: ¢ y= 3t —2 ,teR, [:{ y= —4s — 1, scR;
z= —4t + 6 z = s —4

(b)Y prostej k: 1533:%3:2—3 z plaszezyzng m: 20 —y+ 32 —1=0.

83. Wyznaczy¢ rownanie ogolne plaszezyzny przechodzacej przez punkt M = (2, —2,1) i prosta

{(z,y,2) =(1,2,-3) +£(2,—3,2): t € R}.
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84. Wyznaczy¢ rownanie ogolne plaszczyzny przechodzacej przez proste

Jr—=2y+32z2= 5 . , |3+ y+3z2+7=0
(Axk'{x—2y—4z:—3 ! l'{5x—3y—|—22+5:0’
r—=2 y+1 2z-3 r—=1 y—-2 z+3

(k\k.B—Q—_211.3—2—_2.

8S. O wektorze @ € R® wiadomo, ze (1) jego poczatkiem jest poczatek uktadu wspotrzednych, (2)
koniec lezy na ptaszczyznie x —y + 2z + 1 = 0, (3) jest prostopadly do wektora w = (1,0,0) i
(4) czworoscian zbudowany na wektorach 4, w i (—2,0,1) ma objetosé¢ 3. Znalezé wspotrzedne
tego wektora.

86. Wyznaczy¢ odleglosé

r+3 y+2 z2-8

(&) punktu P = (1,—1,-2) od prostej {: 3 2 -2

(b)Y punktu M = (—1,1,—2) od plaszczyzny przechodzacej przez punkty M; = (1,—1,1),
M2 - (_27 17 )7 M3 = (47 _57 _2)7

20 +2y —2—10=0 ; l'a:+7_y—5 z2—=9
r— y—2z2-—22=0 3 -1 4

(&) miedzy prostymi réwnoleglymi & : {

+7 y+4 z+3

(&) miedzy prostymi nieréwnoleglymi & : a 3 - 21 _y+5_z2-2

i [ ;
4 -2 6 —4 —1

(&) miedzy plaszczyznami mi: 20 —y+224+9=0 1 my:dr —2y+42—21=0.

87. Znalez¢é rownanie plaszczyzny 7w réwnolegtej do ptaszezyzny 7 : 20 — y + 22 + 4 = 0 wiedzac,
ze punkt P = ((3,2,—1)) jest polozony w tej samej odleglosci od obu plaszczyzn.
88. Wyznaczy¢ kat miedzy prostymi

y+2 z . z+95
A —3="=— +2=y—3=—=;
) z 1 ﬂlx Y 7

Y {z=3t—-2, y=0, z2=—t+3, teR} i {x=25—1,y=0, z=5-3, se€R};

() :10+y—3z—1=0i 204+ y+2:4+5=0
V2 —y—92-2=0 2% — 2 — z24+2=0"

894. Wyznaczy¢ kat miedzy plaszczyznami
W z2—V2y+2-1=01i2+V2—24+3=0, WDr+2y—2=31 2—3y—2z=2>5;
() 62+3y—22=01 2+2y+62—12=0; (AYzr—-32+2=01i 22 —62—7=0.
&O. Wyznaczy¢ warto$ci parametréw a, b, ¢ € R, dla ktérych

3 —2y+ z2+3=0

Az — 3y 4+ 4z +1=0 jest réwnolegta do plaszczyzny 2x —y +az — 2 = 0;

(A) prosta {

r—2 y+1 z2-95
4 =37

(b)Y plaszczyzna 3z — 2y + bz + 1 = 0 jest prostopadla do prostej

&l. Wyznaczy¢ wartoéci a i b, dla ktorych ptaszezyzny
2v —y+32—-1=0, z4+2y—2+b=0, x+ay—62+10=0

(A) maja punkt wspolny;
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(bY przechodza przez jedng prosta;

(&) przecinaja sie w trzech roznych prostych.
Q2. Wyznaczy¢ rzut prostokatny prostej k na ptaszczyzne m, gdzie

CA'S k: (CC)va) = (17070)+T(27 _17 1)7 T (x7y7z) - (1a ]-7 1)+8(17 170)+t(2a ]-7 _]-)7 T,S,t S R?

kY k:gc—g2:%:3—z7 m:3r+2y —2+2=0;

r+2 y—1 z-1 o s
() k: = 3 - o W y+ 3z — 5;

)% — 3y + 22 —5 =0 _ _
(@) k'{Qw— y— 2 1-0" midr —3y+T72—-T=0.

&3. Wyznaczy¢ rzut

(A punktu P = (2,—1,3) na prosta % = yT” =2 ; 2 w kierunku wektora @ = (—1,1, —1);

(b)Y punktu P = (2,1, —2) na plaszczyzne : x+2y — 2 — 2 = 0 w kierunku wektora @ = (1,2, 3);

() prostejl: x = —2y = 3z na plaszezyzne m: z+y—+2—5 = 0 w kierunku wektora @ = (1, —1,1).

Q4. Okresli¢ czy punkt @ = (2,—1,1) i poczatek uktadu wspotrzednych leza po tej samej stronie
plaszczyzny

(A 5z —3y+ 2z —18 =0 WY 20+ 7y +32+1=0; () z+5y+122—1=0.
&S. Wyznaczy¢ punkt @) symetryczny do punktu P = (2, —1, 3) wzgledem prostej
- r—y—42+12=0
2c+y —2z2+ 3=0"
Q6. Wyznaczy¢ punkt () symetryczny do punktu P = (3, —4,—6) wzgledem ptaszczyzny przecho-
dzacej przez punkty M; = (—6,1,-5), My = (7,-2,—1), M3 = (10,-7,1).

G7. Prawda czy falsz? Jesli to prawda nalezy uzasadni¢ stwierdzenie, a jesli falsz - podaé¢ kontr-
przyktad.

(&) Dla 4,7, % € R? zachodzi @ X (¥ x @) = (4@ x ¥) X © .

(b) Dla wszystkich wektoréw 4 i ¢ z R? zachodzi rownosé 4 x (4 x ¥) = 0.

(o) Jesli wektory @,b, ¢ € R® spelniajg warunek @ + b+C=0todxb=bxc=2Cxa.

(&) Kazde dwie proste w przestrzeni R? albo sie przecinaja, albo sa réwnolegle .

(Y W przesgrz?ni R? istnieje dokladnie jedna prosta, ktéra jest prostopadia do prostych
r=y=5lar=y=-z.

() W przestrzeni R? dwie plaszczyzny prostopadte do trzeciej plaszczyzny sa réwnolegte.

(33 W przestrzeni R? réwnanie y = z przedstawia prosta przechodzaca przez punkt (1,1,0).

Opracowanie: Karina Olszak
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