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Rysunek 1: Graf gry polegajacej na zabieraniu 3 badz 5 kamieni ze stosu
liczacego poczatkowo 100 kamieni

1 Gry, grafy i numerologia

Ania i Bartek graja w nastepujaca gre. Na stole lezy 100 kamieni, oboje
na przemian zabieraja 3 lub 5 z nich. Zaczyna Ania, a ten, kto nie moze
wykonaé¢ ruchu, przegrywa. Kto ma strategie wygrywajaca?

7 pozoru to pytanie wydaje sie trudne: wykonanych bedzie co najmniej
20 ruchow, a przy kazdym z nich do wyboru sg dwie mozliwosci. Ale wcale
nie trzeba sprawdza¢ ponad miliona mozliwosci. Wystarczy bowiem zastapi¢
liczbe 100 przez 0, 1, 2, 3, itd., i kolejno bada¢, kto ma strategie wygrywajaca
dla tak zmienionej gry. A to jest latwe: jesli w 18. kroku chcemy sprawdzié,
czy Ania moze wygra¢, gdy zaczyna od 17 kamieni, wystarczy wiedzie¢, czy
rozpoczynajacy gre moze wygraé, gdy na stole jest 12 badz 14 kamieni —
a to sprawdziliémy juz wczesniej (w kroku 13. i 15.). Tylko jesli w obu
przypadkach odpowiedz jest twierdzaca, to Ania nie wygra — niezaleznie od
jej ruchu Bartek bedzie mial mozliwo$¢ zwyciestwa.

Oznacza to, ze aby odpowiedzie¢ na poczatkowe pytanie, wystarczy prze-
prowadzié¢ okoto 100 rachunkéw. Sprawa sie jeszcze bardziej upraszcza, jesli
zacznie sie przeprowadzac te rachunki: nietrudno zaobserwowaé, ze Ania ma
strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy poczatkowa liczba kamieni
n dzieli sie przez 8 z reszta wieksza od 2, a wiec takze dla n = 100.
Cwiczenie: Udowodni¢ (indukcyjnie) powyzsze twierdzenie.

Wygodnie jest mysle¢ o takiej grze jak o wedréwce po odpowiednim grafie.
Kazdy mozliwy stan gry reprezentowany jest przez wierzchotek, a mozliwe
ruchy — przez (skierowane) krawedzie. Jesli z danego stanu nie mozna wy-
kona¢ ruchu, to taki stan nazywamy konicowym — z odpowiadajacego mu
wierzchotka nie wychodzi zadna krawedz. W naszym przypadku stan gry to
po prostu liczba kamieni na stole, wiec rozwazany graf bedzie stosunkowo
prosty — jego kawalek przedstawiony jest na rysunku 1. Umoéwmy sie, ze
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Rysunek 2: Czy Ania moze wygra¢ te gry?

wierzchotek poczatkowy zaznaczamy na czarno.

Zazwyczaj narysowanie grafu gry jest technicznie niewykonalne. Liczba
stanéw nawet tak prostej gry jak kotko i krzyzyk wymnosi ponad 1000; o
szachach czy go lepiej nawet nie wspominaé¢!. Mimo to bardzo wygodnie jest
my$le¢ w kategoriach grafow — pozwala to spojrze¢ w podobny sposéb na
calkiem rozne gry. Dlatego odtad bedziemy uznawali, ze nasza gra polega
wlasnie na wedréwce po grafie.

Podstawowa wtasnoscia, ktoéra bedziemy zakltadaé, jest skoriczono$é gry.
Oznacza to skonczong liczbe wierzchotkéw i brak cykli w grafie. Przyjmujemy
tez, ze gracz, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu, przegrywa. Jesli akurat inte-
resuje nas gra, w ktorej obowiagzuje przeciwna zasada, to mozemy sztucznie
dodaé¢ do grafu jeden wierzchotek i narysowa¢ do niego krawedzie z wszyst-
kich mozliwych stanéw konicowych. Swoja droga, opisana wtadnie operacja
odwrocenia celu gry bardzo czesto daje niezwykle ciekawy rezultat.

Jak zatem sprawdzié, czy rozpoczynajaca gre Ania ma strategie wygrywa-
jaca? Wpierw przy wszystkich wierzchotkach koncowych wpisujemy ,falsz”
(bowiem jesli gra zaczynalaby sie od nich, Ania takiej strategii by nie po-
siadata). Nastepnie rozwazamy wierzchotki, z ktorych krawedzie prowadza
wylacznie do juz opisanych wierzchotkéw. Aby istniala strategia wygrywa-
jaca dla gry rozpoczynajacej sie¢ od wybranego wierzchotka, choé¢ jedna kra-
wedz zen wychodzaca musi prowadzi¢ do wierzcholtka opatrzonego stowem
Jfalsz”.  Rozwazany wierzcholek opisujemy zatem alternatywa zaprzeczen
etykiet wierzchotkow, do ktérych mozna z niego bezposrednio dojsé. La-
two sprawdzié¢, ze kontynuujgc ten proces, opiszemy wszystkie wierzchotki
grafu w prawidtowy sposob.

Cwiczenie: Stwierdzi¢, czy w Ania ma strategia wygrywajaca w grach o

Gwoli §cistosci, w przypadku szachéw i go trzeba bardzo ostroznie okresla¢ stan gry,
tak aby uwzglednié¢ np. regule remisu po trzykrotnym powtoérzeniu pozycji (w szachach).
Na dodatek nie moéwiliSmy tu nic o grach z remisami — cho¢ to akurat nie stwarza wiek-
szych trudnosci



grafach przedstawionych na rys. 2.
Rozwigzanie: Nie, tak, tak (gra si¢ zakonczy!), nie (gra si¢ nie zakoniczy).

A co sie stanie, jesli na poczatku beda dwa stosy kamieni i za kazdym
razem bedziemy musieli decydowaé, z ktorego stosu kamienie chcemy zabrac?
Przegrywa znéw osoba, ktora nie moze wykona¢ ruchu. Jedli oba stosy maja
po 100 kamieni, to odpowiedz jest tatwa (dlaczego?); ale co jesli na jednym
stosie bedzie 100, a na drugim 110 kamieni? W jezyku graféw pytanie jest
nastepujace. Mamy dane dwa grafy i za kazdym razem musimy wybraé, na
ktorym z nich sie przesuwamy. Jak w takiej ztozonej grze tatwo stwierdzi¢,
czy mamy strategie wygrywajaca? OczywiScie mozemy narysowa¢ graf nowe;j
gry i wszystko przeliczy¢ od nowa — ale szukamy tatwego rozwigzania. Liczba
stanéw nowej gry jest przeciez rowna iloczynow: liczb wierzchotkéw w obu
grafach, a chcielibySmy moéc rozwigzaé problem, wykonujac mniej wiecej tyle
obliczen, ile jest w sumie wierzchotkow.

Cwiczenie: Jegli na obu grafach (rozpatrywanych osobno) Ania znajduje sie
W pozycji przegrywajacej, to w nowej grze tez nie ma strategii wygrywajacej.
Jesli tylko w jednym z graféow Ania znajduje sie w pozycji wygrywajacej, to
moze wygraé ztozong gre.

Rozwigzanie: 1. Po kazdym naszym ruchu na pierwszym grafie, przeciwnik wykonuje ruch réwniez na
pierwszym grafie, ustawiajac nas ponownie w pozycji przegrywajacej. Analogicznie w przypadku ruchu
na drugim grafie. W ten sposdb po pewnej liczbie krokéw znajdziemy sie w wierzchotku koncowym na

obu grafach. 2. Wystarczy, ze Ania jednym ruchem sprowadzi Bartka do sytuacji z punktu 1.

Niestety powyzszy wynik nie udziela odpowiedzi na nasze pytanie, bo-
wiem w rozwazanym przyadku obie pozycje (100 i 110 kamieni) sa wygry-
wajace. Okazuje sie, ze w tej sytuacji nic nie mozna stwierdzi¢. Swiadcza o
tym nastepujace przyktady.

Niech graf A sktada sie z dwoch wierzchotkéw a; i as oraz jednej krawedzi
(a1,a2) (wychodzacej z a1, wpadajacej do as); wierzchotkiem poczatkowym
jest a;. Graf B niech sktada sie z trzech wierzchotkéw by, by i bs oraz trzech
krawedzi: (b, be), (b1, b3) oraz (by, b3); poczatkowym wierzchotkiem jest b;.
W obu grafach Ania ma oczywista strategie wygrywajaca. Wedréwka po
dwoch grafach A korczy sig porazka Anii, podobnie wedrowka po dwdch
grafach B. Mimo to w wedréwce po dwoch grafach — jednym A i jednym B
— Ania moze zwyciezy¢. Do rozwigzania naszego problemu potrzebny jest
zatem nowy pomyst. W tym celu wprowadzimy pojecie sumy dwdjkowey.

Wiadomo, ze kazda liczbe naturalng (tzn. caltkowita dodatnia) mozna
zapisaé jednoznaczne w systemie dwojkowym, a wiec w postaci k = ko+ 2k, +



Aky + 8ks + ... + 2"k, gdzie n > 0, k; € {0,1} oraz k, = 1. Przyjmijmy dla
wygody, ze k; = 0 dla j > n; mozemy wigc napisa¢ k = ko+2k; +4ko+8kz+....
Jesli k = 0, to przyjmujemy k; = 0 dla wszystkich j.

Jesli zapiszemy a i b w powyzszy sposob, to mozemy okresli¢ ich sume
dwojkowa? ¢ = a @ b poprzez zdefiniowanie reprezentacji dwojkowej liczby c.
Okre§lamy mianowicie ¢; = |a; — b;|. Jesli O interpretowaé jako ,falsz”, a 1
jako ,prawd¢”, to c; jest alternatywa wykluczajaca a; i b;. Z tego powodu
w informatyce operacja ,,” nazywana jest czesto bitowa alternatywa wyklu-
czajaca badz krocej bitowym XOR (od ang. eXclusive OR). Nazwa ,suma
dwojkowa” bierze si¢ stad, ze c; jest okreSlone jako suma a; 1 b; modulo 2.

Cwiczenie: Policzy¢ 7@ 4, 366, 16 B 5, 13 @ 22.

Rozwigzanie: 3, 5, 21, 27.

Latwo sprawdzi¢, ze a®b=b®a oraz (a®b) & c = a® (b® c). Ponadto
zachodzi a ®a=0,a®0 = a, |b—a|] < a®b. Potrzebna nam bedzie jeszcze
jedna wlasnosé.

Cwiczenie: Niech 0 < c < a®b. Wowczas a Bc<blub b @ ¢ < a.
Rozwigzanie: Poréwnajmy zapis binarny liczb cid = a®b. Niech n bedzie numerem pierwszej rézniacej
je pozycji, tzn. niech ¢, # dn, lecz c; = d; dla j > n. Poniewaz ¢ < d, otrzymujemy c, = 0, d, = 1.
Oznaczmy o' = b@®c, b’ = a®c. Dla j > n zachodzi o) = b; ®c; = b; ®d; = b; ®a; b; = a;.
Podobnie b; = b;. Z drugiej strony a, = bp, ®cp = by, i analogicznie b}, = a,,. Poniewaz an # b, (bowiem
an ® by, =dn = 1), wiec ap, = 1 lub b, = 1. Jedli a,, = 1, to a’ < a; w przeciwnym wypadku b’ < b.
Powtérzmy raz jeszcze procedure etykietowania wierzchotkéw jednego
grafu, lecz zamiast wartosci logicznych, opisujmy wierzchotki liczbami na-
turalnymi w nastepujacy sposéb. Wierzchotki konicowe maja przypisane 0, a
w kazdym rozpatrywanym wierzchotku v wpisujemy najmniejsza liczbe na-
turalng, ktora nie wystepuje jako etykieta wierzchotka, do ktoérego prowadzi
krawedz z v.
Cwiczenie: Udowodni¢, 7e strategia wygrywajaca dla gracza rozpoczynaja-
cego wedrowke po grafie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy poczatkowy wierz-
chotek ma niezerowa etykiete.
Cwiczenie: Wyznaczy¢ nowe etykiety wierzcholkoéw poczatkowych grafu z
rysunku 1 oraz pierwszych dwoch graféw z rysunku 2.
Rozwigzanie: Rysunek 1: 1 (powtarza si¢ okresowo 0,0,0,1,1,1,2,2). Rysunek 2: 01i 1.

2Uwaga! Nie ma ustalonego oznaczenia na sume dwojkows; niektorzy uzywaja ,,+27, a
w wielu jezykach programowania uzywa sie znaku ,,~”



Teraz jesteSmy gotowi stawi¢ czolo problemowi wedréowki po dwoch gra-
fach.

Twierdzenie 1: Strategia wygrywajaca dla gracza rozpoczynajacego we-
drowke po dwoch grafach istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy etykiety przy obu
poczatkowych wierzchotkach sa takie same.

Powyzsze twierdzenie jest bezposrednim wnioskiem z nastepujacego, duzo
ogoblniejszego wyniku. Rozwazamy wedréowke po dwoch grafach; stanem w
takiej zlozonej grze jest para wierzchotkéw, ruchem jest przejscie po krawedzi
w wybranym grafie.

Twierdzenie 2: Etykieta pary wierzchotkéw w ztozonej grze jest sumag
dwojkowa etykiet tych wierzchotkéw w grach pojedynczych.

Dow6d: Zastosujemy swego rodzaju zasade indukcji matematycznej. Ety-
kieta pary ztozonej z wierzchotkow koricowych jest oczywiscie rowna 0 = 00,
a wiec twierdzenie 2 tu zachodzi. Rozwazmy stan ztozony z pary wierzchot-
kow o etykietach a i b i zalézmy, ze wszystkie mozliwe ruchy prowadza do
stanéw, w ktorych teza twierdzenia zachodzi.

Niech 0 < ¢ < a®b. OkreSlmy o' = c® b, b = ¢ ® a. Wowczas
a ®b=c=a®l. Namocy ustalonej w ¢wiczeniu wlasnosci ,,&”, zachodzi
a < alub 0 < b. Ze wzgledu na symetrie mozemy przyjaé, ze a' < a.
Oznacza to, ze istnieje krawedz z pierwszego wierzchotka rozwazanej pary
do wierzcholka o etykiecie a’, czyli mozliwy jest ruch do pary wierzchotkow
o etykietach o’ i b. Etykieta tej pary to (zgodnie z poczynionym przez nas
zalozeniem) o’ @ b, czyli c.

Udowodnilismy wiec, ze dla kazdego ¢ < a & b mozliwy jest ruch do
pary wierzchotkéw o etykiecie c. Pozostaje uzasadnié, ze nie mozna wykonaé
ruchu do stanu o etykiecie a @ b. W istocie, kazdy ruch na pierwszym grafie
prowadzi do wierzchotka o etykiecie réznej od a, za$ jesli t b = a & b, to
r=(x®b)db= (a®b) ®b=a. Podobnie maja sie sprawy z ruchem na
drugim grafie. W ten sposéb udowodnilismy, ze etykieta rozwazanego stanu
jest a @ b i zakonczyliSmy dowod twierdzenia 2.

7. pomocy tego twierdzenia bez trudu mozemy stwierdzi¢, ze jesli mamy
dwa stosy — w jednym 100 kamieni, a w drugim 110, to Ania moze wy-
gra¢. W istocie, etykieta wierzchotka poczatkowego odpowiadajacego 100
kamieniom to 1, a etykieta 110 kamieni to 2.

Cwiczenie: W grze Nim zaczynamy od pewnej liczby (np. trzech) stosow
kamieni. Gracze na przemian usuwajg dowolng liczbe kamieni z wybranego
przez siebie stosu. Kto nie ma ruchu, przegrywa. Jak stwierdzié, czy Ania



(rozpoczynajaca gre) ma strategie wygrywajaca? Jak znalezé wygrywajacy
ruch?

Rozwigzanie: Latwo sprawdzi¢, ze etykieta pojedynczego stosu z k kamieniami to k. Oznacza to, ze
Ania ma strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy suma dwojkowa liczb kamieni na poszczeg6lnych
stosach jest niezerowa. Wygrywa taki ruch, ktory zeruje t¢ sume.

Powiedzmy, ze sg trzy stosy o licznosci a, b, c. Znajdujemy s = a®bdc. Jedli s = 0, to Ania przegra (chyba,
ze Bartek si¢ pomyli). W przeciwnym wypadku zachodzi co najmniej jedna z nieréwnosci: a ¢ s < a,
b@s <blub c® s < c (wynika to z twierdzenia 2, ale mozna tez to udowodni¢ bezposrednio). Jesli np.
a® s < a, to Ania zdejmuje a — (a ® s) kamieni z pierwszego stosu.

Cwiczenie: Inny wariant gry Nim rézni sie od powyzszego tylko tym, ze
gracz, ktory nie moze wykona¢ ruchu, wygrywa. Jak zmieniaja sie odpowiedzi
na postawione wyzej pytania?

Rozwigzanie: O dziwo zmienia sie bardzo niewiele: etykieta stanu tej gry jest taka sama, jak w orygi-
nalnej grze Nim, chyba ze kazdy stos liczy co najwyzej jeden kamieri. Wtedy etykieta jest suma dwdjkowa
liczb kamieni (czyli zer i jedynek) i jeszcze dodatkowej jedynki. Strategia jest wiec identyczna az do mo-
mentu, gdy Ania zastanie tylko jeden stos z co najmniej dwoma kamieniami. Woéwczas jesli w pierwotnej
wersji gry Nim Ania oproznitaby stos, to w zmienionej zostawia jeden kamien, i na odwrét. Dalsze posu-
niecia s3 juz wymuszone.

Niestety ten wynik nie jest juz bezpos$rednig konsekwencja twierdzenia 2.

Podamy jeszcze jedno ciekawe zastosowanie twierdzenia 2. Rozwazmy na-
stepujace uogoélnienie gry Nim: zaczynamy od pewnej liczby stoséw kamieni.
Ruch polega na ujeciu pewnej liczby kamieni z wybranego stosu, a nastepnie
podzieleniu go na dwa stosy w dowolny sposéb. Liczbe ujmowanych kamieni
mozemy ustali¢ (choéby tak, jak na poczatku: 3 lub 5 do wyboru) lub nie
(jak w grze Nim). Znow gracz, ktory nie ma mozliwosci wykonania ruchu,
przegrywa.

Inna wersja tej samej gry wyglada nastepujaco: mamy tasme papieru po-
dzielona na pewng liczbe kratek (czyli szachownice o jednym wierszu). Pewne
kratki moga by¢ zaczernione, reszta jest biata. Ruch polega na zaczernieniu
pewnej liczby kolejnych bialych kratek; znow liczba ta moze byé¢ ustalona
(np. 3 lub 5 do wyboru) lub nie (wariant Nim). Gracz bez ruchu przegrywa.

Jak sprawdzié, czy istnieje strategia wygrywajaca? Na mocy twierdzenia
2. etykieta poczatkowego stanu jest sumg dwojkowa etykiet odpowiadajacych
pojedynczym stosom (myslmy o wersji ze stosami i kamieniami). Pozostaje
znalez¢ etykiete odpowiadajaca pojedynczemu stosowi z n kamieniami.

Dla n = 0 jest tatwo. Zal6zmy wiec, ze znamy juz etykiety pojedynczych
stosow o dowolnej licznos$ci mniejszej niz n, gdzie n > 0. Ponownie dzieki



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
[0] [o] (1] (1] (21 [21 (3] (3] 1[4 (1] (1] [s]1 (6] (3] [3] (21 [2] [1] [1] [o]

o[0] 0

1[0 0 o

2[1 1 1 o0

3[1 1 1 0 o0

4[2 2 2 3 3 0

5[2 2 2 3 3 0 0

6[3 3 3 2 2 1 1 0

703 3 3 2 2 1 1 0 o0

8[4 4 4 5 5 6 6 7 T 0

9[1 1 1 0 0 3 3 2 2 5 0

10[1 1 1 0 0 3 3 2 2 5 0 0

11[5 5 5 4 4 7 7 6 6 1 4 4 0

12[6 6 6 7 7 4 4 5 5 2 7T 7 3 0

13[3 3 3 2 2 1 1 0 0 7 2 2 6 5 0

14[3 3 3 2 2 1 1 o0 0 7 2 2 6 5 0 0

15[2 2 2 3 3 o0 o0 1 1 6 3 3 7 4 1 1 0

16[2 2 2 3 3 o0 0 1 1 6 3 3 7 4 1 1 0 0

171 i1 1 0o O 3 3 2 2 5 0 0 4 7T 2 2 3 3 0

18[1 1 1. 0 o0 3 3 2 2 5 0 0 4 T 2 2 3 3 0 0

i90) | o o 1 1 2 2 3 3 4 1 1 5 6 3 3 2 2 1 1 0

Tablica 1: Tabela stanéw w grze ,paski”

twierdzeniu 2. znamy etykiety wszystkich stanéw, do ktérych mozemy przejs$c
bezposrednio z pojedynczego stosu zawierajacego n kamieni. W istocie, jesli
mozemy wykonaé¢ ruch, ktéry doprowadzi nas do dwoch stoséw o licznodci
a ib, to z pewnosciag a < m i b < n, a wiec znamy etykiete otrzymanego
stanu — jest to suma dwojkowa etykiet pojedynczych stosow zawierajacych
odpowiednio a i b kamieni. Bez trudu znajdujemy wiec szukang etykiete
stosu z n kamieniami.

Zobaczmy, jak to dziala na przyktadzie. Zacznijmy od bialego paska o
dhugosci 19. Powiedzmy, ze mozemy zaczernia¢ kolejne 2 lub 4 biate pola.

Etykiety paskow o dtugosci 0 lub 1 to oczywiscie 0. Pasek 2 mozemy tylko
w calosci zaczernié¢, wiec jego etykieta jest 1. Z paska 3 zostanie kawalek o
dtugosci 1, wiec tez ma etykiete 1. Z czworki mozemy zostawi¢ 0, 2 lub 141
(tzn. dwa paski o dlugosci 1); te stany maja etykiety 0, 1 i 0, wiec etykieta
4 jest 2. Z piatki moze zosta¢ 3[1] (w nawiasie kwadratowym zapisujemy
etykiete), 2+ 1[1] lub 1]0]. Etykieta 5 jest wiec 2. Z szeSciu kamieni mozemy
uzyskaé¢ 4[2], 3 + 1[1], 2+ 2[0], 2[1] i 1 + 1[0], zatem 6 ma etykiete 3. I tak
dalej.

Mozemy dla wygody tworzy¢ tablice taka jak tabela 1. Opisujemy i-ty
wiersz oraz i-ta kolumne liczbg i oraz etykieta paska o dlugosci i (nume-
rujemy od zera!). Na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny jest suma
dwojkowa odpowiadajacych im etykiet. Aby uzyskaé etykiete paska o dltugo-
Sci k, patrzymy na przekatng laczacag komorki o wspotrzednych (0,5 —4) i
(k—4,0) oraz przekatna taczaca komorki (0, k—2) i (k—2,0). Etykieta paska
o dtugosci £ jest najmniejsza liczba, ktorej nie widzimy na tych przekatnych.



Dla oszczedno$ci wypetliamy tylko polowe tabeli. Najwygodniej postuzy¢
sie do tego celu komputerem.

Wynik jest nieco zaskakujacy: Ania nie ma strategii wygrywajacej i jest
to najmniejsza dlugos¢ paska (rézna od 01 1) o tej wlasnosci. Nastepna jest
27, a potem jeszcze 85 i 285. Wszystkie inne — o ile w ogole istnieja — sa
juz wieksze od miliona.

Majac etykiety pojedynczych paskéow, tatwo tez wyltuskac strategie wygry-
wajaca dla Anii badZ Bartka. Przyjmijmy, ze Ania doprowadzilta na przyktad
do stanu 5 + 12[4]. Bartek wpierw szuka, jak mozna przej$¢ ze stanu 5[2] do
stanu o etykiecie 2@ 4 = 6. Poniewaz jest to niemozliwe, wiec Bartek spraw-
dza drugi pasek: jak przej$¢ ze stanu 12[6] do stanu o etykiecie 6 © 4 = 2.
Patrzac na odpowiednie przekatne, Bartek ustali, ze moze zaczerni¢ dwa pola
i przej$¢ do sytuacji 5+ 7 + 3[0] lub zaczerni¢ cztery pola, by doprowadzié
do stanu 5 + 6 + 2[0]. Wszystko to byloby bardzo trudne, gdyby$my nie
korzystali z twierdzenia 2.

A jaki ruch powinna wykonaé¢ Ania, gdy poczatkowo ma pasek o dtugosci
20?7 Tutaj lepiej chwilke pomy§leé, niz liczyé: powinna zaczernié¢ srodkowe
dwa lub cztery pola, a nastepnie kazdy ruch Bartka powiela¢ odbity syme-
trycznie wzgledem $rodka paska.

Cwiczenie: Dla jakich n Ania ma strategie wygrywajaca w grze w zaczer-
nianie paska 1 x n, jesli wolno zaczernia¢ 2 lub 6 kolejnych biatych pol?
Rozwigzanie: Wystarczy zaobserwowa¢ (a nastepnie udowodnic), ze dla n > 3 etykieta paska 1 x n jest
odpowiednio 2, 0, 3, 1, je$li n daje reszte z dzielenia przez 4 rowna 0, 1, 2, 3. Poczatkowe etykiety to 0, 0
i1 (dlan=0,1,2).

Na koniec powr6¢émy do gry Nim w nastepujacej wersji. Ruch polega na
zdjeciu z wybranego stosu dowolnej liczby kamieni i nastepnie podzieleniu go
na dwa stosy w dowolny sposob.

Cwiczenie: Jak wyglada strategia Anii w tej grze?

Rozwigzanie: Tak samo, jak w oryginalnej grze Nim!



