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Rysunek 1: Tradycyjne kotko i krzyzyk — trzy-w-linii na planszy 3 x 3

1 Kbélko i krzyzyk

Tradycyjna gra w kotko i krzyzyk jest bardzo znana: dwoje graczy (Ania i
Bartek) stawiaja na przemian kotka i krzyzyki na szachownicy 3 x 3; Ania
zaczyna, stawiajac krzyzyk. Celem jest utozenie trzech takich samych znakow
w wierszu, kolumnie lub na przekatnej. Gra jest mato interesujaca, bowiem
bardzo tatwo opracowaé strategie, gwarantujacg remis.

Cwiczenie: Jaki ruch powinien wykona¢ Bartek w pozycjach przedstawio-
nych na rysunku 17
Rozwigzanie: Postawié¢ kotko: 1. W rogu. 2. W rogu. 3. W $rodku. 4. Nie w rogu.

Wariantéw tej gry jest bardzo wiele: mozna zmienia¢ rozmiar planszy
oraz liczbe znakéw w jednej linii potrzebnych do zwyciestwa. Ciekawie jest,
gdy odwroci sie cel gry, a wiec gracz, ktory pierwszy utozy dostatecznie
dtugg linie, przegrywa. Diametralnie odmienia charakter gry réwniez zasada
rewanzu: jesli utozymy linie, ale w nastepnym ruchu przeciwnik moze uczynié
to samo — przegrywamy. S3a warianty, w ktorych nalezy ultozy¢ doktadnie
k znakéw. Niektorzy graja tez w wersje trojwymiarowe, a nawet jeszcze
bardziej skomplikowane — jedynym ograniczeniem jest wyobraZnia i wolny
czas. My skupimy sie na grze k-w-[inii, polegajacej na utozeniu co najmniej &
kolejnych jednakowych znakéw w wierszu, kolumnie badz wzdtuz linii uko$nej
na szachownicy nieograniczonej lub w ksztatcie kwadratu n x n. Bedziemy
bada¢ istnienie strategii wygrywajacej dla Ani badz remisujacej dla Bartka
w zaleznosci od k i n.

Na poczatek zauwazmy, ze (grajac dobrze) Ania nigdy nie przegra, ma
bowiem przewage jednego ruchu. W istocie: zal6zmy, ze Bartek ma pewna
strategie wygrywajaca. Wowczas Ania moze mu te strategie ukrasé — w
pierwszym ruchu stawia krzyzyk w dowolnym polu, a nastepnie gra wedlug
strategii Bartka tak, jakby pierwszego krzyzyka nie bylo. Jesli akurat stra-
tegia nakazuje postawi¢ krzyzyk w wybranym na poczatku polu, to Ania



Rysunek 2: 4-w-linii na nieograniczonej planszy

ponownie stawia go gdziekolwiek — to pole przejmuje teraz role poczatko-
wego. FLatwo zauwazy¢, ze tak grajac, Ania zawsze wygra, co przeczy temu,
ze Bartek ma strategie wygrywajaca. Pomyst ten pierwszy raz zostal ponoé
opisany przez Johna Nasha w latach 50., cho¢ mozna si¢ domy§la¢, ze znany
byt juz wiele lat wcze$nie;j.

Twierdzenie (?): Jesli Ania moze wygra¢ k-w-linii na szachownicy n x n,
to moze wygra¢ k-w-linii na kazdej wiekszej szachownicy.

7 pozoru sprawa jest prosta: niech Ania stosuje swoja strategie na wy-
branym kawalku szachownicy o ksztalcie kwadratu n x n, ignorujac ruchy
Bartka poza tym kawalkiem. Ten argument jest jednak falszywy, bowiem
strategia Ani moze nie uwzglednia¢ mozliwosci skonstruowania k koétek w li-
nii przecinajacej brzeg wybranego obszaru. Cho¢ wszystko wskazuje na to,
ze omawiane twierdzenie jest prawdziwe, $cistego dowodu autorowi odnalezé
sie nie udalo.

Gdy k =2, n > 2, Ania wygra juz w drugim ruchu, dla k=3, n >4 -w
trzecim. Ania zawsze wygra takze 4-w-linii na nieograniczonej szachownicy
(jak udowodnil Volodymyr Sobotovych, wystarczy w istocie 4 x 9), cho¢ w
tym przypadku trzeba chwile pomysle¢ nad strategia.

Cwiczenie: Gdzie powinna Ania postawi¢ krzyzyk w pierwszej z pozycji
przedstawionych na rysunku 2, by wygra¢ w 4 ruchach? A jakie posunie-
cie prowadzi do zwyciestwa w 5 ruchach w drugiej pozycji? Jaka jest cala
strategia wygrywajaca Ani w tej grze?

Rozwigzanie: 1. Postawi¢ krzyzyk dwa pola ponad swoim krzyzykiem. Na wymuszone kétko pomiedzy

krzyzykami odpowiedzie¢ o jedno pole na prawo od tego kétka. 2. Postawié¢ krzyzyk dwa pola ponizej
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Rysunek 3: Przykladowe parowanie dla 5-w-linii na planszy 5 x 5

nizszego krzyzyka. Na wymuszone kétko odpowiedzie¢ o dwa pola na prawo od nizszego z poczatkowych

krzyzykéw, blokujac tym samym dwa kolka.

Co sie dzieje dla k = 57 Na planszach rozmiaru co najmniej 15 x 15 Ania
zawsze moze wygra¢. Udowodnili to w 1994 i 1996 roku L.V. Allis, H.J. van
den Herik oraz M.P.H. Huntjens, sprawdzajac komputerowo mnoéstwo moz-
liwosci. Podejrzewa sie, ze w istocie wystarczy duzo mniejsza plansza, cho¢
brak wynikéw na ten temat. Z drugiej strony Bartek moze tatwo zremisowac,
gdy n = 5, co sprobujemy teraz wykazac.

Poszukajmy mozliwej obrony dla Bartka. Jednym z pomystéow jest pota-
czenie pol szachownicy w pary: jesli Ania postawi krzyzyk na jednym polu
z pary, Bartek rysuje kotko na drugim. Jesli uda sie to zrobi¢ tak, by kazda
linia dtugosci 5 zawierata w catosci choé¢ jedng pare, to Ani nie bedzie miata
szans wygra¢. Ten stosunkowo prosty pomyst nosi nazwe strategii parowania
Halesa-Jewetta.

Cwiczenie: Udowodni¢ powyzsza metoda, ze 5-w-linii na planszy 5 x 5 jest
gra remisowa.
Rozwigzanie: Na rysunku 3.

A co z gra 6-w-linii na nieograniczonej planszy? Nie wiadomo. Jest
to do$¢ popularna gra, zwlaszcza w nastepujacym wariancie: Ania zaczyna
jednym krzyzykiem, a potem oboje na przemian stawiaja po dwa znaki, po-
czawszy oczywiscie od Bartka. Polecamy!

Podobnie ma sie sytuacja z k = 7, ale juz 8-w-linii zostalo rozstrzygniete:
Bartek moze zremisowaé. Jest to wynik uzyskany przez grupe holenderskich
matematykow, ukrywajaca sie pod pseudonimem T. G. L. Zetters w 1980



roku. Wszystkie ,wieksze” gry tez sa remisowe, o czym wiadomo byto juz
wczesniej. Jako pierwsi pono¢ udowodnili to H. O. Pollak i C. E. Shannon
w 1954 roku.

Zobaczmy wpierw, czy szukanie strategii parowania dla gry k-w-linii na
nieograniczonej szachownicy w ogéle ma sens. Gdyby taka strategia istniata,
to na kazdej linii dtugosci k£ znajdowataby sie jaka$ para. Popatrzmy na jakis
kwadrat o boku dtugosci A(k—1)+1 (gdzie A jest dostatecznie duza liczba)
i ponazywajmy jego pola parami liczb (i,75), gdzie i = 0,1,..., A(k — 1) jest
numerem wiersza, a j = 0,1, ..., A(k—1) — kolumny. Na kazdej linii poziomej,
ztozonej z pola (i, j(k — 1)) i kolejnych (k — 1) p6l na prawo, znajduje sie
jakas para. Poniewaz dlai =0,1,..., A(k—1), j=0,1,..., A — 1 otrzymamy
rozne pary (bo rozwazane linie maja co najwyzej jedno pole wspolne), wiec
w rozwazanym kwadracie bedziemy mieli co najmniej A(A(k — 1) + 1) par
poziomych. Co najmniej tyle musi by¢ tez par pionowych. Podobnie wy-
znaczajac linie ukosne, otrzymamy co najmniej A((A — 1)(k — 1) + 1) par
ulozonych w kazdym z kierunkéw uko$nych. Razem daje to nam:

2A(A(k = 1)+ 1) + 2A((A—1)(k — 1) + 1) = 44%(k — 1) — 2A(k — 1) + 44

roznych par w calym kwadracie. Liczba par nie przekracza jednak potowy
liczby pél, a wiec:

8A%(k —1) —4A(k — 1) +8A < A% (k — 12 +2A(k — 1) + 1.
Podzielmy obie strony przez przez A%(k — 1). Otrzymamy:

L0 1 8
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Wstawiajac np. A = 7, otrzymujemy k£ > 9. Oznacza to tyle, ze, strategia
parowania ma szanse rozwigza¢ co najwyzej 9-w-linii i ,wieksze” gry.
Cwiczenie: Znale7¢ strategie parowania Halesa-Jewetta, ktora pozwoli Bart-
kowi zremisowa¢ k-w-linii na nieograniczonej planszy dla k£ > 9.

Rozwigzanie: Na rysunku 4.

Popularna jest rowniez inna metoda. Mozna wypelnié¢ szachownice figu-
rami przypominajacymi litere H, ztozonymi z 7 pél, jak na rysunku 5 po
lewej stronie. Strategie Bartka okre§lamy na kazdej takiej figurze tak, aby
Ania nie mogta uzyskaé trzech krzyzykéw w zadnej z linii ABC, ADG, BDF
i CDE (zauwazmy, ze nic nie méwimy o linii EFG).
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Rysunek 4: Dwa przyktadowe parowania dla 9-w-linii na nieograniczone]
planszy

A E
B D F —
G A1:A2 A3 A4

B1iB2:B3:B4
C1/C2:iC3:C4

Rysunek 5: Wypelnienie szachownicy literami H oraz réwnolegtobokami



Jesli w pierwszym ruchu w ustalonej figurze Ania postawi krzyzyk na polu
innym niz D, to Bartek stawia kotko na polu D, broniagc w ten sposéb linii
ADG, BDF i CDE. Co najmniej dwa z p6l A, B i C sa jeszcze wolne — na
drugi krzyzyk w figurze Bartek odpowiada kétkiem w jednym z nich.

Jesli pierwszy krzyzyk Ania postawita w polu D, to Bartek zajmuje kot-
kiem A, a potem na krzyzyk w ktoryms z pol pary BF badz pary CE odpo-
wiada kotkiem na drugim polu pary.

Pozostaje teraz zauwazy¢, ze kazda linia dtugosci 9 zawiera ktoras z linii
ABC, ADG, BDF badz CDE pewnej figury.

Tylko troche trudniejsze okazalo sie wspomniane wcze$niej rozwigzanie
gry 8-w-linii. Tym razem dzielimy szachownice na réwnolegtoboki ztozone
z 12 pdl, jak na rysunku 5 po prawej. Strategia Bartka polega na niedo-
puszczeniu do zajecia przez Anie w caloSci zadnej z linii skosnych Ai-Bi-Ci
(1 € {1,2,3,4}), zadnego wiersza xl-z2-z3-x4 (r € {A,B,C}) oraz zad-
nego z odcinkéw B1-C2 i A3-B4. Linie te sa w jednym z réwnolegtobokéw
zaznaczone szarym kolorem.

Ze wzgledu na symetrie, mozemy przyjac, ze pierwszy krzyzyk zostal
postawiony przez Anie na pierwszej lub drugiej linii skognej (tzn. na ktoryms
z pol x1 lub 22, x dowolne). Bartek odpowiada kotkiem na B1 jesli krzyzyk
jest na drugiej linii sko$nej lub na C2 w przeciwnym przypadku.

Jesli nastepny krzyzyk lezy na tej samej lini sko$nej co pierwszy, to Bartek
stawia kotko w trzecim polu tej linii i dopiero po trzecim krzyzyku stosuje
regule opisang w nastepnym akapicie. W przeciwnym przypadku czyni to po
drugim krzyzyku.

Co najmniej jedno z pél A3 lub B4 jest puste. Jesli nie ma krzyzyka na
trzeciej linii skosnej, to Bartek stawia kotko w polu A3. W przeciwnym razie
wolna jest czwarta linia sko$na i Bartek zajmuje pole B2. Zauwazmy, ze w
powstalej sytuacji oba odcinki sa juz zablokowane przez Bartka.

Teraz kontynuujemy strategia parowania. Linia sko$na z pierwszym krzy-
zykiem badz zostala juz cata zapelniona (i zablokowana), badz zostaty w niej
dwa puste pola — taczymy je w pare, zabezpieczajac w ten sposob te linie.

Pozostaja trzy linie sko$ne: dwie z nich z3 juz zablokowane przez posta-
wione przez Bartka kotka, a trzecig zabezpieczamy poprzez polaczenie w pare
dwoch pol lezacych na niej w wierszach réznych od tego, w ktérym posta-
wiony zostal ostatni krzyzyk. W niezablokowanych wierszach sa dwa puste
pola — taczymy je w pare. W ten sposéb kazdy wiersz i kazda linia sko$na sa
zabezpieczone.
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Rysunek 6: Mozliwe uktady trzech linii sko$nych

Powyzsza strategia jest nieco zagmatwana, wiec warto przesledzi¢ ostatni
krok jeszcze raz. Po pierwsze zauwazmy, ze skoro odcinki sa juz zablokowane,
to mozemy zamieniaé¢ linie skoSne miejscami. Podobnie mozemy przesta-
wiaé wiersze. Dzieki temu ograniczamy liczbe mozliwych sytuacji do siedmiu
przedstawionych na rysunku 6. Pierwsza linia sko$na to ta zawierajaca pierw-
szy krzyzyk; ja zabezpieczyliSmy badz w drugim ruchu, badz pierwsza para,
wiec nie musimy sie nig zajmowaé. Linie trzecia i czwarta to te zablokowane
jeszcze przed taczeniem w pary. Wiersz pierwszy zawiera ostatni postawiony
przez Anie krzyzyk.

Pozostaje zauwazy¢, ze kazda linia pionowa lub pozioma o dtugosci 7 oraz
kazda linia ukosna o dhugosci 8 zawiera w calosci jedng z rozwazanych przez
nas linii w pewnym réwnolegltoboku. Poniewaz Bartek moze je wszystkie
zablokowaé, Ani nigdy nie uda sie uzyskaé linii dtugosci 8.

Tyle wiadomo. Czy gry 6-w-linii i 7-w-linii sa remisowe? Do$wiadczeni
gracze sugeruja, ze raczej tak, ale kto wie?



