
Liczby Fibonacciego

Ci¡g liczb Fibonacciego zde�niowany jest rekurencyjnie wzorami F0 = 0, F1 = 1 oraz Fn = Fn−1 + Fn−2 dla n ≥ 2.

Najwi¦kszy wspólny dzielnik

1. Udowodnij, »e Fn+1 Fn−1 − F 2
n = (−1)n.

2. Udowodnij, »e NWD(Fn, Fn+1) = 1.

3. Udowodnij, »e Fk+l = Fk Fl+1 + Fk−1 Fl (k ≥ 1, l ≥ 0).

4. Udowodnij, »e NWD(Fk, Fl) = FNWD(k,l).

Wzór Bineta

1. Znajd¹ ci¡gi geometryczne (an) speªniaj¡ce równanie an = an−1 + an−2.

2. Uzasadnij, »e suma dwóch ci¡gów speªniaj¡cych równanie an = an−1 + an−2 równie» je speªnia.

3. Znajd¹ jawny wzór na Fn.

Wzór Bineta jest postaci Fn = 1√
5
(αn − βn). W poni»szych zadaniach wyniki powinny by¢ wyra»one za pomoc¡ odpo-

wiednich wyrazów ci¡gu Fibonacciego.

1. Oblicz α · β, 1
1−α ,

1
1−β ,

1
1−α2 ,

1
1−β2 ,

1
1−α3 ,

1
1−β3 .

2. Oblicz F 2
n + F 2

n−1 oraz F 2
n+1 − F 2

n−1.

3. Oblicz F1 +F2 + ...+Fn. Zrób to wpierw odgaduj¡c odpowied¹ i dowodz¡c jej indukcyjnie, a potem wykorzystuj¡c
wzór Bineta.

4. Oblicz F 2
1 + F 2

2 + ... + F 2
n . Wykorzystaj wzór Bineta i wªasno±ci α i β.

5. Oblicz w podobny sposób F 3
1 + F 3

2 + ... + F 3
n .

6. Zale»no±¢ rekurencyjn¡ Fn = Fn−1 +Fn−2 mo»na wykorzysta¢ do wyznaczenia Fn dla wszystkich liczb caªkowitych
n (tak»e ujemnych). Jaki jest zwi¡zek mi¦dzy F−n i Fn dla n caªkowitych?

Odpowiedzi: 2. F2n−1 i F2n; 3. Fn+2 − 1; 4. FnFn+1; 5. 1
10

(F3n+2 − (−1)n6Fn−1 + 5).
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