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CYKLICZNE I SYMETRYCZNE

Symetria
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1. Udowodnij, ze dla a, b, ¢ > 0 zachodzi

b b b
2. Udowodnij, ze dla a, b, ¢ > 0 zachodzi atbte > a + ¢ + ca_
2 a+b b+c cHa
b
3. [560M] Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0;1). Udowodnié, ze a + + ¢ <o

bc+1 ca+1 ab+1"
4. [s70M] Liczby dodatnie a, b, c spelniaja warunek ab + bc + ca = abc. Dowiesé, ze

a1+t bt 4 oA 4+ gt
ab(a® +b3)  be(b3+¢3)  ca(cd3+ad) T

5. Udowodnij wprost (bez odwolywania sie do nierownosci o $rednich), ze dla a,b, ¢ > 0 zachodzi
a® + b2 + ¢ > 3abe.

a®+8+c 1 1 1
a

TOBE Ca b e

7. Udowodnij, ze dla a,b,c > 0 zachodzi (1 + a?)(1 + b*)(1 + ¢2) > (a + b)(b+ ¢)(c + a) oraz ze ré6wno$¢ ma miejsce
tylko gdy a =b=c=1.

6. Udowodnij, ze dla a,b, ¢ > 0 zachodzi

8. [550M] Udowodnié, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami rzeczywistymi, to

V2(a2 +b2) + /202 4+ 2) + /2(c2 +a2) > /3(a+b)2 +3(b+ )2 + 3(c + a)?.

9. [560M] Dana jest liczba rzeczywista ¢ > —2. Dowies¢, ze jezeli liczby x1, 2, ..., 2, (n > 2) sa dodatnie oraz

\/x%—l—cxlxz—i—x% + /2% + crows + 2%+ .\/22 + crprr + 27 = Ve +2(x + a0+ o+ Ty),
toc=2lubx; =29 =... = ,,.

10. [BMO 1996] Niech a,b, ¢, d beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi a + b+ ¢ + d = 12 oraz abed =
27 4+ ab + ac + ad + bc + bd + cd. Znajdz wszystkie mozliwe wartosci a, b, ¢, d.

11. [BMO 2005] Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Dowies¢, ze

a+b+c2>(4w+) LIyl
bca_a Cabc'

12. [530M] Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 i dla kazdego ciagu liczb dodatnich z1, xo, ..., z,, zachodzi co

najmniej jedna z nieréwnosci
n
n x; n
E o~ E - - Z —
Tit1 + Tiqo 2 Ti1 +Ti—o 2

i=1 i=1

(przyjmujemy ,41 = T1,Tpto = To OTAZ Ty = Tp, L1 = Tp_1).

b
13. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw trojkata. Udowodnij, ze a4 + + ¢ < 2.
b+c c+a a+b
Czebyszewy
b 3vab
1. [BMO 2002] Udowodnij, ze dla wszystkich a,b,c € (0, 1) zachodzi 1 i . + - + 1 i . > - ;aC%'
2. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich achodzi (zy + yz + )( ! + ! + L ) > g
. wodnij, Z woln nich z,y, 2z z 7i (x z+ zx > -
J Y i’ e @ry? a2 Grer)1
co N . .a b c 3
3. Udowodnij, ze dla wszystkich liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi + + > —.
b+c c+a a+b— 2
1 1 3

4. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich a, b, ¢ zachodzi

> —.
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Lamanie symetrii
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[360M] Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0;1). Udowodnié, ze bcc—li— T + o + abi— T <2.

Udowodnij, ze dla a,b,c € [0, 1] zachodzi

a n b . c
b+c+1 ct+a+1 a+b+1

+(1-a)1-0b)(1-¢c)<1.

[BMO 2004]
(a) Wiedzac, ze liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja a + b+ ¢ = 0, dowiedz, ze
3,13, .3 : 5,15, 5
a®+b°+¢ >0 wtedy i tylko wtedy, gdy a° +b°>+¢”> > 0.
(b) Wiedzac, ze liczby rzeczywiste a,b, ¢, d speliaja a + b+ ¢+ d = 0, dowiedz, ze
A+ ++d> >0 wtedy i tylko wtedy, gdy a® +b° +¢® +d° > 0.
[BMO 1995]
a) Znajdz najwieksza warto§¢ wyrazenia x2y — y?z gdy 0 < 2 < 1 oraz 0 <y < 1.
€Kkszq g
b) Znajdz najwiecksza warto§¢ wyrazenia x2y + 3%z + 222 — 222 —y?r — 22y gdy 0< 2 <1,0<y<1,0< z < 1.
€Kszq g

[BMO 1995] Niech a, b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi spetniajacymi a < b < ¢, a+ b+ ¢ = 6 oraz ab+ bc+ ca = 9.
Udowodnij, ze 0 <a<1<b<3<c<4.

[570M] Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

a22b3—|—03
b2:63+d3
02=d3+€3
d2:e3+a3
€2=a3+b3

7. [BMO 1999] Nieujemne liczby rzeczywiste p, ¢, r spelniaja p + ¢ + r = 1. Udowodnij, ze 7(pg + qr + rp) < 2+ 9pgr.
Rozmaitosci
1. [330M] Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, 2, ..., Tn, Y1, Y2, <y Un

zachodzi nieré6wnosé

T1Toe T + Y1Y2-Yn < NVTFH Y VTR YE T2+ 2.

[550M] Dana jest liczba catkowita n > 5. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan w liczbach rzeczywistych x1, xs, z3, ..., zy
uktadu réwnan

3 3 3 4 3 2 .
x5 ot xi g txy =a; i, +xr, dlai=1,2,..,n,

gdzie 1 =2y, _1,T0 = Tpn, T1 = Tpy1,T2 = Tpio.

. [BMO 1993] Niech z,y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi + < zy + yz + zz < 3. Okresl zbior

mozliwych wartosci wyrazen xyz oraz x + y + z.

[BMO 1998] Znajdz rozwigzanie ukladu réwnan

Yy +yz+ zx =12
ryz=24+x+y+ =z

w ktérym z,y, z sa dodatnie i udowodnij, ze jest to jedyne takie rozwigzanie. Udowodnij ponadto, ze istnieje
rozwiazanie tego uktadu, w ktérym x,y, z sa parami réznymi liczbami rzeczywistymi.

[BMO 2003] Niech z, y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spetiajacymi warunek z2 4+y2 422 = 1. Udowodnij,
ze x2yz + xy’z + xyz? < %

[540M] Dla liczb dodatnich a,b, ¢, d okre§lamy A = a® + b> + ¢ + d3 oraz B = bed + cda + dab + abe. Udowodnié¢
nier6wno$é (a + b+ c+d)® < 44 + 24B.

[570M] Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek ab + bc + ca = 3. Dowiesé, ze a3 + b® + ¢ + 6abc > 9.
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