
Nierówno±ci i równo±ci

cykliczne i symetryczne

Symetria

1. Udowodnij, »e dla a, b, c > 0 zachodzi
a4 + b4

a + b
+

b4 + c4

b + c
+

c4 + a4

c + a
≥ a3 + b3 + c3.

2. Udowodnij, »e dla a, b, c > 0 zachodzi
a + b + c

2
≥ ab

a + b
+

bc

b + c
+

ca

c + a
.

3. [56OM] Liczby a, b, c nale»¡ do przedziaªu 〈0; 1〉. Udowodni¢, »e a

bc + 1
+

b

ca + 1
+

c

ab + 1
≤ 2.

4. [57OM] Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ warunek ab + bc + ca = abc. Dowie±¢, »e

a4 + b4

ab(a3 + b3)
+

b4 + c4

bc(b3 + c3)
+

c4 + a4

ca(c3 + a3)
≥ 1 .

5. Udowodnij wprost (bez odwoªywania si¦ do nierówno±ci o ±rednich), »e dla a, b, c > 0 zachodzi

a3 + b3 + c3 ≥ 3abc.

6. Udowodnij, »e dla a, b, c > 0 zachodzi
a8 + b8 + c8

a3b3c3
≥ 1

a
+

1
b

+
1
c
.

7. Udowodnij, »e dla a, b, c > 0 zachodzi (1 + a2)(1 + b2)(1 + c2) ≥ (a + b)(b + c)(c + a) oraz »e równo±¢ ma miejsce
tylko gdy a = b = c = 1.

8. [55OM] Udowodni¢, »e je»eli a, b, c s¡ liczbami rzeczywistymi, to√
2(a2 + b2) +

√
2(b2 + c2) +

√
2(c2 + a2) ≥

√
3(a + b)2 + 3(b + c)2 + 3(c + a)2 .

9. [56OM] Dana jest liczba rzeczywista c > −2. Dowie±¢, »e je»eli liczby x1, x2, ..., xn (n ≥ 2) s¡ dodatnie oraz√
x2

1 + cx1x2 + x2
2 +

√
x2

2 + cx2x3 + x2
3 + ...

√
x2

n + cxnx1 + x2
1 =

√
c + 2(x1 + x2 + ... + xn) ,

to c = 2 lub x1 = x2 = ... = xn.

10. [BMO 1996] Niech a, b, c, d b¦d¡ dodatnimi liczbami rzeczywistymi speªniaj¡cymi a + b + c + d = 12 oraz abcd =
27 + ab + ac + ad + bc + bd + cd. Znajd¹ wszystkie mo»liwe warto±ci a, b, c, d.

11. [BMO 2005] Niech a, b, c b¦d¡ dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Dowie±¢, »e(
a

b
+

b

c
+

c

a

)2

≥ (a + b + c)
(

1
a

+
1
b

+
1
c

)
.

12. [53OM] Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 3 i dla ka»dego ci¡gu liczb dodatnich x1, x2, ..., xn zachodzi co
najmniej jedna z nierówno±ci

n∑
i=1

xi

xi+1 + xi+2
≥ n

2
,

n∑
i=1

xi

xi−1 + xi−2
≥ n

2

(przyjmujemy xn+1 = x1, xn+2 = x2 oraz x0 = xn, x−1 = xn−1).

13. Niech a, b, c b¦d¡ dªugo±ciami boków trójk¡ta. Udowodnij, »e
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
< 2.

Czebyszewy

1. [BMO 2002] Udowodnij, »e dla wszystkich a, b, c ∈ (0, 1) zachodzi
a

1− a
+

b

1− b
+

c

1− c
≥ 3 3

√
abc

1− 3
√

abc
.

2. Udowodnij, »e dla dowolnych dodatnich x, y, z zachodzi (xy + yz + zx)
(

1
(x + y)2

+
1

(y + z)2
+

1
(z + x)2

)
≥ 9

4
.

3. Udowodnij, »e dla wszystkich liczb dodatnich a, b, c zachodzi
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2
.

4. Udowodnij, »e dla dowolnych dodatnich a, b, c zachodzi
1

a3(b + c)
+

1
b3(c + a)

+
1

c3(a + b)
≥ 3

2
.



�amanie symetrii

1. [56OM] Liczby a, b, c nale»¡ do przedziaªu 〈0; 1〉. Udowodni¢, »e a

bc + 1
+

b

ca + 1
+

c

ab + 1
≤ 2.

2. Udowodnij, »e dla a, b, c ∈ [0, 1] zachodzi

a

b + c + 1
+

b

c + a + 1
+

c

a + b + 1
+ (1− a)(1− b)(1− c) ≤ 1.

3. [BMO 2004]

(a) Wiedz¡c, »e liczby rzeczywiste a, b, c speªniaj¡ a + b + c = 0, dowiedz, »e

a3 + b3 + c3 > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a5 + b5 + c5 > 0 .

(b) Wiedz¡c, »e liczby rzeczywiste a, b, c, d speªniaj¡ a + b + c + d = 0, dowiedz, »e

a3 + b3 + c3 + d3 > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a5 + b5 + c5 + d5 > 0 .

4. [BMO 1995]

(a) Znajd¹ najwi¦ksz¡ warto±¢ wyra»enia x2y − y2x gdy 0 ≤ x ≤ 1 oraz 0 ≤ y ≤ 1.

(b) Znajd¹ najwi¦ksz¡ warto±¢ wyra»enia x2y + y2z + z2x− x2z− y2x− z2y gdy 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.

5. [BMO 1995] Niech a, b, c b¦d¡ liczbami rzeczywistymi speªniaj¡cymi a < b < c, a + b + c = 6 oraz ab + bc + ca = 9.
Udowodnij, »e 0 < a < 1 < b < 3 < c < 4.

6. [57OM] Rozwi¡za¢ w liczbach rzeczywistych ukªad równa«
a2 = b3 + c3

b2 = c3 + d3

c2 = d3 + e3

d2 = e3 + a3

e2 = a3 + b3

7. [BMO 1999] Nieujemne liczby rzeczywiste p, q, r speªniaj¡ p + q + r = 1. Udowodnij, »e 7(pq + qr + rp) ≤ 2 + 9pqr.

Rozmaito±ci

1. [53OM] Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn

zachodzi nierówno±¢
x1x2...xn + y1y2...yn ≤

√
x2

1 + y2
1 ·

√
x2

2 + y2
2 · ... ·

√
x2

n + y2
n .

2. [55OM] Dana jest liczba caªkowita n ≥ 5. Wyznaczy¢ liczb¦ rozwi¡za« w liczbach rzeczywistych x1, x2, x3, ..., xn

ukªadu równa«
x3

i−2 + x3
i−1 + x3

i = x4
i + x3

i+1 + x2
i+2 dla i = 1, 2, ..., n,

gdzie x−1 = xn−1, x0 = xn, x1 = xn+1, x2 = xn+2.

3. [BMO 1993] Niech x, y, z b¦d¡ dodatnimi liczbami rzeczywistymi speªniaj¡cymi 1
3 ≤ xy + yz + zx ≤ 3. Okre±l zbiór

mo»liwych warto±ci wyra»e« xyz oraz x + y + z.

4. [BMO 1998] Znajd¹ rozwi¡zanie ukªadu równa«{
xy + yz + zx = 12
xyz = 2 + x + y + z

w którym x, y, z s¡ dodatnie i udowodnij, »e jest to jedyne takie rozwi¡zanie. Udowodnij ponadto, »e istnieje
rozwi¡zanie tego ukªadu, w którym x, y, z s¡ parami ró»nymi liczbami rzeczywistymi.

5. [BMO 2003] Niech x, y, z b¦d¡ dodatnimi liczbami rzeczywistymi speªniaj¡cymi warunek x2+y2+z2 = 1. Udowodnij,
»e x2yz + xy2z + xyz2 ≤ 1

3 .

6. [54OM] Dla liczb dodatnich a, b, c, d okre±lamy A = a3 + b3 + c3 + d3 oraz B = bcd + cda + dab + abc. Udowodni¢
nierówno±¢ (a + b + c + d)3 ≤ 4A + 24B.

7. [57OM] Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, c speªniaj¡ warunek ab + bc + ca = 3. Dowie±¢, »e a3 + b3 + c3 + 6abc ≥ 9.
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