NIEROWNOSCI T ROWNOSCI
CYKLICZNE I SYMETRYCZNE

Symetria

at+vt V4t A +at

>a® + b+
a+b+b—|—c+c+a 2@+ e

1. Udowodnij, ze dla a, b, ¢ > 0 zachodzi

Rozwiazanie: 2a* 4 2b% > (a3 + b3)(a + b).

b b b
2. Udowodnij, ze dla a, b, c > 0 zachodzi atote > a4 + ¢ + ca .
2 a+b b+c cHa
RozwiazaNig: (a + b)2 > 4ab.
b
3. [560M] Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0;1). Udowodnié, ze a + + € <9

bc+1 ca+1 ab+1 "~
RozwiazaNIE: 2ab+2>ab+1+c>a+b+ec.

4. [s70M] Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek ab + bc + ca = abc. Dowiesé, ze

a* + bt b+t ct +at
ab(a® +b3)  be(b3+¢3)  ca(cd+ad) T

. at+b* 1,1
RozwIiAzZANIE: 2m >+

5. Udowodnij wprost (bez odwolywania sie do nier6wnosci o $rednich), ze dla a,b,c > 0 zachodzi

a® + b + & > 3abe.

ROZWIAZANIE: a® + b2 > a2b + ab2, a2c + b%c > 2abe.

S+¥4+c® 1 1 1
6. Udowodnij, ze dla a,b,c > 0 zachodzi oyt >4 -4
a3b3ce3 a b ¢

RozwiAzZANIE: a® 4+ b8 > a®b% + aBb°, abc3 4+ b2c3 > adb2c® + a2b3c3.

7. Udowodnij, ze dla a,b,c > 0 zachodzi (1 + a?)(1 + b?)(1 + c?) > (a + b)(b+ ¢)(c + a) oraz ze réwnos$¢ ma miejsce
tylko gdy a =b=c=1.

RozwiazaNig: (a + b)2 < (14 a?)(1 + b?) z réwnoscia gdy ab = 1.
8. [550M] Udowodnié, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami rzeczywistymi, to

V2(a2 +02) + /2(02 + ) + /2(c2 + a?) > /3(a+b)2 +3(b+¢)2 + 3(c +a)?.

RozwiazaNie: Kwadrat lewej strony > 4(a?+b%4-c2)+2|a+b|-|b+c|+2|b-+c|-|c+a|+2|c+al-|a+b| i ponadto |a+b|-|b+c| > b%4ab+actbe.

9. [560M] Dana jest liczba rzeczywista ¢ > —2. Dowies¢, ze jezeli liczby x1, 2, ..., 2, (n > 2) sa dodatnie oraz

\/x%—l—cxle—i—x%—i— 23 + crows + 13 + ..\ /22 + crpry + 22 = Ve+ 2w 22+ o+ T,

toc=2lubx; =29 =... = x,,.
RozwiazaNiE: p? + cpg+¢° = L2 (p+ )2 — G2 (p — )%
10. [BMO 1996] Niech a,b, ¢, d beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spetniajacymi a + b+ ¢ + d = 12 oraz abed =
27 4+ ab + ac + ad + bc + bd + cd. Znajdz wszystkie mozliwe wartosci a, b, ¢, d.
RozwiazaNIE: Vabed <9, wiec 2abed < 9(ab + cd).

11. [BMO 2005] Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Dowiesé, ze

a b e\’ 11 1
—+-+-) 2(a+tdbte){ -+ +-].
b ¢ a a b ¢
6 a3 L p3 2 2 a> | b_a
Rozwiazanie: Wymnozy¢, a® +b° > a®b+ ab®, przez co 7 + 7 — 3 —12>0.

12. [530M] Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 i dla kazdego ciagu liczb dodatnich x1, zo, ..., x, zachodzi co

najmniej jedna z nieréwnosci
n n

€X; n Z;
Z : =3 Zmifl‘i‘zxzéZZ

= Tit1 T Tit2 =

|3

(przyjmujemy ,4+1 = T1,Tpto = To OTAZ Ty = Tp, L1 = Tp_1).

RozwiazaNie: Wystarczy zi’1+§fiiti+zi+2 > 2n, czyli 3 zljrl;fz + §l+fl+§1 > 2n.
e it i1t




b c

13. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw trojkata. Udowodnij, ze a + + < 2.
b+c c+a a+b
ROZWIAZANIE: ﬁ < af}‘)1+c.

Czebyszewy

1. [BMO 2002] Udowodnij, ze dla wszystkich a,b,c € (0,1) zachodzi

a b c 3vabe
+ + > 3 .
1—a 1-0b 1—c 1 — vabe

RozwiazaNIE: Z nierownosci Czebyszewa lewa strona L spelnia L > %b*c( L4 ﬁ + ﬁ) 7 nieréwnosci miedzy $rednimi,

l1—a
L > 3V/abe/(1 — “E2+e) > 3/abe/(1 — Vabe).

1 1 1 9
. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich z,y, z zachodzi (zy + yz + zx) ((x pnE + OESSE + n m)2> > 7

. xyY Yz zxT Ty l
RozwiazaNiE: Lewa strona L > 3( oty)? + )2 + ta)? ), oty)? > g

.o R . . a b c
. Udowodnij, ze dla wszystkich liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi +
b+c c+a a+bd
) . . +bte, 1 1 1y L
RozwiazaNig: 7 nieréwnosci Czebyszewa lewa strona L > %(m +aat ﬂ) =1+3.

. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich a,b, ¢ zachodzi 2010 + b3(cl+ S N 03(a1+ D > %
RozwiazaNie: Wiemy juz, ze Bf_%c + % + LB > % Jesli A+ B+ C > 3, to z nierdwnosci Czebyszewa otrzymujemy % +
% + Ac_;% > % Wystarczy wstawi¢ A = %, B = %, C= %
Lamanie symetrii
. [360M] Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0;1). Udowodni¢, ze a + b + € <o

bc+1 ca+1 ab+1—

Rozwiazanie: Niech ¢ bedzie najwieksze; wystarcza “;:f’(;l <2, czyli (1—a)(1—5b)+ab>0.

. Udowodnij, ze dla a, b, ¢ € [0, 1] zachodzi

a b c

1—a)(1—b)(1—c)<1.
brerl Teraritarprr Tl -b-o<

RozwiazaNie: Niech ¢ bedzie najwieksze; wystarczy udowodnic¢ Zigif +(1-a)(1-0b)(1—-c)<1,czyli(1—a)(l—-0b)(a+b+1)<1,
czyli a®(1 —b) +b%(1 — a) + ab > 0.

. [BMO 2004]
(a) Wiedzac, ze liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja a + b+ ¢ = 0, dowiedz, ze
a®+ 03+ >0 wtedy i tylko wtedy, gdy a® +b° +¢® > 0.
(b) Wiedzac, ze liczby rzeczywiste a,b, ¢, d spelmiaja a + b+ ¢ + d = 0, dowiedz, ze
A+ ++d> >0 wtedy i tylko wtedy, gdy a® +b°+¢® +d° > 0.

RozwiazaNIE: (a) Oba warunki sa rownowazne a > 0,b < 0,c < 0 etc. (b) a>b>c>d; jesli b < 0, to jak w (a); jesli b > 0, to ¢ < 0,

oba warunki oznaczaja, ze a —b > c—d.
. [BMO 1995]

(a) Znajdz najwieksza warto$¢ wyrazenia x%y — y2r gdy 0 <z < loraz 0 <y < 1.

(b) Znajdz najwieksza warto§¢ wyrazenia z2y + %2 + 2%z — 222z —y?r — 2%y gdy 0< 2 <1,0<y <1,0< 2 < 1.
RozwiazaNIE: (a) zy(x — y) dla ustalonego y osiaga maksimum gdy « = 2y. (b) Niech z < y; (y — )z(x + y — z) osiaga maksimum
gdy 2z = x + y. Zostaje %(y — )3,

. [BMO 1995] Niech a, b, ¢ beda liczbami rzeczywistymi spelniajacymi a < b < ¢, a+ b+ ¢ = 6 oraz ab+ bc+ ca = 9.
Udowodnij, ze 0 <a<1<b<3<c<4.

ROZWIAZANIE: a = 2+p, b= 2+q, c = 2+7. p+q+r =0, pg+qr+rp = —3, p>+¢*+r2 = 6. Zatem (p,q,7) = a(—2,1,1)+8(—1,—1,2),
a,>0,a?2+aBf+B2=1.Stad 1<2a+8<2,1<a+28<2, |a—p] <1



6. [570M| Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

a2:b3+c3
b2263+d3
02:d3+63
d?2 =e3 + a3
e2=ag3+ 013

2

RozwiazaNie: Niech a ma najwiekszy modul. Wtedy d < bi. Jesli a > 0, to z ¢3 — a® = a? — €2 > 0 otrzymujemy ¢ = a i dalej

a=c=e=b=4d. Jedlia <0,toa®+b3=e?>0,cayli b= —a i jak wyzej.

7. [BMO 1999] Nieujemne liczby rzeczywiste p, g, r spelniaja p + ¢ + r = 1. Udowodnij, ze 7(pg + gr + rp) < 2 + 9pgr.

RoOzZWIAZANIE: 4(pq + qr + rp) = 2 — 2(p? + ¢® +r2), 3(pg + qr + rp) = Ipgr +2(p?> +¢®> +7r2) — p?>(Bp— 1) — ¢*>(3¢ — 1) — r2(3r — 1).
Jeslip>q>r,to3p—12>0,3r—1<0, wiec p?(3p — 1) —¢?>(3¢— 1) —r?(3r — 1) > ¢>(3p +3q¢ +3r — 3) = 0.

Rozmaitosci

1. [330M] Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby naturalne n, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, 2, ..., Tn, Y1, Y25 -y Yn
zachodzi nieréwnos¢

T1T2...Tn + Y1Y2..Yn < \/x% +y?- \/ozg +y3-. \/z% +y2.

RozwiazANIE: n = 1 — nie, n = 2 — nier. Schwarza, n > 2 — indukcja, n = 2, \/p? + ¢%2 < p + q. Albo: nieréwnosé¢ o srednich dla
22 2
2T1y2 Oraz oo

2. [550M] Dana jest liczba catkowita n > 5. Wyznaczy¢ liczbe rozwigzan w liczbach rzeczywistych xq, 22, x3, ..., T,

uktadu réwnan
2}, +ad  +ad=at4ad 4ad, dai=12..n,

gdzie v_1 = Tp,_1,T0 = Tp, T1 = Tp41,T2 = Tpto-
Rozwiazanie: Po dodaniu: 0 = zxf(xl —1)?, skad x; = 1 lub x; = 0. Otrzymujemy 10 rozw. gdy n = 0 (mod 6), 8 gdy n = 3, 4 gdy
n =2 lub n =4, 2 w pozostalych przypadkach.

3. [BMO 1993] Niech z,y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi % < xy+yz + zx < 3. Okresl zbior
mozliwych wartosci wyrazen xyz oraz = + y + z.

ROZWIAZANIE: xy + yz + zx > 3¥/22y222, (z +y + 2)% > 3(xy + yz + 2x).

4. [BMO 1998] Znajdz rozwiazanie uktadu réwnan

Y+ yz + zx =12
ryz=24+zc+y+=2

w ktoérym x,y, z sa dodatnie i udowodnij, ze jest to jedyne takie rozwigzanie. Udowodnij ponadto, ze istnieje
rozwigzanie tego uktadu, w ktérym x, y, z sa parami réznymi liczbami rzeczywistymi.
RozwiazaNIE: xyz < 8, wiec %xyz <z4+y+ =z

5. [BMO 2003] Niech z, 9, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi spetiajacymi warunek 22442+ 22 = 1. Udowodnij,
ze x2yz 4+ xylz + xyz? < %
Rozwiazanie: (2 + % 4+ 24) > L(a? + 42 4+ 22)2 = 1, wiec 1 = (22 + 92 + 22)2 > 1 + 2(22yz + a2z + 2y2?).

6. [540M] Dla liczb dodatnich a,b, ¢, d okre§lamy A = a + b3 + ¢ + d3 oraz B = bed + cda + dab + abe. Udowodnié
nier6wnos$é (a + b+ c+d)® < 4A + 24B.
Rozwiazanie: da?(b+c+d) <ala+b+c+d)?, skad (a+b+c+d)> <A+6B+ 2(a+b+c+d)d.

7. [570M] Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spetiaja warunek ab + bc 4 ca = 3. Dowiesé, ze a® + b3 + ¢ + 6abc > 9.

RozwiAZANIE: (a+ b+ c)? > 3ab+ 3bc+ 3ca = 9 oraz a® + b3 + ¢ + 6abe > (a + b+ c)(ab + be + ca) (rozpisaé i przyjaé, ze a > b > c).

Mateusz Kwasnicki



