PODZIELNOSC

Rozklad na czynniki pierwsze

. Udowodnij, ze jedli a™|b"*! dla pewnych liczb calkowitych a, b i wszystkich liczb catkowitych dodatnich n, to alb.

. Przez jaka najwyzsza potege liczby pierwszej p dzieli sie n!, gdzie n jest liczbg catkowita nieujemng?

Udowodnij, ze (kk’fll!)! jest liczba catkowita dla dowolnych catkowitych nieujemnych k, I.

[14MOM] Niech m,n beda dowolnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze
catkowita.

(2m)!(2”)!! jest liczba

m!n!(m+n)

Uzasadnij, ze najmniejsza wspolna wielokrotnosé liczb 1,2, ..., 2n jest podzielna przez (**).

6. [550M] Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, majace doktadnie \/n dzielnikow dodatnich.

7. [560M] Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych n™ +1 oraz (2n)?" +1 sa liczbami pierwszymi.

8. [570M] Niech ¢ bedzie ustalong liczba catkowita dodatnia. Ciag (a,) jest okreSlony przez warunki a; = 1, anq11 =
d(ay)+cdlan=1,2, ..., gdzie d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby m. Wykazac, ze istnieje taka liczba
catkowita dodatnia k, ze ciag ax, ax+1,ag+2, ... jest okresowy.

9. [580M] Niech F'(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby catkowitej dodatniej k. Rozstrzygnad,
czy istnieja rozne liczby calkowite dodatnie m, n, dla ktorych F(m) = F(n).

10. [580M] Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy bialg, jezeli jest réwna 1 lub jest iloczynem parzystej liczby liczb
pierwszych (niekoniecznie roznych). Pozostale liczby catkowite dodatnie nazwiemy czarnymi. Zbadaé, czy istnieje
taka liczba catkowita dodatnia, ze suma jej biatych dzielnikéw jest rowna sumie jej czarnych dzielnikéw.

Permutacje

1. Udowodnij male twierdzenie Fermata: jesli p jest liczba pierwsza, to n? = n (mod p) dla wszystkich liczb caltkowi-
tych n.

2. [580M] Niech p bedzie liczbg pierwsza. Dowies¢, ze istnieje taka permutacja (z1, 2, ..., zp—1) zboru {1,2,...,p — 1},
ze liczby x1, x122, 12273, ..., T122...2p—1 dajg rézne reszty przy dzieleniu przez p.

3. [600M] Dana jest liczba catkowita n > 2. Niech ry,rg,...,7,—1 beda odpowiednio resztami z dzielenia liczb 1, 1 + 2,
14243, ..,14+2+ ...+ (n—1) przez n. Znalei¢ wszystkie takie wartosci n, ze ciag (ri,72,73, ..., "n—1) jest
permutacja ciagu (1,2,3,...,n — 1).

4. [600M] Dana jest liczba pierwsza p. Po lewej stronie tablicy napisano liczby 1,2,3,...,p — 1, za§ po prawej stronie

liczbe 0. Wykonujemy ciag p—1 ruchéw, z ktérych kazdy przebiega nastepujaco. Wybieramy jedna z liczb napisanych
po lewej stronie tablicy, dodajemy ja do wszystkich pozostalych liczb na dablicy, po czym wymazujemy wybrang
liczbe. Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci p mozna w kolejnych ruchach wybiera¢ liczby w taki sposéb, by liczba
pozostata na tablicy po wykonaniu wszystkich ruchéw byta podzielna przez p.

Reszty modulo

1.

[550M] Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby catkowite nieujemne z,y, z spelniajace réwnanie
(122 + 5)(12y + 7) = p~.

[570M] Wyznaczy¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite n, dla ktérych liczba 2™ + 105 jest kwadratem liczby
caltkowite;j.

[570M] Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie k, dla ktorych liczba 3% + 5% jest potegg liczby catkowitej o
wyktadniku naturalnym wiekszym od 1.

. [590M] Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa dlugosé ciggu kolejnych liczb catkowitych, z ktérych kazda mozna przedstawic

w postaci z2 + 2y? dla pewnych liczb catkowitych x, .

Algorytm Euklidesa

1.

[590M] Dana jest liczba catkowita dodatnia n niepodzielna przez 3. Udowodnié, ze istnieje liczba m o nastepujacej
wlasnodci: Kazda liczba calkowita nie mniejsza niz m jest suma cyfr pewnej wielokrotnosci liczby n.
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