
Podzielno±¢

Rozkªad na czynniki pierwsze

1. Udowodnij, »e je±li an|bn+1 dla pewnych liczb caªkowitych a, b i wszystkich liczb caªkowitych dodatnich n, to a|b.
Rozwi¡zanie: W rozkªadzie na czynniki pierwsze otrzymujemy nki ≤ (n + 1)li dla wszystkich n, sk¡d ki ≤ li.

2. Przez jak¡ najwy»sz¡ pot¦g¦ liczby pierwszej p dzieli si¦ n!, gdzie n jest liczb¡ caªkowit¡ nieujemn¡?

Rozwi¡zanie:
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3. Udowodnij, »e (k+l)!
k!l! jest liczb¡ caªkowit¡ dla dowolnych caªkowitych nieujemnych k, l.

Rozwi¡zanie: Poniewa» bx + yc ≥ bxc+ byc, dla dowolnej liczby pierwszej p i j ≥ 1, w liczniku jest co najmniej tyle samo czynników

podzielnych przez pj co w mianowniku.

4. [14MOM] Niech m, n b¦d¡ dowolnymi nieujemnymi liczbami caªkowitymi. Udowodnij, »e (2m)!(2n)!
m!n!(m+n)! jest liczb¡

caªkowit¡.

Rozwi¡zanie: Poniewa» b2x + 2yc ≥ bxc+ byc+ bx + yc, dla dowolnej liczby pierwszej p i j ≥ 1, w liczniku jest co najmniej tyle samo

czynników podzielnych przez pj co w mianowniku.

5. Uzasadnij, »e najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ liczb 1, 2, ..., 2n jest podzielna przez
(
2n
n

)
.

Rozwi¡zanie:
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6. [55OM] Wyznaczy¢ wszystkie liczby caªkowite dodatnie n, maj¡ce dokªadnie
√

n dzielników dodatnich.

Rozwi¡zanie: Musi by¢ n = p2k1
1 ...p2km

m i pk1
1 ...pkm

m = (1+2k1)...(1+2kn). St¡d wszystkie pi s¡ nieparzyste. Skoro p
ki
i > 1+(pi−1)ki

gdy pi > 3 lub ki > 1, musi by¢ pi = 3 i ki = 1, a wi¦c n = 3. Osobno trzeba rozwa»y¢ n = 1.

7. [56OM] Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby caªkowite n, dla których nn +1 oraz (2n)2n +1 s¡ liczbami pierwszymi.

Rozwi¡zanie: Gdy n ma nieparzysty czynnik pierwszy, to nn + 1 jest zªo»ona; zatem n = 2k. Wobec tego k2k oraz (k + 1)2k+1 nie

mog¡ mie¢ nieparzystego czynnika pierwszego, sk¡d k ∈ {0, 1}, czyli n ∈ {1, 2}. Obie te liczby speªniaj¡ warunki zadania.

8. [57OM] Niech c b¦dzie ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡. Ci¡g (an) jest okre±lony przez warunki a1 = 1, an+1 =
d(an)+ c dla n = 1, 2, ..., gdzie d(m) oznacza liczb¦ dodatnich dzielników liczby m. Wykaza¢, »e istnieje taka liczba
caªkowita dodatnia k, »e ci¡g ak, ak+1, ak+2, ... jest okresowy.

Rozwi¡zanie: Wystarczy dowie±¢, »e ci¡g (an) jest ograniczony. �atwo sprawdzi¢, »e 2k ≥ 4
3
(k +1) dla k ≥ 2 oraz ak ≥ 3k ≥ 4

3
(k +1)

dla k ≥ 1 i a ≥ 3. Zatem dla liczb wi¦kszych od 2 zachodzi d(pk1
1 ...pkn

n ) = (k1 + 1)...(kn + 1) ≤ 3
4
pk1
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n , a wi¦c an+1 ≤ 3
4
an + c,

sk¡d an ≤ 4c.

9. [58OM] Niech F (k) b¦dzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielników liczby caªkowitej dodatniej k. Rozstrzygn¡¢,
czy istniej¡ ró»ne liczby caªkowite dodatnie m, n, dla których F (m) = F (n).

Rozwi¡zanie: Je±li p1, p2, ..., pn s¡ liczbami pierwszymi, to w rozkªadzie F (pk1
1 ...pkn

n ) na czynniki pierwsze czynnik pi wyst¦puje

dokªadnie ki
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(k1+1)(k2+1)...(kn+1) razy. Je±li F (pk1
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n ), to ki
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(k1+1)(k2+1)...(kn+1) = li
2

(l1+1)(l2+1)...(ln+1),

sk¡d w szczególno±ci kilj = kj li. St¡d ªatwo ki = cli dla pewnego (wymiernego) c; pozostaje zauwa»y¢, »e c = 1. Zatem je±li

F (a) = F (b), to a = b.

10. [58OM] Liczb¦ caªkowit¡ dodatni¡ nazwiemy biaª¡, je»eli jest równa 1 lub jest iloczynem parzystej liczby liczb
pierwszych (niekoniecznie ró»nych). Pozostaªe liczby caªkowite dodatnie nazwiemy czarnymi. Zbada¢, czy istnieje
taka liczba caªkowita dodatnia, »e suma jej biaªych dzielników jest równa sumie jej czarnych dzielników.

Rozwi¡zanie: Zaªó»my, »e n jest najmniejsz¡ liczb¡ o tej wªasno±ci i zaªó»my, »e n = p2k−1m dla pewnej liczby pierwszej p i dla m

niepodzielnego przez p. Niech b, c oznacza odpowiednio sum¦ biaªych i czarnych dzielników m. Porównuj¡c sum¦ biaªych dzielników

n z sum¡ czarnych dzielników, otrzymujemy p2k−1
p2−1

(b + pc) = p2k−1
p2−1

(pb + c), sk¡d b = c, sprzeczno±¢. Gdy n = p2km, to analogicznie
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c i znów b = c. Zatem takie liczby nie istniej¡.

Permutacje

1. Udowodnij maªe twierdzenie Fermata: je±li p jest liczb¡ pierwsz¡, to np ≡ n (mod p) dla wszystkich liczb caªkowi-
tych n.

2. [58OM] Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Dowie±¢, »e istnieje taka permutacja (x1, x2, ..., xp−1) zboru {1, 2, ..., p− 1},
»e liczby x1, x1x2, x1x2x3, ..., x1x2...xp−1 daj¡ ró»ne reszty przy dzieleniu przez p.

Rozwi¡zanie: Niech x1 = 1, (k − 1)xk ≡ k (mod p). Oczywi±cie xk 6= x1 dla k > 1. Gdyby xk = xl = a dla k > l > 1, to mieliby±my

a(k − 1)− a(l − 1) ≡ k − l (mod p), sk¡d a ≡ 1 (mod p).



3. [60OM] Dana jest liczba caªkowita n ≥ 2. Niech r1, r2, ..., rn−1 b¦d¡ odpowiednio resztami z dzielenia liczb 1, 1 + 2,
1 + 2 + 3, ..., 1 + 2 + ... + (n − 1) przez n. Znale¹¢ wszystkie takie warto±ci n, »e ci¡g (r1, r2, r3, ..., rn−1) jest
permutacj¡ ci¡gu (1, 2, 3, ..., n− 1).

Rozwi¡zanie: Zachodzi 1 + 2 + ... + k =
k(k+1)
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. Aby te liczby nie byªy podzielne przez n gdy

0 < l < k < n, n musi by¢ postaci 2p dla pewnej liczby pierwszej p.

4. [60OM] Dana jest liczba pierwsza p. Po lewej stronie tablicy napisano liczby 1, 2, 3, ..., p − 1, za± po prawej stronie
liczb¦ 0. Wykonujemy ci¡g p−1 ruchów, z których ka»dy przebiega nast¦puj¡co. Wybieramy jedn¡ z liczb napisanych
po lewej stronie tablicy, dodajemy j¡ do wszystkich pozostaªych liczb na dablicy, po czym wymazujemy wybran¡
liczb¦. Rozstrzygn¡¢, dla jakich warto±ci p mo»na w kolejnych ruchach wybiera¢ liczby w taki sposób, by liczba
pozostaªa na tablicy po wykonaniu wszystkich ruchów byªa podzielna przez p.

Rozwi¡zanie: Je±li p − jk oznacza numer ruchu, w którym wybrano liczb¦ równ¡ pocz¡tkowo k, to po prawej stronie zostanie liczba

2j1 +2·2j2 +3·2j3 +...+(p−1)·2jp−1 . Ci¡g (j1, j2, ..., jp−1) jest dowoln¡ permutacj¡ ci¡gu (1, 2, ..., p−1), a ponadto ci¡g reszt z dzielenia

liczb 21, 22, ..., 2p−1 przez p jest pewn¡ ustalon¡ permutacj¡ ci¡gu (1, 2, ..., p − 1). Wybierzmy j1, j2, ..., jn tak, aby 2jk dzielone przez

p dawaªo reszt¦ k. Wtedy na tablicy pozostanie liczba, której reszta z dzielenia przez p wynosi 12 + 22 + ... + (p− 1)2 =
p(p−1)(2p−1)

6
.

Je±li p > 3, to ta liczba jest podzielna przez p. Dla p ∈ {2, 3} odpowied¹ jest przecz¡ca.

Reszty modulo

1. [550M] Rozstrzygn¡¢, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby caªkowite nieujemne x, y, z speªniaj¡ce równanie
(12x + 5)(12y + 7) = pz.

Rozwi¡zanie: Gdyby tak byªo, pk ≡ 5 (mod 12) i pl ≡ 7 (mod 12) dla pewnych k, l, sk¡d p ≡ 5 (mod 12) i p ≡ 7 (mod 12),

sprzeczno±¢.

2. [57OM] Wyznaczy¢ wszystkie nieujemne liczby caªkowite n, dla których liczba 2n + 105 jest kwadratem liczby
caªkowitej.

Rozwi¡zanie: Je±li n jest nieparzyste, to 2n + 105 ≡ 2 (mod 3), wi¦c 2n + 105 nie jest kwadratem. Dla n = 2k mamy 22k + 105 = a2

tylko je±li (a− 2k)(a + 2k) = 105, sk¡d 2k < 105
2
, czyli k ≤ 5. Bezpo±rednio sprawdza si¦, »e odpowied¹ brzmi n ∈ {4, 6, 8}.

3. [57OM] Wyznaczy¢ wszystkie liczby caªkowite dodatnie k, dla których liczba 3k + 5k jest pot¦g¡ liczby caªkowitej o
wykªadniku naturalnym wi¦kszym od 1.

Rozwi¡zanie: Jedno rozwi¡zanie: 31 + 51 = 23; 32n + 52n ≡ 2 (mod 4), wi¦c k musi by¢ nieparzyste; 32n+1 + 52n+1 ≡ 8 (mod 16),

wi¦c 3k + 5k mo»e by¢ tylko sze±cianem; dla n > 1, 32n+1 + 52n+1 mod 9 = 52n+1 mod 9 ∈ {2, 5, 8}, ale m3 mod 9 ∈ {0, 1, 8}, przez co
3|k; wreszcie 36n+3 + 56n+3 ≡ 5 (mod 7), ale m3 mod 7 ∈ {0, 1, 6}, wi¦c nie ma wi¦cej rozwi¡za«.

4. [59OM]Wyznaczy¢ najwieksz¡ mo»liw¡ dªugo±¢ ci¡gu kolejnych liczb caªkowitych, z których ka»d¡ mo»na przedstawi¢
w postaci x3 + 2y2 dla pewnych liczb caªkowitych x, y.

Rozwi¡zanie: x3 mod 8 ∈ {0, 1, 3, 5, 7}, 2y4 mod 8 ∈ {0, 2}, zatem x3 + 2y4 mod 8 ∈ {0, 1, 2, 3, 5, 7}. Odpowied¹: 5.

Algorytm Euklidesa

1. [59OM] Dana jest liczba caªkowita dodatnia n niepodzielna przez 3. Udowodni¢, »e istnieje liczba m o nast¦puj¡cej
wª¡sno±ci: Ka»da liczba caªkowita nie mniejsza ni» m jest sum¡ cyfr pewnej wielokrotno±ci liczby n.

Rozwi¡zanie: Bez utraty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e n jest niepodzielna przez 10. Je±li kn ma sum¦ cyfr a, za± ln ma sum¦ cyfr b,

to o ile N jest dostatecznie du»e, (10Nk + l)n ma sum¦ cyfr a + b. Wystarczy zatem wskaza¢ dwie wielokrotno±ci n, których sumy cyfr

s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi i zastosowa¢ algorytm Euklidesa. Aby znale¹¢ te wielokrotno±ci, wybierzmy k niepodzielne przez 3 i

takie, by cyfra jedno±ci liczby kn byªa ró»na od zera, a cyfra dziesi¡tek � ró»na od 9. Nast¦pnie ustalmy l niepodzielne przez 3 i takie,

by najbardziej znacz¡ca cyfra liczby ln byªa równa 9. Niech N oznacza liczb¦ cyfr liczby ln, za± a i b odpowiednio sumy cyfr liczb kn

i ln; poniewa» kn i ln nie s¡ podzielne przez 3, t¦ wªasno±¢ maj¡ równie» ich sumy cyfr a i b. Pozostaje zauwa»y¢, »e (10Nk + l)n ma

sum¦ cyfr równ¡ a + b, a suma cyfr liczby (10N−1k + l)n wynosi a + b− 9, i »e te sumy cyfr s¡ wzgl¦dnie pierwsze.
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