PODZIELNOSC

Rozklad na czynniki pierwsze

1.

10.

Udowodnij, ze jesli a™[b" ! dla pewnych liczb catkowitych a, b i wszystkich liczb calkowitych dodatnich n, to alb.

Rozwiazanie: W rozkladzie na czynniki pierwsze otrzymujemy nk; < (n + 1)l; dla wszystkich n, skad k; < ;.

. Przez jaka najwyzsza potege liczby pierwszej p dzieli sie n!, gdzie n jest liczba catkowita nieujemna?

ROZWIAZANIE: L%J + L}%J + L%J + ...

Udowodnij, ze (kk'fll!)! jest liczba calkowity dla dowolnych catkowitych nieujemnych k, I.

RozwiazaNie: Poniewaz |z +y| > |z]| + |y], dla dowolnej liczby pierwszej p i j > 1, w liczniku jest co najmniej tyle samo czynnikow

podzielnych przez p/ co w mianowniku.

2m)l2n)L - gt liczba

[14MOM] Niech m,n beda dowolnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze Il (m )T

catkowita.

RozwiazaNIE: Poniewaz |2z + 2y| > |x| + |y]| + | + y], dla dowolnej liczby pierwszej p i j > 1, w liczniku jest co najmniej tyle samo

czynnikéw podzielnych przez p? co w mianowniku.
Uzasadnij, 7e najmniejsza wspélna wielokrotnosé liczb 1,2, ..., 2n jest podzielna przez (*).
ROZWIAZANIE: (L%‘J -2 {%J) + (B}—QJ -2 L?%J) +...< #{j : % > 1} = rnax{j : pf;l}.

[550M] Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, majace dokladnie \/n dzielnikow dodatnich.

RozwiazaNiE: Musi byé n = pfkl ..p2km iplf1 Lpkm = (142k1)...(1+2ky,). Stad wszystkie p; sa nieparzyste. Skoro p?i > 14 (pi—1)k;

gdy p; > 3 lub k; > 1, musi by¢ p; =31 k; =1, a wiec n = 3. Osobno trzeba rozwazyé¢ n = 1.

[560M] Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych n™+1 oraz (2n)?" +1 sa liczbami pierwszymi.

RozwiazaNie: Gdy n ma nieparzysty czynnik pierwszy, to n™ + 1 jest zlozona; zatem n = 2F. Wobec tego k2% oraz (k + 1)25+! nie

moga mie¢ nieparzystego czynnika pierwszego, skad k € {0,1}, czyli n € {1,2}. Obie te liczby spelniaja warunki zadania.

[570M] Niech ¢ bedzie ustalong liczba catkowita dodatnia. Ciag (an) jest okreslony przez warunki a1 = 1, ap41 =
d(an)+cdlan=1,2,..., gdzie d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikow liczby m. Wykazacé, ze istnieje taka liczba
caltkowita dodatnia k, ze ciag ag, ar+1, Ggt2, ... jest okresowy.

RozwiazaNIE: Wystarczy dowiesé, ze ciag (an) jest ograniczony. Latwo sprawdzié, ze 2F > %(k—i— 1) dla k > 2 oraz a® > 3% > %(k—&- 1)
dla k > 11ia> 3. Zatem dla liczb wigkszych od 2 zachodzi d(p}'..p5") = (k1 + 1)...(kn + 1) < 2p51.pE", a wiec any1 < San + ¢,
skad an < 4ec.

[580M] Niech F(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikow liczby calkowitej dodatniej k. Rozstrzygnaé,
czy istuieja rozne liczby catkowite dodatnie m, n, dla ktérych F(m) = F(n).

RozwiazaNie: Jeéli p1,p2,...,pn sa liczbami pierwszymi, to w rozkladzie F(plfl...pﬁ") na czynniki pierwsze czynnik p; wystepuje
dokladnie & (k1 +1) (k2 +1)...(kn +1) razy. Jesli F(py'..phm) = F(pi..pl?), to & (k1 +1) (k2 +1)..(kn+1) = 4 (11 +1)(l2+1)..(ln+1),
skad w szczegdlnosci k;l; = kjl;. Stad tatwo k; = cl; dla pewnego (wymiernego) c; pozostaje zauwazyé, ze ¢ = 1. Zatem jesli
F(a) = F(b),to a=b.

[580M] Liczbe caltkowita dodatnia nazwiemy bialg, jezeli jest rowna 1 lub jest iloczynem parzystej liczby liczb
pierwszych (niekoniecznie roznych). Pozostale liczby catkowite dodatnie nazwiemy czarnymi. Zbadaé, czy istnieje
taka liczba catkowita dodatnia, ze suma jej biatych dzielnikéw jest réwna sumie jej czarnych dzielnikow.

RoOzZWIAZANIE: Zalézmy, ze n jest najmniejszg liczba o tej wlasnosci i zaldézmy, ze n = p2*—1m dla pewnej liczby pierwszej p i dla m

niepodzielnego przez p. Niech b, ¢ oznacza odpowiednio sume biatych i czarnych dzielnikéw m. Poréwnujac sume biatych dzielnikoéw
2k 2k
n z sumy czarnych dzielnikow, otrzymujemy pp2 __11 b+ pc) = pr __11
2k+2 _ 2k 2k _ 2k+2 _ . . . .. ..
2 71 1y +p1;27110 = pppzillb + 2 ST 1 Lciznéw b = c. Zatem takie liczby nie istnieja.

(pb + ¢), skad b = c, sprzecznosé. Gdy n = p?*m, to analogicznie

Permutacje

1.

Udowodnij matle twierdzenie Fermata: jesli p jest liczba pierwsza, to n? =n (mod p) dla wszystkich liczb catkowi-
tych n.

[580M] Niech p bedzie liczbg pierwsza. Dowies¢, ze istnieje taka permutacja (z1, x2, ..., £p—1) zboru {1,2,...,p — 1},
ze liczby x1, x122, 12273, ..., T122...2p—1 dajg rézne reszty przy dzieleniu przez p.

Rozwiazanie: Niech 1 =1, (k — 1)z = k (mod p). Oczywiscie zp, # z1 dla k > 1. Gdyby zp = z; = a dla k > [ > 1, to mieliby$my
a(k—1)—a(l—1) =k —1 (mod p), skad a =1 (mod p).



3.

[600M] Dana jest liczba catkowita n > 2. Niech 7,79, ...,7,—1 beda odpowiednio resztami z dzielenia liczb 1, 1+ 2,
14243, ..,14+2+ ...+ (n—1) przez n. Znalei¢ wszystkie takie wartosci n, ze ciag (ri,72,73, ..., n—1) jest
permutacja ciagu (1,2,3,...,n — 1).

k(k+1) k(kt1) _ L0+1) _ (k=1)(k+l+1)
2 2 2 - 2

RozwiazaNIE: Zachodzi 14+2+4 ...+ k =
0 <l < k <n,n musi by¢ postaci 2p dla pewne]j liczby pierwszej p.

oraz

. Aby te liczby nie byly podzielne przez n gdy

[600M] Dana jest liczba pierwsza p. Po lewej stronie tablicy napisano liczby 1,2,3,....,p — 1, za§ po prawej stronie
liczbe 0. Wykonujemy ciag p—1 ruchéw, z ktérych kazdy przebiega nastepujaco. Wybieramy jedna z liczb napisanych
po lewej stronie tablicy, dodajemy ja do wszystkich pozostaltych liczb na dablicy, po czym wymazujemy wybrang
liczbe. Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci p mozna w kolejnych ruchach wybieraé¢ liczby w taki sposéb, by liczba
pozostata na tablicy po wykonaniu wszystkich ruchéw byta podzielna przez p.

RozwiazaNie: Jesli p — ji oznacza numer ruchu, w ktérym wybrano liczbe réwna poczatkowo k, to po prawej stronie zostanie liczba
291 42.202 4 3.298 4. 4 (p—1)-29p—1. Ciag (j1,j2, -, jp—1) jest dowolng permutacja ciagu (1,2, ..., p—1), a ponadto ciag reszt z dzielenia
liczb 21,22 ...,2P~1 przez p jest pewna ustalona permutacja ciagu (1,2,...,p — 1). Wybierzmy j1, j2, ..., jn tak, aby 27k dzielone przez
p dawalo reszte k. Wtedy na tablicy pozostanie liczba, ktorej reszta z dzielenia przez p wynosi 12 +22 + ...+ (p—1)2 = %.

Jesli p > 3, to ta liczba jest podzielna przez p. Dla p € {2, 3} odpowiedz jest przeczaca.

Reszty modulo

1.

[550M] Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby calkowite nieujemne z,y, z spelniajace réwnanie
(122 +5)(12y + 7) = p~.
Rozwiazanie: Cdyby tak bylto, p* = 5 (mod 12) i p! = 7 (mod 12) dla pewnych k, I, skad p = 5 (mod 12) i p = 7 (mod 12),

sprzecznosc.

[570M] Wyznaczy¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite n, dla ktérych liczba 2™ + 105 jest kwadratem liczby
caltkowitej.

RozwiazaNIE: Jesli n jest nieparzyste, to 2" + 105 = 2 (mod 3), wiec 2™ + 105 nie jest kwadratem. Dla n = 2k mamy 22 + 105 = a?
tylko jesli (a — 2%)(a 4 2%) = 105, skad 2% < %, czyli k < 5. Bezposrednio sprawdza sig, ze odpowiedz brzmi n € {4, 6,8}.

[570M] Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie k, dla ktérych liczba 3% + 5* jest potega liczby catkowitej o
wyktadniku naturalnym wiekszym od 1.

Rozwiazanik: Jedno rozwigzanie: 3! + 51 = 23; 327 4 52" = 2 (mod 4), wigc k musi byé nieparzyste; 32711 4+ 527+1 =8 (mod 16),
wiec 3F + 5% moze by¢ tylko szescianem; dla n > 1, 327+ £ 52n+1 mod 9 = 527t mod 9 € {2,5, 8}, ale m3 mod 9 € {0, 1,8}, przez co
3|k; wreszcie 36713 + 56713 =5 (mod 7), ale m® mod 7 € {0, 1,6}, wigc nie ma wigcej rozwiazari.

[590M] Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa dtugosé ciggu kolejnych liczb catkowitych, z ktérych kazda mozna przedstawié
w postaci 23 + 2y? dla pewnych liczb catkowitych x, .

Rozwiazanie: z2 mod 8 € {0,1,3,5,7}, 2y* mod 8 € {0,2}, zatem x> + 2y* mod 8 € {0, 1,2,3,5,7}. Odpowiedz: 5.

Algorytm Euklidesa

1.

[590M] Dana jest liczba catkowita dodatnia n niepodzielna przez 3. Udowodnié, ze istnieje liczba m o nastepujacej
wlasnodci: Kazda liczba catkowita nie mniejsza niz m jest sumg cyfr pewnej wielokrotnosci liczby n.

RozwiazaNIE: Bez utraty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze n jest niepodzielna przez 10. Jesli kn ma sume cyfr a, za$ In ma sume cyfr b,
to o ile N jest dostatecznie duze, (10N k 4 1)n ma sume cyfr a + b. Wystarczy zatem wskazaé¢ dwie wielokrotnogci n, ktorych sumy cyfr
83 liczbami wzglednie pierwszymi i zastosowac¢ algorytm Euklidesa. Aby znalez¢ te wielokrotnosci, wybierzmy k niepodzielne przez 3 i
takie, by cyfra jedno$ci liczby kn byta rézna od zera, a cyfra dziesiatek — ro6zna od 9. Nastepnie ustalmy ! niepodzielne przez 3 i takie,
by najbardziej znaczaca cyfra liczby In byla rowna 9. Niech N oznacza liczbe cyfr liczby In, za$ a i b odpowiednio sumy cyfr liczb kn
i In; poniewaz kn i In nie sa podzielne przez 3, te wlasnos¢ maja rowniez ich sumy cyfr a i b. Pozostaje zauwazy¢, ze (10Vk + I)n ma
sume cyfr rowna a + b, a suma cyfr liczby (10 =1k 4+ I)n wynosi a + b — 9, i ze te sumy cyfr s3 wzglednie pierwsze.
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