ULAMKI LANCUCHOWE

Utamek 222 zapisujemy w postaci utamka laricuchowego nastepujaco:
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W skroécie pisze sie: 2t 3

D=2 =+ 2] =58 =53+ =053,2]=[53,1+1] =531, =[53,1,2+ 1] = [5;3,1,2,4].

Zwroé uwage na Srednik w zapisie.
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ST 33 210 113+ Rozwiklaj utamek taiicuchowy [0;5, 10, 15].

Rozwin w utamek tanicuchowy liczby

Opisz (rekurencyjna) procedure rozwijania dodatniej liczby wymiernej w utamek taricuchowy i uzasadnij, ze proce-
dura ta koriczy sie w skoriczonej liczbie krokow.

. Co sie dzieje, gdy w postaci utamka taicuchowego sprébujemy zapisaé¢ v/2, v/3, @, VE+1?

. Znajdz liczbe, ktora rozwijana w postaci utamka taricuchowego daje [4;1,4, 1,4, 1,4, ...]. Jaka liczba daje rozwiniecie

3:3,3,3,...]7 A jaka [1;1,1,2,1,2,1,2,1,...]?

. Zauwaz, ze [ag;a1,...,n-1,0n, 1] = [ag;a1,...,an—1,a, + 1], wiec zapis w postaci ulamka tancuchowego nie jest

jednoznaczny. Czy sa niejednoznacznosci innego rodzaju?

. Zapisz w postaci ulamka zwyktego utamek taiicuchowy [ao; a1, ag, as].

P, (ag,...,an . . .. . .
. Uzasadnij, ze [ag; a1, az, ...,an] = Q((aoa))’ gdzie P, i @), spelniaja zalezno§é rekurencyjna:
n a07-~-7an
Po(wo) = o, Po(x0, 21,0y Tn) = 00 Pr1(21, 0y Tn) + Qo1 (@1, -0, Tn),
QO(xO) =1, Qn(wmxla“'axn) :Pnfl(xlvmvl'n)

. Udowodnij, 7e Py (20,1, ..., Tn) = Po(Tn, Tn_1,..., o).

. Niech zg, x1, ... beda liczbami rzeczywistymi. Wprowadzmy oznaczenia:
p_1 =1, Pn :Pn($07f£1,...71'n),
q—1 :07 dn :Qn(anx17“'7xn)'

Udowodnij, ze ¢,pn—1 — Pndn—1 = (—1)" (n > 0), czyli innymi stowy (o ile nie dzielimy przez zero):

Pn-1 _ pn _ (=17

qn—1 dn dn—19n .

Wywnioskuj, ze NWD(P, (ag, a1, ..., an), Qn(ao, a1, ...,a,)) =1 (ag, a1, ..., a, — liczby catkowite).

Uzasadnij, ze [ag; ay, ..., an,x] (gdzie ai,aq, ..., a, sa catkowite dodatnie, a; jest calkowita, x jest rzeczywista do-

datnia) jest funkcja rosnaca x gdy n jest nieparzyste oraz funkcja malejaca x w przeciwnym przypadku.

Wywnioskuj, ze (przy zalozeniach z poprzedniego zadania oraz x > 1) liczba [ag;aq,...,an,x] lezy pomiedzy

[ag; a1, ..., an] oraz [ag; ay, ..., an + 1] i jest od obu tych liczb oddalona o nie wiecej niz m

Udowodnij, ze

(al) dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich aq,as, ...,a, i dowolnego ay calkowitego, liczba [0;ayq, ..., a,] jest
wymierna;

(a2) dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a1, as, ... i dowolnego ag catkowitego, ciag [ao; a1, .., a,] jest zbieiny,
a jego granica jest liczba niewymierna;

(b1) dla dowolnej liczby wymiernej x istnieja liczby catkowite dodatnie aq,as, ..., a, i liczba catkowita ag takie, ze
x = [ag; a1, ..., anl;

(b2) dla dowolnej liczby niewymiernej x istnieja liczby catkowite dodatnie a1, as, ... oraz liczba catkowita ag takie,
ze ciag [ao; a1, ..., a,] dazy do x;

(c1) ciagg opisany w punkcie (b1) jest dany jednoznacznie, jesli dodatkowo zalozymy ze a,, > 1; w przeciwnym razie
istnieja dwa takie ciagi;

(c2) ciag opisany w punkcie (b2) jest dany jednoznacznie.
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Odpowiedzi 1 wskazowki:

1. B0 =9;81], 390 = [15;1,1,1,2], £ =[0;1,1,1,1,1,2], 325 = [3;7,16], [0;5, 10, 15] = 121

2. %M =n+ ﬁ, czyli [%‘”] = [n; 1]. Wskazowka: uzasadnij, ze mianownik si¢ zmiejsza.

3.v2=11;2,2,2,..], V3= [1;1,2,1,2,1,2,..], Y5 = [1;1,1,1,..], V5 + 1 = [3;4,4,4,...].
4. Wskazowka: jesli = [4;1,4,1,4,1,4,..], to x = 4 + 1Jil (lub inaczej = = [4;1,z]); gdy v = [3;3,3,3,...], to
y=[3,y =3+ %; aby wyznaczy¢ [1;1,1,2,1,2,1,2,1,...], znajdz najpierw [1;2,1,2,1,2,1,...].

5. Jest to jedyna niejednoznacznosé.

6 1t+apaitagaztasasztapaiagzas
: ai1taztajazag '

8. Wskazowka: indukcja. Rozwin P, 41, skorzystaj z zalozenia indukcyjnego, rozwiii jeszcze raz P,, skorzystaj z
zalozenia indukcyjnego, zwin P,, skorzystaj po raz trzeci z zalozenia indukcyjnego, zwin P, ;.

L . . 1
11. Wskazowka: indukcja; [ag; a1, ..., @n_1,an, ] = [ag; a1, ..., an_1,an + 7]

12. Wskazowka: zastosuj wynik zadania 9. dla utamka laricuchowego [ag; a1, ...,an—_1,an, 1] 1 wyznacz roznice miedzy

Pn i Pn+1
qn n41’
Uwagi:

1. W rozwinieciu w utamek tancuchowy [ag; a1, as, ..., a,] liczby ag,aq, ..., a, musza byé caltkowite, wszystkie oprocz
ao musza tez by¢ dodatnie. Natomiast sama notacja:

[xo; 1, @2, ..., Tn) = T0 +
T+
T2 —+
1

Tn

1

jest zdefiniowana dla dowolnych liczb rzeczywistych xg, x1, ..., ,,, pod warunkiem, ze nigdzie nie wystepuje dzielenie
przez zero.

3. Sprawe zbiezno$ci rozwiniecia w utamek tancuchowy liczb niewymiernych rozstrzyga ostatnie zadanie.

4. W miare latwo mozna udowodnié, ze kazda liczba o okresowym rozwinieciu w utamek tancuchowy jest niewymier-
noscig kwadratowq, tj. pierwiastkiem réwnania kwadratowego. Twierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe, ale sporo
trudniejsze.

12. Ciekawy jest wniosek z tego zadania: liczby wymierne % = [ap; a1, ..., ap] 8@ przyblizeniami liczby x = [ag; a1, asg, ...]
(o rozwinieciu skoniczonym lub nie) spelniajacymi nieréwnosé |x — %| < é Sa to w pewnym sensie najlepsze przy-
blizenia liczby . Znajdz (postuglujac sie kalkulatorem) pierwszych kilka Wyrazéw rozwiniecia w utamek taiicuchowy
liczby 7 i podaj kilka dobrych przylibzen m przez liczby wymierne.



