
Uªamki ªa«cuchowe

Uªamek 253
48 zapisujemy w postaci uªamka ªa«cuchowego nast¦puj¡co:
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W skrócie pisze si¦:
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48 = [ 25448 ] = [5 + 13

48 ] = [5; 48
13 ] = [5; 3 + 9

13 ] = [5; 3, 139 ] = [5; 3, 1 + 4
9 ] = [5; 3, 1, 94 ] = [5; 3, 1, 2 + 1

4 ] = [5; 3, 1, 2, 4].

Zwró¢ uwag¦ na ±rednik w zapisie.

1. Rozwi« w uªamek ªa«cuchowy liczby 730
81 ,

500
32 ,

13
21 ,

355
113 . Rozwikªaj uªamek ªa«cuchowy [0; 5, 10, 15].

2. Opisz (rekurencyjn¡) procedur¦ rozwijania dodatniej liczby wymiernej w uªamek ªa«cuchowy i uzasadnij, »e proce-
dura ta ko«czy si¦ w sko«czonej liczbie kroków.

3. Co si¦ dzieje, gdy w postaci uªamka ªa«cuchowego spróbujemy zapisa¢
√
2,
√
3,
√
5+1
2 ,
√
5 + 1?

4. Znajd¹ liczb¦, która rozwijana w postaci uªamka ªa«cuchowego daje [4; 1, 4, 1, 4, 1, 4, ...]. Jaka liczba daje rozwini¦cie
[3; 3, 3, 3, ...]? A jaka [1; 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...]?

5. Zauwa», »e [a0; a1, ..., an−1, an, 1] = [a0; a1, ..., an−1, an + 1], wi¦c zapis w postaci uªamka ªa«cuchowego nie jest
jednoznaczny. Czy s¡ niejednoznaczno±ci innego rodzaju?

6. Zapisz w postaci uªamka zwykªego uªamek ªa«cuchowy [a0; a1, a2, a3].

7. Uzasadnij, »e [a0; a1, a2, ..., an] =
Pn(a0, ..., an)

Qn(a0, ..., an)
, gdzie Pn i Qn speªniaj¡ zale»no±¢ rekurencyjn¡:

P0(x0) = x0, Pn(x0, x1, ..., xn) = x0Pn−1(x1, ..., xn) +Qn−1(x1, ..., xn),

Q0(x0) = 1, Qn(x0, x1, ..., xn) = Pn−1(x1, ..., xn).

8. Udowodnij, »e Pn(x0, x1, ..., xn) = Pn(xn, xn−1, ..., x0).

9. Niech x0, x1, ... b¦d¡ liczbami rzeczywistymi. Wprowad¹my oznaczenia:

p−1 = 1, pn = Pn(x0, x1, ..., xn),

q−1 = 0, qn = Qn(x0, x1, ..., xn).

Udowodnij, »e qnpn−1 − pnqn−1 = (−1)n (n ≥ 0), czyli innymi sªowy (o ile nie dzielimy przez zero):

pn−1
qn−1

− pn
qn

=
(−1)n

qn−1qn
.

10. Wywnioskuj, »e NWD(Pn(a0, a1, ..., an), Qn(a0, a1, ..., an)) = 1 (a0, a1, ..., an � liczby caªkowite).

11. Uzasadnij, »e [a0; a1, ..., an, x] (gdzie a1, a2, ..., an s¡ caªkowite dodatnie, a1 jest caªkowita, x jest rzeczywista do-
datnia) jest funkcj¡ rosn¡c¡ x gdy n jest nieparzyste oraz funkcj¡ malej¡c¡ x w przeciwnym przypadku.

12. Wywnioskuj, »e (przy zaªo»eniach z poprzedniego zadania oraz x ≥ 1) liczba [a0; a1, ..., an, x] le»y pomi¦dzy
[a0; a1, ..., an] oraz [a0; a1, ..., an + 1] i jest od obu tych liczb oddalona o nie wi¦cej ni» 1

Qn(a0,a1,...,an)2
.

13. Udowodnij, »e

(a1) dla dowolnych liczb caªkowitych dodatnich a1, a2, ..., an i dowolnego a0 caªkowitego, liczba [0; a1, ..., an] jest
wymierna;

(a2) dla dowolnych liczb caªkowitych dodatnich a1, a2, ... i dowolnego a0 caªkowitego, ci¡g [a0; a1, ..., an] jest zbie»ny,
a jego granica jest liczb¡ niewymiern¡;

(b1) dla dowolnej liczby wymiernej x istniej¡ liczby caªkowite dodatnie a1, a2, ..., an i liczba caªkowita a0 takie, »e
x = [a0; a1, ..., an];

(b2) dla dowolnej liczby niewymiernej x istniej¡ liczby caªkowite dodatnie a1, a2, ... oraz liczba caªkowita a0 takie,
»e ci¡g [a0; a1, ..., an] d¡»y do x;

(c1) ci¡g opisany w punkcie (b1) jest dany jednoznacznie, je±li dodatkowo zaªo»ymy »e an > 1; w przeciwnym razie
istniej¡ dwa takie ci¡gi;

(c2) ci¡g opisany w punkcie (b2) jest dany jednoznacznie.

Mateusz Kwa±nicki



Odpowiedzi i wskazówki:

1. 730
81 = [9; 81], 500

32 = [15; 1, 1, 1, 2], 13
21 = [0; 1, 1, 1, 1, 1, 2], 355

113 = [3; 7, 16], [0; 5, 10, 15] = 151
770 .

2. nq+r
q = n+ 1

q/r , czyli [
nq+r

q ] = [n; q
r ]. Wskazówka: uzasadnij, »e mianownik si¦ zmiejsza.

3.
√
2 = [1; 2, 2, 2, ...],

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, ...],

√
5+1
2 = [1; 1, 1, 1, ...],

√
5 + 1 = [3; 4, 4, 4, ...].

4. Wskazówka: je±li x = [4; 1, 4, 1, 4, 1, 4, ...], to x = 4 + 1
1+ 1

x

(lub inaczej x = [4; 1, x]); gdy y = [3; 3, 3, 3, ...], to

y = [3, y] = 3 + 1
y ; aby wyznaczy¢ [1; 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...], znajd¹ najpierw [1; 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...].

5. Jest to jedyna niejednoznaczno±¢.

6. 1+a0a1+a0a3+a2a3+a0a1a2a3

a1+a3+a1a2a3
.

8. Wskazówka: indukcja. Rozwi« Pn+1, skorzystaj z zaªo»enia indukcyjnego, rozwi« jeszcze raz Pn, skorzystaj z
zaªo»enia indukcyjnego, zwi« Pn, skorzystaj po raz trzeci z zaªo»enia indukcyjnego, zwi« Pn+1.

11. Wskazówka: indukcja; [a0; a1, ..., an−1, an, x] = [a0; a1, ..., an−1, an + 1
x ].

12. Wskazówka: zastosuj wynik zadania 9. dla uªamka ªa«cuchowego [a0; a1, ..., an−1, an, 1] i wyznacz ró»nic¦ mi¦dzy
pn

qn
i pn+1

qn+1
.

Uwagi:

1. W rozwini¦ciu w uªamek ªa«cuchowy [a0; a1, a2, ..., an] liczby a0, a1, ..., an musz¡ by¢ caªkowite, wszystkie oprócz
a0 musz¡ te» by¢ dodatnie. Natomiast sama notacja:

[x0;x1, x2, ..., xn] = x0 +
1

x1 +
1

x2 +
1

. . . +
1

xn

jest zde�niowana dla dowolnych liczb rzeczywistych x0, x1, ..., xn, pod warunkiem, »e nigdzie nie wyst¦puje dzielenie
przez zero.

3. Spraw¦ zbie»no±ci rozwini¦cia w uªamek ªa«cuchowy liczb niewymiernych rozstrzyga ostatnie zadanie.

4. W miar¦ ªatwo mo»na udowodni¢, »e ka»da liczba o okresowym rozwini¦ciu w uªamek ªa«cuchowy jest niewymier-

no±ci¡ kwadratow¡, tj. pierwiastkiem równania kwadratowego. Twierdzenie odwrotne te» jest prawdziwe, ale sporo
trudniejsze.

12. Ciekawy jest wniosek z tego zadania: liczby wymierne pn

qn
= [a0; a1, ..., an] s¡ przybli»eniami liczby x = [a0; a1, a2, ...]

(o rozwini¦ciu sko«czonym lub nie) speªniaj¡cymi nierówno±¢ |x− pn

qn
| < 1

q2n
. S¡ to w pewnym sensie najlepsze przy-

bli»enia liczby x. Znajd¹ (posªugªuj¡c si¦ kalkulatorem) pierwszych kilka wyrazów rozwini¦cia w uªamek ªa«cuchowy
liczby π i podaj kilka dobrych przylib»e« π przez liczby wymierne.


