WIELOMIANY O WSPOLCZYNNIKACH RZECZYWISTYCH
Wielomian: W (z) = ap,2™ + ap_ 12" 1 + @y 22" 2 + ... + a02? + a17 + ag
e wspOlezynniki wielomianu: ag, ay, as, ..., an_1, an; wyraz wolny: ag; notacja: ap = [W(z)]
e stopiert wielomianu: n (gdy a, # 0); wielomian stale réwny 0 nie ma stopnia (czasem: ma stopieri —o0)
e pierwiastek: liczba x taka, ze W (z) =0
e wielomian nierozktadalny: jesli W(x) = P(z)Q(x), to stopienn P lub @ jest réwny 0

W(x) = apx™ + ap_12" 1 + ... + ag, V(x) = bpx™ + bp_12™ L+ ... + b
(przyjmujemy a; =0dla j > n, b; =0dla j >m)

e W(x)+ V(z) ma wspolezynnik ay, + by przy z*
e W(z) - V(r) ma wspotczynnik ¢, = agby, + a1bp_1 + azby_2 + ... + ap_1by + apbg przy z*
e W(z) dzielone przez V(x) daje wynik P(x) z reszta R(x), jesli:
— W(z) = P(z)V(x) + R(z)
— stopienn R(x) jest mniejszy niz stopien V(x)
o NWD(W (z),V(z)) — najwiekszy wspolny dzielnik
Twierdzenia:
e twierdzenie ,Bézouta”™ jesli a jest pierwiastkiem W (z), to W (x) dzieli sie przez (z — a)
e wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow

e wzory Viéte’a: wielomian (r — ay)(z — a2)(z — a3)...(z — a,,) ma wspotezynnik przy z"—*

(7].)’C Z ailaiQa%...aik,

gdzie dodaje sie iloczyny dla wszystkich mozliwych uktadéw liczb 1 < iy < io <ig < ... < i <n

rowny

e przez kazde n+1 punktéw na ptaszczyznie o réznych wspoétrzednych poziomych przechodzi wykres doktadnie jednego
wielomianu stopnia n

e algorytm Euklidesa: jesli R(x) jest reszta z dzielenia W (z) przez V (z), to
NWD(W (z),V(z)) = NWD(R(x), V(x))
e rozszerzony algorytm Euklidesa: istnieja takie P(x) i Q(z), ze
NWD(W (2),V(x)) = P(z)W(z) + Q(z)V ()
e kazdy wielomian rozklada sie jednoznacznie na iloczyn wielomianéw nierozktadalnych

e zasadnicze twierdzenie algebry: tylko wielomiany stopnia 0, 1 i wielomiany stopnia 2 o ujemnym wyrézniku sa
nierozkladalne

e twierdzenie Abela: nie ma wzoréw na pierwiastki wielomianéw stopnia wiekszego niz 4
dla stopnia 2 jest to znany wzor z ,delta”, dla stopnia 3 i 4 — wzory Cardano (wspoéltpraca: Ferrari, del Ferro,
Tartaglia; XVI wiek)

WIELOMIANY O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH
e pierwiastek wymierny g (gdzie NWD(p, q) = 1) spelnia plag, glan
o k—1W(k)—W()
e dzielenie 7 reszta i NWD prowadza do wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych

e wielomian moniczny — jesli a,, = 1; dzielenie z reszta przez wielomian moniczny daje iloraz i reszte o wspotczyn-
nikach catkowitych

e kryterium Eisensteina: jesli p — liczba pierwsza, pla; dla j < n, p fan, to W(z) jest nierozkladalny na iloczyn
wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych

e lemat Gaussa: jesli liczba pierwsza p dzieli wspotczynniki W(x)V (), to dzieli wspolczynniki W (x) lub wspotezyn-
niki V(z)

e twierdzenie Gaussa: jesli W (x) jest nierozkladalny na iloczyn wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych, to jest
rowniez nierozkladalny na iloczyn wielomianéw o wspoélezynnikach wymiernych

e male twierdzenie Fermata: jedli p jest liczba pierwsza, to p|nP~! — 1 dla kazdego catkowitego n > 0 niepodzielnego
przez p
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16.

17.

ZADANIA
Znajdz wszystkie wielomiany stopnia 3, majace pierwiastki 1, v/2 i 7.
Znajdz wielomiany stopnia 3, majace pierwiastki jak wyzej i przyjmujace w 7 wartos$c 1.
Znajdz wielomiany W (z) stopnia 3, majace pierwiastki v/2, 7 i takie, ze W (1) = A, W(7) = B.
Znajdz wielomiany W (x) stopnia 3, dla ktorych W(a) = A, W(b) = B, W(c) = C, W(d) = D.
Znajdz wszystkie wielomiany W (z), ktore spelniaja powyzsze rownosci.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(z) = 23 + 22 — 2 + 1 przez x — 1, z — 2 oraz x + 1. Ile wynosi W (1),

w(2), W(-1)?

Wyznacz mozliwie najszybciej reszte z dzielenia wielomianu W (z) = 27 — 325 + 23 + 222 + 3 przez V(z) = x — 2.
Niech W(x) = 2* — 223 — 722 + 2 + 2, V(2) = 2% + = — 2. Podziel W (x) przez V (x) z reszta.

Nie korzystajac z wynikéw poprzedniego zadania, policz wartosé reszty dlaz =11z = —2.

Znajdz wielomiany stopnia 1, ktére dla x = 11 x = —2 maja wartosci takie, jak znalezione powyzej.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W (z) = 219 przez V(z) = 22 — 3z + 2.

Czy metoda uzyta do rozwigzania poprzedniego zadania zadziata dla V(z) = 22 — 20+ 1?7 A dla V(2) = 22 + 17

Znajdz wielomian mozliwie najnizszego stopnia, ktory przy dzieleniu przez =2 + 1 daje reszte z, a przy dzieleniu
przez x2 — 1 — reszte 1.

Znajdz NWD(W (z),V (z)), gdzie W (z) = 2* + 22 + 2 — 1, V(z) = 2* + 23 — 2% + 1. Znajdz P(x) i Q(z) takie, ze
NWD(W(x),V(z)) = P(x)W(z) + Q(z)V (z).

Wymnoz (x — a)(x — b)(x — ¢) oraz (z —a)(z — b)(z — ¢)(z — d).
Zatozmy, ze wielomian W (z) = 2™ + a,,_12" ! + ... + a17 + ap ma n pierwiastkow. Wyraz

sume pierwiastkow;
iloczyn pierwiastkow;

)
)
(c) sume kwadratow pierwiastkow;
) sume trzecich poteg pierwiastkow;
)

sume odwrotnosci pierwiastkow

Za poOmocCyg ag, Ay ..y Ap—1-

Udowodnij, ze jesli wielomian W (z) jak wyzej ma n pierwiastkow rzeczywistych, to a,—2 < %-1ta2_,.



ZADANIA Z NIEDAWNYCH OLIMPIAD

Wspoélczynniki

1.

[300M] Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) = ag + a1 + ... + a,z™ majace
doktadnie n pierwiastkéw nie wiekszych niz —1 oraz speliajace warunek

ag +a1a, = ai + apln—1-
[510M] Stopieri wielomianu P(x) o wspoétczynnikach rzeczywistych jest nieparzysty. Ponadto dla kazdego =
P(z* —1) = (P(z))* - 1.
Udowodni¢ ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi rownosé
P(z) =z
[520M] Niech n — 3 bedzie liczba naturalng. Dowies¢, ze dowolny wielomian postaci
"+ ap32" P an_az" T+ a5z 0 4+ . 4 a1z + ag,

gdzie co najmniej jeden ze wspolczynnikéw rzeczywistych ag, a, ..., a,—3 jest rézny od zera, ma mniej niz n pier-
wiastkow rzeczywistych.

. [540M] Znalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétczynnikach rzeczywistych, majace nastepujaca wlasnosé: jesli z +y

jest liczbg wymierna, to W(z) + W (y) jest liczba wymierna.

. [550M] Niech ¢ bedzie taka liczba rzeczywista, ze wielomian P(x) = 2° — 52% + 42 — ¢ ma pieé¢ réznych pierwiast-

kow rzeczywistych x1, z9, x3, x4, 5. Wyznaczy¢, w zaleznosci od ¢, sume wartosci bezwzglednych wspotczynnikow
wielomianu

Q(z) = (z — 27)(z — 23) (v — 23) (x — 23) (v — 3).

. [590M] Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (x) o wspotczynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczy-

wistej x spelniona jest réwnosé

Pierwiastki, wielomiany przechodzace przez dane punkty

1.

[480M] Wielomian P(x) stopnia n spelnia warunek

P(k) = dla k=1,2,4,8,..,2"

1
k
Obliczy¢ P(0).

[480M] Dana jest liczba naturalna m > 1 oraz wielomian P(z) stopnia dodatniego o wspoétczynnikach catkowitych

majacy co najmniej trzy rézne pierwiastki caltkowite. Dowies¢, ze wielomian P(x) 4+ 5™ ma co najwyzej jeden
pierwiastek catkowity.

[570M] Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych a, b, dla ktorych istnieje taki wielomian P(x) o wspotczynnikach
catkowitych, ze iloczyn (22 + ax + b) - P(z) jest wielomianem postaci ™ + ¢, 12" "1 + ... + c17 + co, gdzie kazda z
liczb cg,c1,...,Cn_1 jest réwna 1 lub —1.

Dzielenie z reszta

1.

2.

[470M] Wielomian o wspoétczynnikach catkowitych daje przy dzieleniu przez wielomian 22 —12x+11 reszte 990z —889.
Wykazaé, ze wielomian ten nie ma pierwiastkéw catkowitych.

[470M] Wyznaczy¢ wszystkie pary (n,r), gdzie n jest liczba catkowita dodatnia, r za$ liczba rzeczywista, dla ktorych
wielomian (x 4+ 1)" — 7 jest podzielny przez wielomian 222 + 2z + 1.

Zadania z serii k — l|P(k) — P(l)

1.

2.

[460M] Wielomian P(x) ma wspolczynniki catkowite. Udowodnié¢, ze jezeli liczba P(5) dzieli sie przez 2, a liczba
P(2) dzieli sie przez 5, to liczba P(7) dzieli sie przez 10.

[490M] Niech g(k) bedzie najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby catkowitej k, gdy |k| > 2, oraz niech g(—1) =
g(0) = g(1) = 1. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki wielomian W stopnia dodatniego o wspoétczynnikach catkowitych,
dla ktorego zbior liczb postaci g(W(x)) (z — calkowite) jest skonczony.



3.

4.

[540M] Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W o wspotczynnikach catkowitych, spetniajace nastepujacy warunek: dla
kazdej liczby naturalnej n liczba 2™ — 1 jest podzielna przez W(n).

[550M] Dane sa wielomiany Wi (x), Wa(x), W5(z), ..., W, (x) stopnia co najmniej 1, o wspolezynnikach catkowitych.
Wykazaé, ze dla pewnej liczby catkowitej a wszystkie liczby Wi (a), Wa(a), Wi(a), ..., W,(a) sa zlozone.

Zadania rozmaite

1.

[470M] Rozstrzygnaé, czy kazdy wielomian o wspélczynnikach catkowitych jest suma trzecich poteg wielomianéw o
wspotczynnikach catkowitych.

[510M] Wielomian w(x) stopnia drugiego o wspoltczynnikach catkowitych przyjmuje dla liczb catkowitych x wartosci
bedace kwadratami liczb catkowitych. Dowies¢, ze wielomian w(z) jest kwadratem pewnego wielomianu.

[330M] Dowiesé, ze wykres wielomianu W (z) stopnia wiekszego od 1 ma o§ symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
takie wielomiany F'(z) i G(x), ze W(z) = F(G(x)), przy czym G(x) jest stopnia 2.

[540M] Dany jest wielomian W (z) = 2* — 323 + 52% — 92. Wyznaczy¢ wszystkie pary réznych liczb catkowitych a, b
speliajacych rownanie W(a) = W (b).
[550M] Niech W bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych, przyjmujacym dla pewnych dwoéch réznych

liczb catkowitych wartosci wzglednie pierwsze. Dowiesé, ze istnieje nieskoriczony zbidr liczb catkowitych, dla ktérych
wielomian W przyjmuje wartosci parami wzglednie pierwsze.

[560M] Dany jest wielomian W (z) = 22 + ax + b, o wspo6tezynnikach catkowitych, spelniajacy warunek: Dla kazdej
liczby pierwszej p istnieje taka liczba catkowita k, zZe liczby W (k) oraz W (k + 1) sq podzielne przez p. Dowiesc, ze
istnieje liczba catkowita m, dla ktorej W(m) = W(m+ 1) = 0.

[380M] Wielomian W o wspotczynnikach rzeczywistych przyjmuje w przedziale (a;b) (gdzie a < b) tylko wartosci
dodatnie. Udowodni¢, ze istnieja takie wielomiany P oraz Q1,Q2, ..., Qm, Ze

m

W(z) = (P(2))* + (z — a)(b —2) )_(Qi(x))’

i=1
dla kazdej liczby rzeczywistej x.

[580M] Wielomian P(z) ma wspoélczynniki catkowite. Udowodni¢, ze jezeli wielomiany P(x) oraz P(P(P(z))) maja
wspoélny pierwiastek rzeczywisty, to maja takze wspélny pierwiastek catkowity.



