
Wielomiany o wspóªczynnikach rzeczywistych

Wielomian: W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + ...+ a2x

2 + a1x+ a0

• wspóªczynniki wielomianu: a0, a1, a2, ..., an−1, an; wyraz wolny: a0; notacja: ak = [W (x)]k

• stopie« wielomianu: n (gdy an 6= 0); wielomian stale równy 0 nie ma stopnia (czasem: ma stopie« −∞)

• pierwiastek: liczba x taka, »e W (x) = 0

• wielomian nierozkªadalny: je±li W (x) = P (x)Q(x), to stopie« P lub Q jest równy 0

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0, V (x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + ...+ b0
(przyjmujemy aj = 0 dla j > n, bj = 0 dla j > m)

• W (x) + V (x) ma wspóªczynnik ak + bk przy xk

• W (x) · V (x) ma wspóªczynnik ck = a0bk + a1bk−1 + a2bk−2 + ...+ ak−1b1 + akb0 przy xk

• W (x) dzielone przez V (x) daje wynik P (x) z reszt¡ R(x), je±li:

� W (x) = P (x)V (x) +R(x)

� stopie« R(x) jest mniejszy ni» stopie« V (x)

• NWD(W (x), V (x)) � najwi¦kszy wspólny dzielnik

Twierdzenia:

• twierdzenie �Bézouta�: je±li a jest pierwiastkiem W (x), to W (x) dzieli si¦ przez (x− a)

• wielomian stopnia n ma co najwy»ej n pierwiastków

• wzory Viète'a: wielomian (x− a1)(x− a2)(x− a3)...(x− an) ma wspóªczynnik przy xn−k równy

(−1)k
∑

ai1ai2ai3 ...aik ,

gdzie dodaje si¦ iloczyny dla wszystkich mo»liwych ukªadów liczb 1 ≤ i1 < i2 < i3 < ... < ik ≤ n

• przez ka»de n+1 punktów na pªaszczy¹nie o ró»nych wspóªrz¦dnych poziomych przechodzi wykres dokªadnie jednego
wielomianu stopnia n

• algorytm Euklidesa: je±li R(x) jest reszt¡ z dzielenia W (x) przez V (x), to

NWD(W (x), V (x)) = NWD(R(x), V (x))

• rozszerzony algorytm Euklidesa: istniej¡ takie P (x) i Q(x), »e

NWD(W (x), V (x)) = P (x)W (x) +Q(x)V (x)

• ka»dy wielomian rozkªada si¦ jednoznacznie na iloczyn wielomianów nierozkªadalnych

• zasadnicze twierdzenie algebry: tylko wielomiany stopnia 0, 1 i wielomiany stopnia 2 o ujemnym wyró»niku s¡
nierozkªadalne

• twierdzenie Abela: nie ma wzorów na pierwiastki wielomianów stopnia wi¦kszego ni» 4
dla stopnia 2 jest to znany wzór z �delt¡�, dla stopnia 3 i 4 � wzory Cardano (wspóªpraca: Ferrari, del Ferro,
Tartaglia; XVI wiek)

Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych

• pierwiastek wymierny p
q (gdzie NWD(p, q) = 1) speªnia p|a0, q|an

• k − l|W (k)−W (l)

• dzielenie z reszt¡ i NWD prowadz¡ do wielomianów o wspóªczynnikach wymiernych

• wielomian moniczny � je±li an = 1; dzielenie z reszt¡ przez wielomian moniczny daje iloraz i reszt¦ o wspóªczyn-
nikach caªkowitych

• kryterium Eisensteina: je±li p � liczba pierwsza, p|aj dla j < n, p 6 |an, to W (x) jest nierozkªadalny na iloczyn
wielomianów o wspóªczynnikach caªkowitych

• lemat Gaussa: je±li liczba pierwsza p dzieli wspóªczynniki W (x)V (x), to dzieli wspóªczynniki W (x) lub wspóªczyn-
niki V (x)

• twierdzenie Gaussa: je±li W (x) jest nierozkªadalny na iloczyn wielomianów o wspóªczynnikach caªkowitych, to jest
równie» nierozkªadalny na iloczyn wielomianów o wspóªczynnikach wymiernych

• maªe twierdzenie Fermata: je±li p jest liczb¡ pierwsz¡, to p|np−1 − 1 dla ka»dego caªkowitego n ≥ 0 niepodzielnego
przez p



Zadania

1. Znajd¹ wszystkie wielomiany stopnia 3, maj¡ce pierwiastki 1,
√
2 i π.

2. Znajd¹ wielomiany stopnia 3, maj¡ce pierwiastki jak wy»ej i przyjmuj¡ce w 7 warto±¢ 1.

3. Znajd¹ wielomiany W (x) stopnia 3, maj¡ce pierwiastki
√
2, π i takie, »e W (1) = A, W (7) = B.

4. Znajd¹ wielomiany W (x) stopnia 3, dla których W (a) = A, W (b) = B, W (c) = C, W (d) = D.

5. Znajd¹ wszystkie wielomiany W (x), które speªniaj¡ powy»sze równo±ci.

6. Wyznacz reszt¦ z dzielenia wielomianu W (x) = x3 + x2 − x + 1 przez x − 1, x − 2 oraz x + 1. Ile wynosi W (1),
W (2), W (−1)?

7. Wyznacz mo»liwie najszybciej reszt¦ z dzielenia wielomianu W (x) = x7 − 3x6 + x3 + 2x2 + 3 przez V (x) = x− 2.

8. Niech W (x) = x4 − 2x3 − 7x2 + x+ 2, V (x) = x2 + x− 2. Podziel W (x) przez V (x) z reszt¡.

9. Nie korzystaj¡c z wyników poprzedniego zadania, policz warto±¢ reszty dla x = 1 i x = −2.

10. Znajd¹ wielomiany stopnia 1, które dla x = 1 i x = −2 maj¡ warto±ci takie, jak znalezione powy»ej.

11. Wyznacz reszt¦ z dzielenia wielomianu W (x) = x1000 przez V (x) = x2 − 3x+ 2.

12. Czy metoda u»yta do rozwi¡zania poprzedniego zadania zadziaªa dla V (x) = x2 − 2x+ 1? A dla V (x) = x2 + 1?

13. Znajd¹ wielomian mo»liwie najni»szego stopnia, który przy dzieleniu przez x2 + 1 daje reszt¦ x, a przy dzieleniu
przez x2 − 1 � reszt¦ 1.

14. Znajd¹ NWD(W (x), V (x)), gdzie W (x) = x4 + x2 + x− 1, V (x) = x4 + x3 − x2 + 1. Znajd¹ P (x) i Q(x) takie, »e
NWD(W (x), V (x)) = P (x)W (x) +Q(x)V (x).

15. Wymnó» (x− a)(x− b)(x− c) oraz (x− a)(x− b)(x− c)(x− d).

16. Zaªó»my, »e wielomian W (x) = xn + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 ma n pierwiastków. Wyra¹

(a) sum¦ pierwiastków;

(b) iloczyn pierwiastków;

(c) sum¦ kwadratów pierwiastków;

(d) sum¦ trzecich pot¦g pierwiastków;

(e) sum¦ odwrotno±ci pierwiastków

za pomoc¡ a0, a1, ..., an−1.

17. Udowodnij, »e je±li wielomian W (x) jak wy»ej ma n pierwiastków rzeczywistych, to an−2 ≤ n−1
2n a2n−1.



Zadania z niedawnych olimpiad

Wspóªczynniki

1. [50OM] Dana jest liczba naturalna n ≥ 2. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P (x) = a0 + a1x + ... + anx
n maj¡ce

dokªadnie n pierwiastków nie wi¦kszych ni» −1 oraz speªniaj¡ce warunek

a20 + a1an = a2n + a0an−1.

2. [51OM] Stopie« wielomianu P (x) o wspóªczynnikach rzeczywistych jest nieparzysty. Ponadto dla ka»dego x

P (x2 − 1) = (P (x))2 − 1.

Udowodni¢ »e dla ka»dej liczby rzeczywistej x zachodzi równo±¢

P (x) = x.

3. [52OM] Niech n− 3 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Dowie±¢, »e dowolny wielomian postaci

xn + an−3x
n−3 + an−4x

n−4 + an−5x
n−5 + ...+ a1x+ a0,

gdzie co najmniej jeden ze wspóªczynników rzeczywistych a0, a1, ..., an−3 jest ró»ny od zera, ma mniej ni» n pier-
wiastków rzeczywistych.

4. [54OM] Znale¹¢ wszystkie wielomiany W o wspóªczynnikach rzeczywistych, maj¡ce nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li x+y
jest liczb¡ wymiern¡, to W (x) +W (y) jest liczb¡ wymiern¡.

5. [55OM] Niech c b¦dzie tak¡ liczb¡ rzeczywist¡, »e wielomian P (x) = x5 − 5x3 + 4x − c ma pi¦¢ ró»nych pierwiast-
ków rzeczywistych x1, x2, x3, x4, x5. Wyznaczy¢, w zale»no±ci od c, sum¦ warto±ci bezwzgl¦dnych wspóªczynników
wielomianu

Q(x) = (x− x21)(x− x22)(x− x23)(x− x24)(x− x25).

6. [59OM] Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (x) o wspóªczynnikach rzeczywistych, »e dla ka»dej liczby rzeczy-
wistej x speªniona jest równo±¢

W (x2) ·W (x3) = (W (x))5.

Pierwiastki, wielomiany przechodz¡ce przez dane punkty

1. [48OM] Wielomian P (x) stopnia n speªnia warunek

P (k) =
1

k
dla k = 1, 2, 4, 8, ..., 2n.

Obliczy¢ P (0).

2. [48OM] Dana jest liczba naturalna m ≥ 1 oraz wielomian P (x) stopnia dodatniego o wspóªczynnikach caªkowitych
maj¡cy co najmniej trzy ró»ne pierwiastki caªkowite. Dowie±¢, »e wielomian P (x) + 5m ma co najwy»ej jeden
pierwiastek caªkowity.

3. [57OM] Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb caªkowitych a, b, dla których istnieje taki wielomian P (x) o wspóªczynnikach
caªkowitych, »e iloczyn (x2 + ax+ b) · P (x) jest wielomianem postaci xn + cn−1x

n−1 + ...+ c1x+ c0, gdzie ka»da z
liczb c0, c1, ..., cn−1 jest równa 1 lub −1.

Dzielenie z reszt¡

1. [47OM]Wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych daje przy dzieleniu przez wielomian x2−12x+11 reszt¦ 990x−889.
Wykaza¢, »e wielomian ten nie ma pierwiastków caªkowitych.

2. [47OM] Wyznaczy¢ wszystkie pary (n, r), gdzie n jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡, r za± liczb¡ rzeczywist¡, dla których
wielomian (x+ 1)n − r jest podzielny przez wielomian 2x2 + 2x+ 1.

Zadania z serii k − l|P (k)− P (l)

1. [46OM] Wielomian P (x) ma wspóªczynniki caªkowite. Udowodni¢, »e je»eli liczba P (5) dzieli si¦ przez 2, a liczba
P (2) dzieli si¦ przez 5, to liczba P (7) dzieli si¦ przez 10.

2. [49OM] Niech g(k) b¦dzie najwi¦kszym dzielnikiem pierwszym liczby caªkowitej k, gdy |k| > 2, oraz niech g(−1) =
g(0) = g(1) = 1. Rozstrzygn¡¢, czy istnieje taki wielomian W stopnia dodatniego o wspóªczynnikach caªkowitych,
dla którego zbiór liczb postaci g(W (x)) (x � caªkowite) jest sko«czony.



3. [54OM] Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W o wspóªczynnikach caªkowitych, speªniaj¡ce nast¦puj¡cy warunek: dla
ka»dej liczby naturalnej n liczba 2n − 1 jest podzielna przez W (n).

4. [55OM] Dane s¡ wielomiany W1(x),W2(x),W3(x), ...,Wn(x) stopnia co najmniej 1, o wspóªczynnikach caªkowitych.
Wykaza¢, »e dla pewnej liczby caªkowitej a wszystkie liczby W1(a), W2(a), W3(a), ..., Wn(a) s¡ zªo»one.

Zadania rozmaite

1. [47OM] Rozstrzygn¡¢, czy ka»dy wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych jest sum¡ trzecich pot¦g wielomianów o
wspóªczynnikach caªkowitych.

2. [51OM] Wielomian w(x) stopnia drugiego o wspóªczynnikach caªkowitych przyjmuje dla liczb caªkowitych x warto±ci
b¦d¡ce kwadratami liczb caªkowitych. Dowie±¢, »e wielomian w(x) jest kwadratem pewnego wielomianu.

3. [53OM] Dowie±¢, »e wykres wielomianuW (x) stopnia wi¦kszego od 1 ma o± symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡
takie wielomiany F (x) i G(x), »e W (x) = F (G(x)), przy czym G(x) jest stopnia 2.

4. [54OM] Dany jest wielomian W (x) = x4 − 3x3 +5x2 − 9x. Wyznaczy¢ wszystkie pary ró»nych liczb caªkowitych a, b
speªniajacych równanie W (a) =W (b).

5. [55OM] Niech W b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych, przyjmuj¡cym dla pewnych dwóch ró»nych
liczb caªkowitych warto±ci wzgl¦dnie pierwsze. Dowie±¢, »e istnieje niesko«czony zbiór liczb caªkowitych, dla których
wielomian W przyjmuje warto±ci parami wzgl¦dnie pierwsze.

6. [56OM] Dany jest wielomian W (x) = x2 + ax+ b, o wspóªczynnikach caªkowitych, speªniaj¡cy warunek: Dla ka»dej

liczby pierwszej p istnieje taka liczba caªkowita k, »e liczby W (k) oraz W (k + 1) s¡ podzielne przez p. Dowie±¢, »e
istnieje liczba caªkowita m, dla której W (m) =W (m+ 1) = 0.

7. [58OM] Wielomian W o wspóªczynnikach rzeczywistych przyjmuje w przedziale 〈a; b〉 (gdzie a < b) tylko warto±ci
dodatnie. Udowodni¢, »e istniej¡ takie wielomiany P oraz Q1, Q2, ..., Qm, »e

W (x) = (P (x))2 + (x− a)(b− x)
m∑
i=1

(Qi(x))
2

dla ka»dej liczby rzeczywistej x.

8. [58OM] Wielomian P (x) ma wspóªczynniki caªkowite. Udowodni¢, »e je»eli wielomiany P (x) oraz P (P (P (x))) maj¡
wspólny pierwiastek rzeczywisty, to maj¡ tak»e wspólny pierwiastek caªkowity.


