WIELOMIANY O WSPOLCZYNNIKACH RZECZYWISTYCH
Wielomian: W (z) = ap,2™ + ap_ 12" 1 + @y 22" 2 + ... + a02? + a17 + ag
e wspOlezynniki wielomianu: ag, ay, as, ..., an_1, an; wyraz wolny: ag; notacja: ap = [W(z)]
e stopiert wielomianu: n (gdy a, # 0); wielomian stale réwny 0 nie ma stopnia (czasem: ma stopieri —o0)
e pierwiastek: liczba x taka, ze W (z) =0
e wielomian nierozktadalny: jesli W(x) = P(z)Q(x), to stopienn P lub @ jest réwny 0

W(x) = apx™ + ap_12" 1 + ... + ag, V(x) = bpx™ + bp_12™ L+ ... + b
(przyjmujemy a; =0dla j > n, b; =0dla j >m)

e W(x)+ V(z) ma wspolezynnik ay, + by przy z*
e W(z) - V(r) ma wspotczynnik ¢, = agby, + a1bp_1 + azby_2 + ... + ap_1by + apbg przy z*
e W(z) dzielone przez V(x) daje wynik P(x) z reszta R(x), jesli:
— W(z) = P(z)V(x) + R(z)
— stopienn R(x) jest mniejszy niz stopien V(x)
o NWD(W (z),V(z)) — najwiekszy wspolny dzielnik
Twierdzenia:
e twierdzenie ,Bézouta”™ jesli a jest pierwiastkiem W (z), to W (x) dzieli sie przez (z — a)
e wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow

e wzory Viéte’a: wielomian (r — ay)(z — a2)(z — a3)...(z — a,,) ma wspotezynnik przy z"—*

(7].)’C Z ailaiQa%...aik,

gdzie dodaje sie iloczyny dla wszystkich mozliwych uktadéw liczb 1 < iy < io <ig < ... < i <n

rowny

e przez kazde n+1 punktéw na ptaszczyznie o réznych wspoétrzednych poziomych przechodzi wykres doktadnie jednego
wielomianu stopnia n

e algorytm Euklidesa: jesli R(x) jest reszta z dzielenia W (z) przez V (z), to
NWD(W (z),V(z)) = NWD(R(x), V(x))
e rozszerzony algorytm Euklidesa: istnieja takie P(x) i Q(z), ze
NWD(W (2),V(x)) = P(z)W(z) + Q(z)V ()
e kazdy wielomian rozklada sie jednoznacznie na iloczyn wielomianéw nierozktadalnych

e zasadnicze twierdzenie algebry: tylko wielomiany stopnia 0, 1 i wielomiany stopnia 2 o ujemnym wyrézniku sa
nierozkladalne

e twierdzenie Abela: nie ma wzoréw na pierwiastki wielomianéw stopnia wiekszego niz 4
dla stopnia 2 jest to znany wzor z ,delta”, dla stopnia 3 i 4 — wzory Cardano (wspoéltpraca: Ferrari, del Ferro,
Tartaglia; XVI wiek)

WIELOMIANY O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH
e pierwiastek wymierny g (gdzie NWD(p, q) = 1) spelnia plag, glan
o k—1W(k)—W()
e dzielenie 7 reszta i NWD prowadza do wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych

e wielomian moniczny — jesli a,, = 1; dzielenie z reszta przez wielomian moniczny daje iloraz i reszte o wspotczyn-
nikach catkowitych

e kryterium Eisensteina: jesli p — liczba pierwsza, pla; dla j < n, p fan, to W(z) jest nierozkladalny na iloczyn
wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych

e lemat Gaussa: jesli liczba pierwsza p dzieli wspotczynniki W(x)V (), to dzieli wspolczynniki W (x) lub wspotezyn-
niki V(z)

e twierdzenie Gaussa: jesli W (x) jest nierozkladalny na iloczyn wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych, to jest
rowniez nierozkladalny na iloczyn wielomianéw o wspoélezynnikach wymiernych

e male twierdzenie Fermata: jedli p jest liczba pierwsza, to p|nP~! — 1 dla kazdego catkowitego n > 0 niepodzielnego
przez p



10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.

17.

ZADANIA
Znajdz wszystkie wielomiany stopnia 3, majace pierwiastki 1, v/2 i 7.
Znajdz wielomiany stopnia 3, majace pierwiastki jak wyzej i przyjmujace w 7 wartos$c 1.
Znajdz wielomiany W (z) stopnia 3, majace pierwiastki v/2, 7 i takie, ze W (1) = A, W(7) = B.
Znajdz wielomiany W (x) stopnia 3, dla ktorych W(a) = A, W(b) = B, W(c) = C, W(d) = D.
Znajdz wszystkie wielomiany W (z), ktore spelniaja powyzsze rownosci.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(z) = 23 + 22 — 2 + 1 przez x — 1, z — 2 oraz x + 1. Ile wynosi W (1),

w(2), W(-1)?

Wyznacz mozliwie najszybciej reszte z dzielenia wielomianu W (z) = 27 — 325 + 23 + 222 + 3 przez V(z) = x — 2.
Niech W(x) = 2* — 223 — 722 + 2 + 2, V(2) = 2% + = — 2. Podziel W (x) przez V (x) z reszta.

Nie korzystajac z wynikéw poprzedniego zadania, policz wartosé reszty dlaz =11z = —2.

Znajdz wielomiany stopnia 1, ktére dla x = 11 x = —2 maja wartosci takie, jak znalezione powyzej.

Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W (z) = 219 przez V(z) = 22 — 3z + 2.

Czy metoda uzyta do rozwigzania poprzedniego zadania zadziata dla V(z) = 22 — 20+ 1?7 A dla V(2) = 22 + 17

Znajdz wielomian mozliwie najnizszego stopnia, ktory przy dzieleniu przez =2 + 1 daje reszte z, a przy dzieleniu
przez x2 — 1 — reszte 1.

Znajdz NWD(W (z),V (z)), gdzie W (z) = 2* + 22 + 2 — 1, V(z) = 2* + 23 — 2% + 1. Znajdz P(x) i Q(z) takie, ze
NWD(W(x),V(z)) = P(x)W(z) + Q(z)V (z).

Wymnoz (x — a)(x — b)(x — ¢) oraz (z —a)(z — b)(z — ¢)(z — d).
Zatozmy, ze wielomian W (z) = 2™ + a,,_12" ! + ... + a17 + ap ma n pierwiastkow. Wyraz

sume pierwiastkow;
iloczyn pierwiastkow;

)
)
(c) sume kwadratow pierwiastkow;
) sume trzecich poteg pierwiastkow;
)

sume odwrotnosci pierwiastkow

Za poOmocCyg ag, Ay ..y Ap—1-

Udowodnij, ze jesli wielomian W (z) jak wyzej ma n pierwiastkow rzeczywistych, to a,—2 < %-1ta2_,.



ZADANIA Z NIEDAWNYCH OLIMPIAD

Wspoélczynniki

1.

[500M] Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) = ag + a1z + ... + a,z™ majace
doktadnie n pierwiastkéw nie wiekszych niz —1 oraz speliajace warunek

2 2
ag + a1ay = G, + AoGp_1.

Rozwiazanie: Niech (—z;) beda tymi pierwiastkami (z; > 1), G — iloczynem z;, S — suma, a H — suma odwrotnosci. Otrzymujemy
G?+GH =1+ GS, czyli S — H = G — 4. Sprawdzamy, ze gdy a,b > 1, t0 (a — 1)(b— §) =ab— L — (2— Z) < ab— %, skad
indukcyjnie S — H < G — é Roéwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy 1 = z2 = ... = 1. Jest wiec jeden taki wielomian: (z + 1)™.

. [510M] Stopien wielomianu P(z) o wspoélczynnikach rzeczywistych jest nieparzysty. Ponadto dla kazdego x

P(2z* —1) = (P(z))* - 1.
Udowodni¢ ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé

P(z) = z.

RozwiazaNie: Zachodzi |P(z)| = |P(—x)|, zatem wspoélczynniki wielomianu P przy parzystych potegach x sa rowne zero. Ponadto
w wielomianie P(z? — 1) wspdlczynniki przy nieparzystych potegach z sa réwne 0. Wobec tego — indukcyjnie — wspotczynniki przy

kolejnych nieparzystych potegach x, od trzeciej poczawszy, musza by¢ réwne zero.

. [520M] Niech n — 3 bedzie liczbag naturalng. Dowies¢, ze dowolny wielomian postaci

"+ ap32" P an_ar" T+ a5z 0+ . 4 a1z + ag,
gdzie co najmniej jeden ze wspotczynnikéw rzeczywistych ag, a1, ...,a,—3 jest rézny od zera, ma mniej niz n pier-
wiastkoéw rzeczywistych.

Rozwiazanie: Gdyby wielomian 6w mial n pierwiastkow (—z;), to suma x; i suma iloczynéw z;x; (i # j) bylyby obie réwne zero, a

stad rowniez suma kwadratéw x; bytaby rowna zero.

. [540M] Znalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétczynnikach rzeczywistych, majace nastepujaca wlasnosé: jesli z 4y

jest liczba wymierna, to W(z) + W (y) jest liczba wymierna.

RozwiazaNIiE: Wielomian W (q+ z) + W (g — ) przyjmuje tylko wartosci wymierne, wiec jest staly. Wobec tego W (g + x) ma niezerowe
wspolczynniki tylko przy nieparzystych potegach, pomijajac wyraz wolny. Gdyby byt stopnia wigkszego niz 1, to otrzymaliby$my
sprzecznosé, biorac dwie rozne wartosci ¢. Zatem W(x) = (W (1) — W(0))x + W (0).

. [550M] Niech ¢ bedzie taka liczba rzeczywista, ze wielomian P(x) = 2° — 523 + 42 — ¢ ma pieé¢ réznych pierwiast-

kéw rzeczywistych xq, zo, x3, x4, 5. Wyznaczy¢, w zaleznosci od ¢, sume wartosci bezwzglednych wspoétczynnikdow
wielomianu

Q(z) = (v — 27)(z — 23) (v — 25) (x — 23) (v — 7).

RozwiazaNiE: Q(z) = P(z)P(—xz).

. [590M] Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (x) o wspotczynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczy-

wistej x spelniona jest rownosé
2 3\ 5
W(z®) - W(a®) = (W(x))’.
Rozwiazanie: Jesli W(x) jest wielomianem stopnia n, to po pierwsze wspdlczynnik przy z™ musi by¢ réowny 1, a po drugie —

indukcyjnie, poczawszy od n—1 w d61 — wszystkie pozostale wspolczynniki musza sie zerowaé. Stad W (x) = z". Nalezy jeszcze dodaé

wielomian stale réwny O.

Pierwiastki, wielomiany przechodzace przez dane punkty

1.

[480M] Wielomian P(x) stopnia n spelnia warunek
Pk) = — dla k=1,2,4,8,..,2"

Obliczyé P(0).
RozwiazaNiE: Wielomian 1 — zP(x) ma pierwiastki w punktach 1,2,4,8,...,2™ i wartosé 1 w punkcie 0. Stad
_(-2)2-2)(4—2)8—1)..(2" —x)

1 —2P(@) 1-2.4.8.....20

Wspo6tczynnik przy x po prawej stronie to liczba przeciwna do
LR DS PN
1 2 4 2 on’
i taka jest wobec tego wartos¢ P(0).



2.

[480M] Dana jest liczba naturalna m > 1 oraz wielomian P(z) stopnia dodatniego o wspoétczynnikach catkowitych
majacy co najmniej trzy rozne pierwiastki catkowite. Dowie$é, ze wielomian P(z) 4+ 5™ ma co najwyzej jeden
pierwiastek catkowity.

RozwiazaNie: Niech P(z) = —(z — k1)(z — k2)(xz — k3)Q(x). Aby P(x) = —5™, liczby |z — k;| musza by¢ potegami 5. Gdyby istniata
druga taka liczba y, to |z — y| daloby sie przedstawi¢ jako suma 5% + 5% lub roznica, |5a - 5b| na trzy sposoby, a to jest niemozliwe,
bowiem jesli 5% + 5* = 54 458, to {a,b} = {A, B} i podobnie dla roznicy, i wreszcie 5% + 52 # 54 — 55,

[570M] Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych a, b, dla ktorych istnieje taki wielomian P(x) o wspotczynnikach
catkowitych, ze iloczyn (22 + az + b) - P(x) jest wielomianem postaci 2™ + ¢,,_12" ! + ... + 12 + co, gdzie kazda z
liczb cg,c1,...,Ccn_1 jest réwna 1 lub —1.

RozwiazaNIE: Musi by¢ b = —1 lub b = 1. Iloczyn nie ma pierwiastkéw o wartodci bezwzglednej wiekszej lub rownej 2, bowiem

=" + Cno1z" Vb e+ co| >z — |z[* 7 — . — |z — 1.

Wobec tego 22 + ax + b tez nie ma takich pierwiastkow, czyli 4 +2a 4+ b > 0 oraz 4 — 2a + b > 0. Zostaje osiem par do sprawdzenia,

kazda spelnia warunki zadania.

Dzielenie z reszta

1.

[470M] Wielomian o wspoétezynnikach catkowitych daje przy dzieleniu przez wielomian 22 —12x+11 reszte 9902 —889.
Wykazag, ze wielomian ten nie ma pierwiastkow catkowitych.

RozwiazaNIE: Niech k bedzie pierwiastkiem calkowitym tego wielomianu. Wielomian mozna zapisa¢ w postaci (z — 1)((z — 11)P(z) +
990) + 101, skad (k — 1)|101, czyli k € {—100,0,2,102}. Mozna go réwniez przedstawi¢ w postaci (z — 11)((z — 1) P(z) + 990) + 10001,
skad z kolei (k — 11)[10001. Ale zadna z liczb —111, —11, —9, 91 nie jest dzielnikiem 10001. Zatem szukane k nie istnieje.

[47O0M] Wyznaczy¢ wszystkie pary (n,r), gdzie n jest liczba catkowita dodatnia, r za$ liczba rzeczywista, dla ktorych
wielomian (x 4+ 1)" — 7 jest podzielny przez wielomian 222 + 2z + 1.

RozwiAzANIE: Reszta z dzielenia wielomianu (z + 1)™ przez 222 + 2z + 1 — oznaczmy ja przez a,z + b, — spetnia ag = 0, by = 1,

1 n/2

ant1 = bn, bnt1 = bn — 5an. Latwo zauwazy¢, ze an = 0 tylko dla parzystych n, i wtedy bn = (f%) . Zatem szukane pary to

(n, (—%)"/2), gdzie n jest dowolna parzysta liczba dodatnia.

Zadania z serii k —l|P(k) — P(l)

1.

[460M] Wielomian P(x) ma wspolczynniki catkowite. Udowodnié, ze jezeli liczba P(5) dzieli sie przez 2, a liczba
P(2) dzieli sie przez 5, to liczba P(7) dzieli sie przez 10.

RozwiazZANIE: 5|P(7) — P(2) oraz 2|P(7) — P(5).

. [490M] Niech ¢(k) bedzie najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby catkowitej k, gdy |k| > 2, oraz niech g(—1) =

g(0) = g(1) = 1. Rouzstrzygnaé, czy istnieje taki wielomian W stopnia dodatniego o wspoétczynnikach catkowitych,
dla ktorego zbior liczb postaci g(W(x)) (z — caltkowite) jest skonczony.

Rozwiazanie: Jesli W(0) = 0, to z|W(z). Jesli W(0) # 0, to dla kazdego k zachodzi W (kW (0)) = W(0)(1 + jk) dla pewnego j.
Zalézmy, ze zbior liczb postaci g(W(x)) jest skonczony, a wiec jest skoniczenie wiele réznych liczb pierwszych pi,pa, ..., pn bedacych
dzielnikami liczb W (z). Wobec tego

W (kp1p2...pnW(0)) = W(0)(1 + jkpip2...pn),

gdzie j zalezy od k. Poniewaz liczby W (zx) nie maja innych czynnikéw pierwszych niz p1,pa, ..., pn, otrzymujemy j = 0. Wobec tego
wartos¢ W(0) jest przyjmowana przez W nieskoniczenie wiele razy, czyli W jest staly wbrew zalozeniu. Zatem rozwazany zbior jest

zawsze skoriczony.

[540M] Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W o wspoélczynnikach catkowitych, spetniajace nastepujacy warunek: dla
kazdej liczby naturalnej n liczba 2™ — 1 jest podzielna przez W (n).

RozwiazaNie: Dla dowolnych n, k zachodzi k|W (n + k) — W(n). Gdy k jest dzielnikiem W (n), to otrzymujemy k|W(n + k), czyli
E|2ntk — 27 Gdy k jest nieparzyste, to wynika stad, ze k|2F — 1. Stad za$ wynika, ze k nie jest liczbg pierwsza. Oznacza to, ze zadna
liczba pierwsza nie dzieli W(n), skad W(z) =1 lub W(z) = —1.

. [550M] Dane sg wielomiany Wi (x), Wa(x), Ws(z), ..., W, (x) stopnia co najmniej 1, o wspotezynnikach catkowitych.

Wykazaé, ze dla pewnej liczby catkowitej a wszystkie liczby Wi (a), Wa(a), Ws(a), ..., Wy (a) sa zlozone.
Rozwiazanie: Niech b bedzie taka, ze wszystkie liczby W;(b) sa rézne od 1, 01 1. Niech ¢ bedzie najmniejsza wspolng wielokrotnoscia
tych liczb. Wtedy W;(b)|W; (b + kc) dla dowolnego k. Wystarczy wzia¢ a = b+ kc dla k tak duzego, by wszystkie W;(a) byly rozne od
Wj (b), 0 oraz 7Wj (b)

Zadania rozmaite

1.

[470M] Rozstrzygnaé, czy kazdy wielomian o wspélczynnikach catkowitych jest suma trzecich poteg wielomianéw o
wspotczynnikach catkowitych.

Rozwiazanie: Nie: kazda trzecia potega wielomianu zmiennej = o wspdlczynnikach catkowitych ma wspdlczynnik przy x podzielny

przez 3 1 wiasnos¢ te bedzie miata w takim razie suma dowolnie wielu trzecich poteg.



. [510M] Wielomian w(z) stopnia drugiego o wspolczynnikach catkowitych przyjmuje dla liczb catkowitych x wartosci
bedace kwadratami liczb catkowitych. Dowiesé¢, ze wielomian w(z) jest kwadratem pewnego wielomianu.

RozwiazaNie: Niech w(z) = ax? 4 bx + ¢, kn, = /w(n). Wowczas
Va= tim (Va(n 1 1) - Vam)

jest liczba catkowita, czyli a = p?, i ponadto w(n) = (pn + ¢)? dla pewnego ¢ dla wszystkich dostatecznie duzych n. Wobec tego
w(n) = (pn + q)? dla wszystkich n.

. [530M] Dowiesé, ze wykres wielomianu W (x) stopnia wiekszego od 1 ma o$ symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
takie wielomiany F'(z) i G(x), ze W(z) = F(G(x)), przy czym G(x) jest stopnia 2.

Rozwiazanie: Gdyby o§ byla niepionowa i miata rownanie y = ax + b, to W(z) — az + ¢ musialoby mie¢ nieparzyscie wiele rozwiazar
dla kazdego ¢, a wiegc W musialby mie¢ stopieri nieparzysty, i podobnie W (z) + éz + ¢ musialoby mie¢ parzyscie wiele rozwigzan dla
kazdego ¢ (prawie — poza skoniczong liczbg wartosci ¢), czyli W musialby mie¢ parzysty stopien. Sprzecznosé. Wobec tego prosta jest
pionowa i bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze W jest parzysty, cayli W(z) = F(z?) dla pewnego wielomianu F.

. [540M] Dany jest wielomian W (z) = 2* — 323 + 522 — 92. Wyznaczy¢ wszystkie pary réznych liczb catkowitych a, b
speliajacych rownanie W(a) = W (b).

RozwiazaNie: Zachodzi P(z) = W(z + 1) = 2% + 23 + 222 — 42 — 6. Stad P(n) — P(—n) = 2n3 — 8n = 2n(n? —4) > 0 dla n > 3 oraz
P(—n) — P(n — 1) = 2n3 — 3n2% + 13n — 6 > 0 gdy n > 2. Pozostaje kilka wartosci do sprawdzenia.

. [550M] Niech W bedzie wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych, przyjmujacym dla pewnych dwoch réznych
liczb catkowitych wartosci wzglednie pierwsze. Dowiesé, ze istnieje nieskoriczony zbiér liczb catkowitych, dla ktorych
wielomian W przyjmuje wartosci parami wzglednie pierwsze.

RozwiazaNie: Jesli mamy juz n > 2 takich liczb x1, 22, ..., xn, to wystarcza, ze kolejna spelnia np. W(zp41) = W(z2) (mod W(z1))

oraz W(zn+1) = W(z1) (mod x) dla k = 2,3, ...,n. Do tego wystarcza, aby xn4+1 = z2 (mod W (z1)) oraz xp4+1 = z1 (mod W(zy))
dla k = 2,3,...,n. Takie z,41 (do tego rozne od z1,x2, ..., z,) istnieje na mocy chinskiego twierdzenia o resztach.

. [560M] Dany jest wielomian W (z) = 22 + ax + b, o wspotczynnikach catkowitych, spelniajacy warunek: Dla kazdej
liczby pierwszej p istnieje taka liczba catkowita k, zZe liczby W (k) oraz W (k + 1) sq podzielne przez p. Dowiesc, ze
istnieje liczba catkowita m, dla ktorej W(m) =W (m + 1) = 0.

RozwiazaNie: Jesli p|W (z) i p|W(z + 1), to p|2z + a+ 1, czyli z = %. Zachodzi p|4W (x), zatem (a + 1)2 — 2a(a + 1) + 4b.
Otrzymujemy 4b =a? —1,skad a =2n+ 1, b=n(n+1), W(z) =22+ 2n+ Dz +nn+1) = (z +n)(z +n + 1).

. [580M] Wielomian W o wspolczynnikach rzeczywistych przyjmuje w przedziale (a;b) (gdzie a < b) tylko wartosci
dodatnie. Udowodni¢, ze istnieja takie wielomiany P oraz Q1,Q2, ..., Qm, 7€
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dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Rozwiazanie: Indukcja wzgledem stopnia W. Gdy W(z) = ¢ to W(z) = (v/¢)? + 0(z — a)(b — z). Zalézmy, ze W ma stopiett
n > 0. Niech ¢ bedzie najwigksza taka liczba, ze W (z) — c(x — a)(b — ) jest nieujemne w (a;b). Wowczas W(z) — c¢(x — a)(a — b) =
(x — z1)2...(x — z1)?V(z) dla pewnego wielomianu V stopnia nizszego niz stopien W i spelniajacego warunki zadania. Pozostaje
skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego.

. [380M] Wielomian P(z) ma wspolczynniki catkowite. Udowodnié, ze jezeli wielomiany P(z) oraz P(P(P(x))) maja
wspolny pierwiastek rzeczywisty, to maja takze wspolny pierwiastek catkowity.

RozwiazaNie: Niech z bedzie owym wspdlnym pierwiastkiem. Woéwczas P(0) jest catkowite, P(P(0)) = P(P(P(z))) = 0 i
P(P(P(P(0)))) = P(P(0)) =0.



