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1. Liczby rzeczywiste. Zadania na dowodzenie
Wykaz, ze jedlip > 5 jest liczba pierwsza, to liczba p? — 1 jest podzielna przez 24.

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k® — 2k* + k? jest podzielna przez 36.
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba (n + 2)* — n* jest podzielna przez 16.
Wykaz, ze 21* + 58 nie jest liczba pierwsza.
Wykaz, ze jeslix > 0, to x3 + % > 36.
Wykaz, 7e jedlix +y = 6, to x* + y* > 162.

1

Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b,c: (a +b +¢) - (l + % + —) > 9.

a c
Liczby a i b sg takie, 22 a — b = 4iab = 7. Oblicz a®b + ab3.

Uzasadnij, ze jeslia + b = 1ia? + b?> = 7,to a* + b* = 31.

Liczby dodatnie a i b spetniaja réwnos¢ a® + 2a = 4b? + 4b. Wykaz, ze a = 2b.
Wykaz, ze x* — x% — 2x + 3 > 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Wykaz, ze dowolne liczby rzeczywiste nieujemne x i y, takie ze x? + y2 = 2, spetniaja
nieréwnos$¢ x +y < 2.

Wykaz, 7e liczba 42017 + 42018 4 42019 4 42020 jast podzielna przez 17.

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnos¢

x%y? +2x% + 2y —8xy+ 4 > 0.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb catkowitych k i m liczba k3m — km3 jest podzielna przez 6.
Wykaz, ze suma szesciandow trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 9.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé
x* —4x3 —2x*+12x+9 > 0.

Wspétczynniki wielomianu W (x) = x3 + ax? + bx + c tworza ciagg geometryczny. Liczba —3

jest pierwiastkiem tego wielomianu. Uzasadnij, ze suma wspodfczynnikéw wielomianu jest
podzielna przez 8.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierdwnos¢
2x% 4+ 5y% + 10 > 6xy + 4y.
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2. Funkcja kwadratowa

Liczby -1 i 3 s miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz %.

Funkcja kwadratowa f(x) = x2 + bx + c nie ma miejsc zerowych. Wykaz, ze 1 + ¢ > b.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
x2 + (m — 1)x + 1 —m? = 0 ma dwa réine rozwigzania rzeczywiste X1 i x5 spetniajace
warunek 2x7 + x5 = x3 + 2x3.

Dla jakich wartoéci parametru m pierwiastkami réwnania x> — 2mx —m? —2m +4 = 0s3
dwie rézne liczby ujemne x; , x, spetniajace warunek |x; — x,| = 4v/2 ?

Dany jest tréjmian kwadratowy f(x) = x2 + 2(m + 1)x + 6m + 1. Wyznacz wszystkie
wartosci parametru m, dla ktérych ten tréjmian ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x4 i x,
tego samego znaku, spetniajgce warunek |x; — x, | < 3.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
x>+(m+Dx-—m?+1=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x; i x, spetniajace warunek x5 + x5 > —7x,x,.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja kwadratowa f okreslona
wzorem f(x) = (2m + 1)x? + (m + 2)x + m — 3 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste
x; 1 x, spetniajgce warunek (x; — x,)? + 5x;x, > 1.

Niech f (k) oznacza sume odwrotnosci dwdch réznych rozwigzan réwnania
(k? —9)x? — (2k — 6)x + k — 1 = 0 z niewiadoma x i parametrem k. Naszkicuj wykres
funkcji y = f (k) i odczytaj z wykresu zbidr jej wartosci.

Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktérych przedziat (2, 3) jest zawarty w zbiorze
rozwiazan nieréwnosci (m + 1)x2 + mx + 1 < 0.

Dane jest réwnanie 2x2 + (m — 1)x — m? = 0. Wyznacz te wartosci parametru m, dla
ktérych liczby: 1, suma pierwiastkdw, suma odwrotnosci pierwiastkdéw tego rownania, tworzg
cigg geometryczny.

Wyznacz zbidr wartosci funkcji y = ——.

Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x2 + (m — 1)x + m — 2 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki, z ktérych jeden jest sinusem, a drugi cosinusem tego samego kata?

Dla jakich wartosci parametru m jeden z pierwiastkow réwnania
Cm+1Dx>—mx+m—-2=0

jest wiekszy od 1, a drugi mniejszy od —17?
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ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste x;, x, takie, ze punkt P = (x4, x,) lezy na okregu o
Srodku § = (l 1) i promieniu dtugosci Vit
2’2 2’
(0-5) materiaty CKE
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie
2x2 - 2m+7x+m?-3m+21=0
ma dwa rozne rozwigzania rzeczywiste x; oraz x; , spetniajgce warunek x; = 2x;.

Zapisz obliczenia.

(0-4) CKE arkusz pokazowy 111.22
Dane jest rownanie

(x—6)-[(m—2)x*—4(m+3)x+m+1]=0
Z niewiadomg x i parametrem m € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych to rownanie ma trzy rézne
rozwiazania rzeczywiste tego samego znaku.

Zapisz obliczenia.
(0-5) CKE XI1.22
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie
xXX-(m-4Hx+m*-7m+12=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x; oraz x,, spelniajgce warunek
x3 +x3 < 5x%.x,+5x, x5

Zapisz obliczenia.

(0-5) CKE V.22
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie

x2=—(m+1x+m=0
ma dwa rozne rozwigzania rzeczywiste x; oraz x,, spetniajgce warunki:

1 1 1 1
x,#0, x,#0 oraz —+—+2=_2.|._2
1 X2 X1 X



3. Réwnania trygonometryczne

Rozwiaz réwnanie:
a) sin3x = cos2x
b) cosx + sin3x = 0 w przedziale (m, 27)
c) cos2x+3cosx =—-2,x € (0,2m)
d) sin6x + cos3x = 2sin3x + 1 w przedziale {0, )
e) sin5x —cos2x +sinx =0
f) sinx-sin2x-sin3x = isin 4x
g) V3cosx =1+sinx, x € (0,2m)

1

h) (cosx) [sin (x — g) + sin (x + g)] = Esinx

i) cos2x = g (cosx — sinx) w przedziale (0, 7r)
i) 3cos2x + 10 cos?x = 24sinx — 3 dla x € (0, 2m)

(0-4) CKE arkusz pokazowy I11.22
Rozwiaz rownanie

sin(3x) = 2sinx
w zbiorze [0, m].

(0-5) materiaty CKE X.22
Rozwiaz rownanie

s 23 w
COS X—TSIHXCOSX—SIH x=0

w przedziale [—m, ).

(0-4) CKE V.22
Rozwigz réwnanie sinx + sin 2x + sin 3x = 0 w przedziale (0, ).

(0-4) CKE VI.22
Rozwigz rownanie cos(3x) + V3sin(3x) + 1 = 0 w przedziale (0, m).

(0-4) CKE XI1.22
Rozwigz rownanie

651nx+2\/§cosx+3tgx+\f_=0



4. Trygonometria
1. Kat a jesttaki,ze cosa + sina = g. Oblicz warto$¢ wyrazenia |cos @ — sin a|.

2. Wyznacz zbidr wartosci i miejsca zerowe funkcji f(x) = cosx + V3sinx + /3.

3. Wykaz, ze jezeli miedzy miarami katow a, 8,y w tréjkacie zachodzi zwigzek
cosa-cosf = %(1 — cosY), to tréjkat jest rbwnoramienny.

4. Udowodnij, ze w dowolnym tréjkacie sina + sin§ > siny .

5. Wykaz, ze jezeli miary katéw a, 5, ¥ w tréjkacie spetniaja nieréwnos¢ sina + sin?f < sin?y,
tocosy < 0.

6. Udowodnij, ze nieréwnos¢ |sinx + 2 cos x| < /5 jest prawdziwa dla dowolnej liczby
rzeczywistej x.

sinfa _ tga

7. Wykaz, ze jezeli miedzy miarami katow a, § w tréjkacie zachodzi zwigzek S0’ g to

tréjkat jest prostokatny lub réwnoramienny.

2

8. Wykaz, ze jedli a i B s katami tréjkata, takimi ze sin?a — sin?f = sin(a — f8), to tréjkat ten

jest réwnoramienny lub prostokatny.

9. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x spetniajace réwnanie 2sin?x — cos 2x = 1. Oblicz
sume wszystkich rozwigzan tego rownania nalezgcych do przedziatu (0, 327).

10. Wyznacz zbidr wartosci funkcji:
a) f(x) =sin*x+cos*x; b) f(x)=tgx + ctgx.

11. (0-2) materiaty CKE X.22
Na ptaszczyZnie, w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y), dane sg dwie proste [
oraz l,. Kat miedzy tymi prostymi ma miare 45°. Wspofczynnik kierunkowy w réwnaniu

2
prostej [, jest réwny 3

Oblicz wspotczynnik kierunkowy w rownaniu prostej [,. Zapisz obliczenia.

12. (0-4) materiaty CKE X.22
W trapezie ABCD przekatna BD jest dwusieczng kata CBA i przecina przekatng AC
w punkcie K, takim, ze |CK|:|KA| = 1: 3. Pole tego trapezu jest réwne 100(V6 —v2),

Ve+V2

sin 4BAD = YR

|AD| = 10 oraz kat BAD jest ostry.

Oblicz diugosci pozostalych bokéw trapezu ABCD. Zapisz obliczenia.
13. (0-3) materiaty CKE X.22



Na szczycie wiezy o wysokosci h umieszczono pionowo antene radiowa stacji nadawcze;
o dtugosci [ (I > h).Punkt O lezy na ptaszczyZnie poziomej przechodzacej przez
podndze wiezy, a punkt A znajduje sie na koncu anteny. Koniec anteny A widaé¢ z punktu

0 pod dwukrotnie wiekszym katem niz wieze (zobacz rysunek).

A

b~
LLLCOL
!
!
/
/
/

r 3

Oblicz odlegtos¢ x podnéza wiezy od punktu A. Zapisz obliczenia.

14. (0-6) materiaty CKE X.22
W pewien okrag wpisano czworokat ABCD
taki, ze |AB| =10, |CD| =6 oraz
|BC| = |BD|. Styczna do tego okregu

w punkcie C tworzy z bokiem CD kat «a
o mierze 30° (zobacz rysunek).

Oblicz pole czworokata ABCD. Zapisz obliczenia. B
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5. Wielomiany i funkcje wymierne

Wielomian W (x) = 2x3 + ax? + bx + c jest podzielny przez tréjmian x? + x — 6, a przy
dzieleniu przez dwumian x + 1 daje reszte 6. Wyznacz wspétczynnikia, b i c.

Wielomian P(x) przy dzieleniu przez x — 2 daje reszte 11, zas przy dzieleniu przez x + 3
reszte (- 4). Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu P(x) przez x? + x — 6.

Jeden z pierwiastkéw wielomianu W (x) = x3 + 3x2 + (m — 7)x — m + 1 jest érednig
arytmetyczng pozostatych. Wyznacz wartos¢ parametru m oraz iloczyn wszystkich
pierwiastkdw tego wielomianu.

Wyznacz zbiér tych argumentéw, dla ktérych wartosci funkcji f(x) = x3 — 7x + 6 i
g(x) = —2x* + 2x3 — 8x? + 8x sg przeciwnych znakéw.

Nie wykonujac dzielenia wyznacz reszte z dzielenia wielomianu
P(x) = x?3 4+ 5x12 — 4x7 + 3 przez wielomian Q(x) = x? — 1.

Dany jest wielomian W (x) = —2x3 + x + a?. Liczba a jest pierwiastkiem tego wielomianu, a
reszta z dzielenia tego wielomianu przez dwumian 2x + a jest wieksza od a. Oblicz a.

Dla jakich wartosci parametru p réwnanie (x + 1)(x? — (p + 1)x + p) = 0 ma trzy réine
pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma kwadratéw jest réwna 67

Wielomian W (x) = 2x3 + (m3 + 2)x? — 11x — 2(2m + 1) jest podzielny przez dwumian
(x — 2) oraz przy dzieleniu przez dwumian (x + 1) daje reszte 6. Oblicz m i dla wyznaczonej
wartosci m rozwigz nieréwnos$é W(x) < 0.

2 3
Wykaz, ze jesli réwnanie x3 + px + g = 0 ma pierwiastek wielokrotny, to qr + % =0.

Wykaz, ze liczba i/S\/E +7— i/S\/Z — 7 jest catkowita.
Rozwiaz réwnanie vx + i/x = 12.
Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych (x, y) spetniajgcych réwnanie (x — 1)y = 2x + 6.

Punkt A = (=5, 3) jest $srodkiem symetrii wykresu funkcji homograficznej okreslonej wzorem

ax+7 . d
fx) = ~id gdy x # —d. Oblicz iloraz p

2x+10
x+3
wykres funkcji y = |F(x)| (zaznacz asymptoty i punkty wspdlne z osiami uktadu

wspotrzednych). Na tej podstawie okresl liczbe rozwigzan réwnania |F (x)| = k w zaleznosci
od wartosci parametru k.

Funkcje homograficzng y = F(x) = przedstaw w postaciy = ﬁ + g. Naszkicuj

Rozwigz nieréwnosc <

2x—1 2+2x
< .
1-x 5x

(0-5) materiaty CKE X.22
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Rozwiaz nierownos¢
-2x—8
=
x—4 x2-16

x+4+

(0-5) CKE arkusz pokazowy 111.22
Dane jest rownanie
(x—6) - [(m—2)x*—4(m+3)x+m+1]=0

Z niewiadomg x i parametrem m € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych to rownanie ma trzy rézne
rozwiazania rzeczywiste tego samego znaku.

(0-3) informator CKE
Funkcja f jest okreslona wzorem
- 3x + 41 dl 413
flx) = 13 ax .

Punktem kratowym nazywamy punkt w uktadzie wspotrzednych, ktorego obie wspotrzedne sg
liczbami catkowitymi.

Wyznacz wszystkie punkty kratowe nalezgce do wykresu funkcji f.

(0-3) informator CKE
Wielomian W jest okreslony wzorem W (x) = (x — 1)(x* — mx + m — 1) dlakazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wielomian W ma doktadnie
jeden pierwiastek rzeczywisty.

(0-4) CKE V.22
Reszta z dzielenia wielomianu W (x) = 4x% — 6x? — (5m + 1)x — 2m przez dwumian x + 2

jestrowna (—30).
Oblicz m idla wyznaczonej warto$ci m rozwigz nierbwnosé¢ W (x) = 0.

(0-3) CKE VI.22
Rozwigz nieréwnos¢

3x+1<3x+4
2x+1 " 2x+3

(0-5) CKE XI1.22
Rozwiaz nierobwnos¢
x—1 1 3
- >
x*—4 2-x 2+x
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6. Geometria analityczna

W tréjkacie ABC dane sg wierzchotek C = (4,3) i rGwnania dwéch srodkowych: x +y = 3
orazx + 5y — 7 = 0. Wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkdw tréjkata ABC i oblicz
jego pole.

Wyznacz obraz punktu P = (—2,1) przez symetrie wzgledem prostej l: 3x + 2y — 9 = 0.

Dane sg punkty A = (—1,0) i B = (3,2). Na prostej l: x — 3y + 7 = 0 wyznacz taki punkt C,
aby tréjkat ABC byt prostokatny.

Dany jest okrag o srodku S = (2,2) i promieniu R = 2 i styczna do tego okregu w punkcie P,
ktérego wspotrzedne sg liczbami dodatnimi. Styczna ta przecina 0§ 0X w punkcie Q = (6,0).
Wyznacz wspétrzedne punktu P.

Punkt A = (7, —1) jest wierzchotkiem tréjkata réwnoramiennego ABC , w ktérym AC = BC.
Obie wspoétrzedne punktu C sg liczbami ujemnymi. Okrag wpisany w tréjkat ABC ma
réwnanie x? + y2 = 10. Oblicz wspétrzedne punktéw B i C.

Dla jakich wartoéci parametru m okregi o réwnaniach x? + y?> = m? — 2m + 1 oraz
x? — 6x + y% + 8y = 4m? — 25 s3 styczne zewnetrznie?

Prosta o réwnaniu 3x — 4y — 36 = 0 przecina okrag o $srodku S = (3,12) w punktach A i B.
Dtugosé odcinka AB jest rowna 40. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x? + y2 + 2x — 2y — 3 = 0 poprowadzonymi
przez punkt A = (2,0).

Dane sg punkty A = (—4,1) i C = (2,—1) lezace na okregu o srodku w punkcie S i promieniu
dtugosci r. Srodek tego okregu ma obie wspdtrzedne ujemne i jest oddalony 0 v/13 od prostej

. . 3 1 . . . .
loréwnaniuy = — Sx+s. Wyznacz réwnanie tego okregu oraz wspétrzedne takiego punktu
B lezacego na tym okregu, ze trojkat ABC jest prostokatny.

Wyznacz wszystkie wartosci wspotczynnikdéw a i b, dla ktérych prosta y = ax + b jest
prostopadta do prostej x — 3y + 6 = 0 i ma co najmniej jeden punkt wspdlny z okregiem
(x—1%*+ (y—2)? =10.

Prosta k: x — 2y + 3 = 0 zawiera przekatna kwadratu ABCD wpisanego w okrag, ktéry
przechodzi przez punkty P = (—1,—3) i Q = (-3, 3). Wyznacz réwnanie tego okregu i
wspotrzedne wierzchotkdw kwadratu.

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu dtugosci 8, stycznego do prostych k i [ o réwnaniach:
k:3x—4y +10=0,l:y = —-x.

Punkt A = (0, 0) jest wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCD. Punkty M = (8,1) i N = (10, 5)
sg odpowiednio srodkami bokéw BC i CD. Wyznacz wspotrzedne punktéw B, C i D.
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Wyznacz wspétrzedne srodka jednoktadnosci, w ktérej obrazem okregu o réwnaniu
(x — 16)? + y? = 4 jest okrag o réwnaniu (x — 6)% + (y — 4)? = 16, a skala tej
jednoktadnosci jest liczbg ujemna.

Dane sg okregi o réwnaniach x? + y2 — 2ax + 4y + a?> — 77 = 0 oraz
x2 +y? — 12x — 8y + 43 = 0. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a, dla ktérych te
okregi majg doktadnie jeden punkt wspdlny. Rozwaz wszystkie przypadki.

Dane sg punkty A = (—4,0) i M = (2,9) oraz prosta k o réwnaniuy = —2x + 10.
Wierzchotek B trojkgta ABC to punkt przeciecia prostej k z osig Ox uktadu wspdtrzednych, a
wierzchotek C jest punktem przeciecia prostej k z prostg AM. Oblicz pole tréjkata ABC.

Dany jest punkt B = (—4,7) i wektor i = [—3, 5]. Wyznacz taki punkt 4, ze AB = —31i.

Dane sg punkty A = (3,—1),B = (4,1),C = (5,—3),D = (8, 3). Sprawdz, ze odcinki AB i
CD s3 jednoktadne. Wyznacz skale i srodek tej jednoktadnosci.

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (4,4) i B = (5, 3), ktory jest
styczny do okregu x? + y? = 16.

Wyznacz réwnanie okregu stycznego do obu osi uktadu wspétrzednych, o srodku lezgcym na
prostejx — 2y + 3 = 0.

Dane sg okregi 04: x% + y2 = 1i0,: x? + 6x + y? — 8y = 0. Wyznacz $rodek i skale
jednoktadnosci, ktéra przeksztatca okrag 04 na okrag 0.

W okrag o réwnaniu (x — 2)? + (y — 1)? = 5 jest wpisany tréjkat ABC, ktérego bok AB jest
zawarty w prostej o rownaniu x — 2y = 0. Pole tréjkata ABC jest rowne 5. Wyznacz
wspotrzedne punktu C.

W tréjkacie rwnoramiennym ABC wysoko$¢ poprowadzona do podstawy AB ma dtugosc 10.
Wyznacz wspoétrzedne punktu C, jesli A = (—3,—4), B = (5, 2).

Kazdy z wektoréw 1 i w ma dodatnie wspdtrzedne i dtugosé 10. Wektor U jest prostopadty do
prostej 3x + 4y — 8 = 0, a wektor w jest réwnolegly do prostejy = 2—74x + 4. Wyznacz

dtugoé¢ wektora i + w.

Na ptaszczyznie z uktadem wspétrzednych dane sg punkty A = (2,—1), B = (7,2) oraz
C = (5, 3). Wyznacz wspotrzedne wektora o dtugosci 1 rownolegtego do wektora
il = 2AB — BC.

Wyznacz wspétrzedne punktu lezgcego na paraboli y = x? — 2x + 1 potozonego najblizej
punktu A = (4,0).

Punkt A = (—4, 2) jest wierzchotkiem tréjkata réwnoramiennego ABC. Punkt K = (2,0) lezy

na podstawie AB tego tréjkata, |AK|: |[KB| = 2: 1. Punkt L = (0, 6) lezy na ramieniu AC tego
tréjkata. Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkdw B i C oraz pole tréjkata ABC.

(0-6) CKE arkusz pokazowy 111.22



29.

30.

31.

32.

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) punkt A = (9,12) jest wierzchotkiem

tréjkata ABC. Prosta k oréwnaniu y = %x zawiera dwusieczng kata ABC tego tréjkata.

Okrag O orownaniu (x —8)% + (y — 4)? = 16 jest wpisany w ten trojkat.

Oblicz wspdéirzedne punktu stycznosci prostej przechodzacej przez wierzchotki B i C
tego trojkata z okregiem O.

(0-6) CKE V.22

Punkt A = (—3,2) jest wierzchotkiem trojkata rownoramiennego ABC, w ktorym |AC| = |BC].
Pole tego trojkata jest rowne 15. Bok BC zawarty jest w prostej o rownaniu y = x — 1.
Oblicz wspotrzedne wierzcholkow B i € tego trojkata.

(0-6) CKE VI.22
Dane sgokrag o, oréwnaniu (x — 6)% + (y — 4)? = 98 oraz okrag 0, o promieniu 2v/5.
Srodki okregow o, i 0, leza po réznych stronach prostej k o réwnaniu y = —3x — 6, a punkty

wspolne obu okregow lezg na prostej k. Wyznacz rownanie okregu o,.

(0-4) informator CKE
Czworokat ABCD jest rownolegtobokiem takim, ze BD = [—21,—7] i DC = [15,8].

Oblicz pole tego rownolegtoboku.

(0-4) informator CKE

Trapez ABCD jest wpisany w okrgg o rownaniu x? + y? — 38x + 22y — 96 = 0.
Wierzchotek A trapezu ma obie wspétrzedne ujemne, a odcinek AB jest dluzszg z podstaw
tego trapezu. Przekatna AC trapezu ABCD jest zawarta w prostej o rownaniu y = x.

Oblicz sinus kata ABC.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

7. Planimetria

W trdéjkagcie ABC wysokosé i srodkowa poprowadzone z wierzchotka C podzielity kat ACB na
trzy réwne czesci. Wyznacz miary katéw tego trojkata.

Oblicz pole czesci wspdlnej czterech két, ktérych srodki znajdujg sie w wierzchotkach
kwadratu o boku 1, o promieniach réownych dtugosci boku kwadratu.

W trdjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne majg dtugosci: AC = 12, BC = 9. Na boku
AB wybrano taki punkt D, ze BC = CD. Oblicz dtugos¢ odcinka AD.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC = 17 i BC = 10. Na boku AB lezy taki punkt D, ze
CD =10 oraz AD: DB = 3: 4. Oblicz pole tréjkata ABC.

W czworokgcie ABCD dane sg dtugosci bokéow: AB = 24, CD = 15, AD = 7. Ponadto katy
DAB i BCD sg proste. Oblicz pole tego czworokata i dtugosci jego przekatnych.

W tréjkacie ABC punkty D i E lezg odpowiednio na bokach AB i AC tak, ze AD: DB = 1:2 oraz
AE: EC = 2:1. F jest punktem wspdlnym odcinkéw BE i CD. Wyznacz jaka cze$¢ pola tréjkata
ABC stanowi pole czworokata ADFE.

Dtugosci bokow tréjkata sg kolejnymi liczbami parzystymi. Najmniejszy kat wewnetrzny tego
tréjkata ma miare dwa razy mniejszg niz najwiekszy. Oblicz dtugosci bokdéw trdjkata.

Punkty K, L, M, N sg odpowiednio srodkami bokéw AB, BC,CD, DA czworokata wypukfego
ABCD. Odcinki KM i LN przecinajg sie w punkcie S. Wykaz, ze suma pdl czworokagtow AKSN
i SLCM jest réwna sumie pdl czworokgtéw KBLS i NSMD.

Przekatna trapezu réwnoramiennego ma dtugo$¢ 2+/7 cm, a jego obwdd jest réwny 16 cm.
Oblicz dtugosci bokdw trapezu, jesli wiadomo, ze w ten trapez mozna wpisac okrag.

Dtugosci bokéw czworokata ABCD sg rowne: AB = 2, BC = 3,CD = 4, DA = 5. Natym
czworokgcie mozna opisac okrag. Oblicz dtugosé przekatnej AC.

Oblicz pole obszaru zawartego miedzy dwoma okregami wzajemnie stycznymi zewnetrznie o
promieniach 1i 3 oraz ich wspdlng zewnetrzng styczna.

Dane sg dwa okregi: 01 (51, R) i 05(S,, 7). Okregi te sg styczne zewnetrznie. Oblicz promien
okregu stycznego do obu tych okregdw i do ich wspdlnej stycznej zewnetrznej.

Punkty M i L lezg odpowiednio na bokach AB i AC tréjkata ABC, przy czym MB = 2AM oraz
LC = 3AL. Punkt S jest punktem przeciecia odcinkdw BL i CM. Pole tréjkata ABC jest rGwne
660. Oblicz pola tréjkatow AMS, BMS, ALS i CLS.

Dane sg trzy okregi o srodkach A, B, C i promieniach rdwnych odpowiednio r, 2r, 3r. Kazde

dwa z tych okregdéw sg zewnetrznie styczne: pierwszy z drugim w punkcie K, drugi z trzecim
w punkcie L, a trzeci z pierwszym w punkcie M. Oblicz stosunek pola tréojkagta KLM do pola

tréjkata ABC.

(0-6) CKE, X.22



Punkt D lezy wewnatrz trojkata ABC. Prosta przechodzaca przez punkt D i réwnolegta do
boku AC przecina bok AB w punkcie K, abok BC w punkcie L. Prosta przechodzaca
przez punkt D iréwnolegta do boku BC przecina bok AB w punkcie M, abok AC

w punkcie N (zobacz rysunek). Stosunek obwodu trojkata KMD do obwodu trojkgta KBL
jestréowny 5 : 7, a stosunek obwodu tréjkata KMD do obwodu tréjkata AMN jest

rowny 5 : 8. Pole czworokata DLCN jest réwne 15.

A K M~ B

Oblicz pole tréjkata ABC. Zapisz obliczenia.



10.

11.

12.

13.

14.

8. Planimetria —zadania na dowodzenie

Wykaz, ze w dowolnym tréjkacie dwusieczna kata przy danym wierzchotku jest réwniez
dwusieczng kata miedzy wysokoscig trojkata poprowadzong z tego wierzchotka i odcinkiem
taczacym ten wierzchotek ze srodkiem okregu opisanego na tréjkacie.

Trapez rownoramienny o podstawach a i b jest opisany na okregu o promieniu r. Wykaz, ze
4r? = qb.

W trdéjkacie ABC kat BAC jest dwa razy wiekszy od kata ABC. Wykaz, ze prawdziwa jest
réowno$¢ BC? — AC? = AB - AC.

Na tréjkacie réwnobocznym ABC opisano okrag. Wykaz, ze dla dowolnego punktu M
lezacego na krotszym tuku BC tego okregu spetniona jest rownosé¢ MA = MB + MC.

Wysokos¢ CF dzieli trapez prostokatny ABCD na kwadrat i tréjkat prostokatny
rownoramienny. Niech E bedzie srodkiem ramienia BC. Uzasadnij, ze przekatna AC dzieli
odcinek DE na potowy.

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa dtugosciami bokdéw tréjkata, to (a + b + ¢)? > 2(a? + b? + ¢?).

Wykaz, ze suma odlegtosci dowolnego punktu wewnetrznego tréjkata od prostych
zawierajgcych jego boki jest wieksza od dtugosci srednicy okregu wpisanego w ten trdjkat.

Wykaz, ze w kazdym trdjkgcie dowolna prosta przechodzaca przez srodek okregu wpisanego w
ten tréjkat dzieli pole i obwdd tego tréjkata w tym samym stosunku.

Niech P bedzie dowolnym punktem wewnatrz tréjkgta rownobocznego ABC o boku a.
Wykaz, ze av/3 < PA + PB + PC < 2a.

W tréjkacie ostrokatnym ABC bok AB ma dtugosé c, dtugosc boku BC jest rowna a oraz

|*ABC| = . Dwusieczna kata ABC przecina bok AC w punkcie E. Wykaz, ze dtugo$¢ odcinka
B

BE jest réwna 29¢ . cost.
atc 2

Przekatne trapezu ABCD przecinajg sie w punkcie P. Prosta rownolegta do podstaw trapezu,

przechodzaca przez punkt P, przecina ramiona AD i BC odpowiednio w punktach M i N.

Wykaz, ze MP = NP.

Tréjkat ABC jest wpisany w okrgg o srodku S. Katy wewnetrzne CAB,ABC i BCA sg rowne
odpowiednio a, 2a, 4a. Wykaz, ze trojkat ABC jest rozwartokatny, i udowodnij, ze miary
wypuktych katow srodkowych ASB, ASC, BSC tworzg w podanej kolejnosci ciag
arytmetyczny.

Dany jest trojkat ABC. Z wierzchotka B poprowadzono $rodkowg BD do boku AC. Punkt S
jest srodkiem odcinka BD. Prosta AS przecieta bok BC w punkcie P. Wykaz, ze CP = %BC.

W czworokacie ABCD: AB = BC, <DAB = 45°, «ABC = 150°, «BCD = 60°. Wykaz, ze
tréjkat BCD jest rownoboczny.



15. Miary katow trojkata ABC sa rowne a = XCAB, 8 = <¥ABC iy = <BAC. Punkt S jest
Srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat, a proste zawierajgce odcinki AS i BS przecinajg
boki BC i AC tego trojkata odpowiednio w punktach D i E. Wykaz, ze jeslia + § = 2y, to na
czworokgcie DCES mozna opisaé okrag.

16. (0-4) CKE, 11.22
Dany jest trapez rownoramienny ABCD o obwodzie | ipodstawach AB oraz CD takich,
ze |AB| > |CD]|. Trapez jest opisany na okregu i wpisany w okrag, a przekatna AC trapezu
ma diugos¢ d (zobacz rysunek).

d-l
2/16d*—1*
17. (0-3) CKE, V.22

Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych trapezu ABCD. Diugosé podstawy CD jest
o0 2 mniejsza od dlugosci podstawy AB. Promieh okregu opisanego na tréjkacie
ostrokgtnym CPD jesto 3 mniejszy od promienia okregu opisanego na trojkgcie APB.

42
3

Wykaz, ze promien R okregu opisanego na trapezie ABCD jest rowny

Wykaz, Ze spetniony jest warunek |DP|* + |CP|? —|CD|* = -|DP| - |CP].

18. (0-3) CKE V.2016
Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisany w trojkat BCD jest styczny do przekatnej BD
w punkcie N. Okrag wpisany w trojkat ABD jest styczny do boku 4D w punkcie M, a srodek S
tego okregu lezy na odcinku MN, jak na rysunku.

D C

)

N

Wykaz, ze |MN|=|AD|.

19. (0-5) materiaty CKE 22



20.

Dany jest trapez prostokatny ABCD o katach prostych przy wierzchotkach A i D. Ramie BC
trapezu ma diugos¢ 5. W ten trapez wpisano okrag o srodku w punkcie S i promieniu 2.
Punkt P jest punktem stycznosci okregu i diuzszej podstawy AB tego trapezu (zobacz
rysunek).

Wykaz, ze tréjkaty BPS i BSC sa tréjkatami podobnymi, oraz oblicz skale tego
podobienstwa.

N

]

-/

(0-3) CKE, VI.22

W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przez punkt O przeciecia sie przekatnych
poprowadzono dwie proste rownolegte do bokéw BC i AD. Prosta rownolegta do boku BC
przecina bok AB w punkcie B’, a prosta rownolegta do boku AD przecina bok AB

w punkcie A’. Wykaz, ze |AA'| = |BB'l.
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10.

11.

12.

9. Ciggi

1. Oblicz granice:

. 4n%+3n-2020 . -7n3+3n . V4n2+9+8n . 1+5+9+--+(4n—-3)
a) lim ——— b) lim ————— ¢} lim ——— d) lim —————
n-oo 3n“-2n+9 n-ooo 1+2n+3n<+4n n-oo 2n+7 n-oo n<—-n+1
. 4nt3_gn+2 . 11n34+6n+5 2n?+2n+1 . (3n2+5n)3(2n—1)4
O lim s flim (B STEE) g lim SR
2 2 —
h) lim (0,573 — 10n? — 25n + 89) i) lim (3” tintl _Snn 1)
n—-oo n-oo 2n+1 4in—-1
i) lim (VZn ¥ 7 — v+ 1) k)lim(\/n+2\/ﬁ+3—\/n—6\/ﬁ+12).
n—oco n—-oo

Ciagg (a, b, ¢) jest geometryczny, cigg (a + 1, b + 5, ¢) jest malejgcym ciggiem
arytmetycznymoraza + b + ¢ = 39. Oblicz a, b, c.

Dla jakich wartosci x liczby sin x + Cosx,—-,CoSx — sinx s3 kolejnymi wyrazami zbieznego

szeregu geometrycznego?

W pieciowyrazowym ciggu (a, ) dane s3 a; = 2 i ag = 18. Pierwsze trzy wyrazy tworzg ciag
arytmetyczny, a ostatnie trzy ciagg geometryczny. Suma wszystkich wyrazow ciagu (a,) jest
rowna 45. Wyznacz ten ciag.

Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych, ktore sg podzielne przez 4, ale nie sg podzielne
przez 7.

Trzy liczby tworzg cigg geometryczny. Jesli do drugiej z nich dodamy 8, to cigg ten zmieni sie
na arytmetyczny. Jesli zas do ostatniej liczby nowego ciggu arytmetycznego dodamy 64, to
tak otrzymany cigg bedzie znéw geometryczny. Znajdz te liczby.

Ciag geometryczny (a,) ma 100 wyrazdw i sg one liczbami dodatnimi. Suma wszystkich
wyrazow o numerach nieparzystych jest sto razy wieksza od sumy wszystkich wyrazéw o
numerach parzystych orazloga; + loga, +logas; + --log a;49 = 100. Oblicz a;.

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowny 2018. Dla pewnej liczby naturalnej n
suma S,, wszystkich n poczatkowych wyrazéw jest réwna 0. Wyznacz sume S,,, wszystkich 2n
poczatkowych wyrazdw ciagu (a,).

e L 2 4x? L . _
Rozwiaz nieréwnos¢ 1 + Z 4+ =7 _4+..>5w ktérej lewa strona jest sumg zbieznego

1+x  (1+x)?
szeregu geometrycznego

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest réwna 4, a suma dziesieciu
poczatkowych jego wyrazéw wynosi 132. Oblicz sume pietnastu poczatkowych wyrazow tego

ciggu.

Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (a,, ), ktérego wyrazy spetniaja uktad
ro’wnaﬁ {al + az + a3 + .= 57

a2+a5+a8+"':18.
Dtugosci bokow tréjkata tworzg cigg geometryczny. Jakie wartosci moze przyjmowac iloraz
tego ciggu?



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Liczby a, b, ¢ s — odpowiednio — pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu
arytmetycznego. Suma tych liczb jest réwna 27. Cigg (a — 2, b, 2¢ + 1) jest geometryczny.
Wyznacz liczby a, b, c.

Trzywyrazowy cigg (a, b, ¢) o wyrazach dodatnich jest arytmetyczny, natomiast cigg

1 2 1 . . . .
(E’ oy m) jest geometryczny. Oblicz iloraz ciggu geometrycznego.

Wyrazy ciggu geometrycznego (a,, ), okreslonego dla n = 1, spetniajg uktad réwnan
as +ag = —84
{a4 +a;, =168’
Wyznacz liczbe n poczatkowych wyrazéw tego ciagu, ktérych suma S, jest rGwna 32769.

Ciag (ay) jestdlan > 1 okreslony wzorem a,, = — T ! T T

logy(n+1) ' logz(n+1) = loga(n+1) Feod logzp18(n+1)
Uzasadnij, ze a,, = log,g1g1(n + 1) ioblicza; + a, + az + -+ azp17-

Ciag geometryczny (a,,) ma 16 wyrazéw i wszystkie te wyrazy sg dodatnie. Suma wszystkich wyrazéw o
numerach parzystych jest 16 razy mniejsza od sumy wszystkich wyrazéw o numerach nieparzystych.
Ponadto spetniona jest réwnos¢log, a; + log, a, + log, az + ---log, a;¢ = 32.Oblicza,.

Suma pierwszych dwéch wyrazéw pewnego monotonicznego, nieskorczonego ciggu

.5 . , . . . 4
geometrycznego wynosi 7 a suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest réwna 3 Wyznacz

zbidr liczb naturalnych n > 1, dla ktérych spetniona jest nieréwnosé |S — S, | > To1

Ciag (a,) o wyrazach dodatnich jest okreslony wzorem rekurencyjnym
a, =3
{log3 An+q1 = logsa, +1dlan = 1.
logz an+1

Wykaz, ze lim ———= =1
n-ooo logzap

W nieskoriczonym ciggu arytmetycznym (a,,), okreslonym dlan > 1, suma jedenastu
poczatkowych wyrazdw tego ciggu jest réwna 187. Srednia arytmetyczna pierwszego,
trzeciego i dziewigtego wyrazu tego ciggu jest rowna 12. Wyrazy a4, as, a, ciagu (a,) tworza
nowy cigg — trzywyrazowy cigg geometryczny. Oblicz k.

Wyznacz wzér ogdlny nieskonczonego ciggu geometrycznego, jesli suma jego wyrazéw jest
. 16 _ L . 256

rowna —, a suma kwadratéw jego wyrazow jest rdwna TR

pn?+3n+p

—————— jest
(p-Dn2+pn-p

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych granica ciggu a,, =

liczba mniejsza od p.

Wszystkie wyrazy nieskoriczonego ciggu geometrycznego (a,,), okreslonego dlan > 1, s
az+astag..tazp+--

dodatnie oraz spetniony jest warunek = 10. Wyznacz iloraz tego ciggu.

astagt+aq..tasy+--

Czterowyrazowy ciag (a, b, ¢, d) jest rosnacy i arytmetyczny. Kwadrat najwiekszego wyrazu
tego ciaggu jest réwny podwojonej sumie kwadratéw pozostatych wyrazéw tego ciggu.
Ponadto cigg (a + 100, b, ¢) jest geometryczny. Oblicz wyrazy ciggu (a, b, ¢, d).

(0-5) CKE, X.22



26.

27.

28.

29.

30.

Dany jest rosngcy cigg arytmetyczny (a,) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Ciag (a,-a,, a, a;, a;-a,;) jest geometryczny i ma wyrazy rozne od zera.

(0-6) CKE, 111.22

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,,), okreslony dla kazdej liczby naturainej n > 1.
Suma trzech poczgtkowych wyrazoéw ciggu (a,,) jestréwna 7, asuma S wszystkich
wyrazow tego ciggu jest rowna 8.

Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktérych spetniona jest nieréwnosé¢

‘S -5,
Sn

< 0,001
gdzie S, oznacza sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).

(0-4) CKE, V.22
Ciag (a,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1, jest geometryczny i ma wszystkie

wyrazy dodatnie. Ponadto a, = 675 i a,, = %azg, + %am.

Cigg (b,,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1, jest arytmetyczny.

Suma wszystkich wyrazoéw ciggu (a,,) jest rowna sumie dwudziestu pieciu poczatkowych
kolejnych wyrazéw ciggu (b,,). Ponadto a; = b,. Oblicz b,.

(0-4) CKE, VI.22

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1,
ktérego iloraz g jest rowny pierwszemu wyrazowi i spetnia warunek |g| < 1.

Stosunek sumy Sy wszystkich wyrazow tego ciggu o numerach nieparzystych do sumy S,
wszystkich wyrazéw tego ciggu o numerach parzystych jest rowny roznicy tych sum,

S
tj. % = Sy — Sp . Oblicz q.

(0-4) materiaty CKE
W nieskonczonym malejgcym ciggu geometrycznym  (a,,), okreslonym dla n > 1, jest
spetniony warunek
as+a; 29
a; 25
Suma wszystkich wyrazéw tego ciggu o numerach parzystych jest rowna 6.

Wyznacz wzoér na n-ty wyraz ciaqgu (a,,).

(0-3) materiaty CKE
Ciag (a,,) jest okreslony wzorem

p+1 N 2n + 2
n+1)(n+2) (n+2)(n+3)

anz(n+5)2-( ) dla n>1.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych granica ciagu jest rowna 12.



10. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa
1. lle dzielnikdw ma liczba 1728?

2. lle jest kostek domina w jednym komplecie? ( Na kostkach mamy wszystkie mozliwe uktady:
od 0,0 do 6,6; kazdy z nich wystepuje raz.)

3. lle jest permutacji elementéw zbioru {4,B,C,D,E,F,G,H}:
a) ktdre zaczynajg sie na AB
b) ktdre konczg sie na FGH
c) ktdre zaczynajg sie na AB i konczg na FGH
d) ktore zaczynajg sie na AB lub konczg na FGH
e) w ktorych E i F stojg obok siebie
f)  w ktdrych A wystepuje wczesniej niz C?

4. Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych, takich ze iloczyn wszystkich ich cyfr w
zapisie dziesietnym jest rowny 28.

5. Rozdzielamy 10 jednakowych cukierkéw miedzy troje dzieci. Na ile sposobdw mozemy to
zrobié, jesli:
a) dopuszczamy wszystkie podziaty, rowniez te skrajnie niesprawiedliwe;
b) kazde dziecko ma dostac¢ przynajmniej jeden cukierek?

6. a) llejest liczb 12-cyfrowych o sumie cyfr réwnej 5?
b) lle jest liczb 10-cyfrowych o sumie cyfr rownej 13, jesli zadna z cyfr nie jest zerem?

7. Zcyfr0,1,2 tworzymy pieciocyfrowe liczby catkowite dodatnie podzielne przez 15. Oblicz, ile
mozemy utworzy¢ takich liczb.

8. lle réznych liczb 9-cyfrowych mozemy utworzy¢ z cyfr:
a) 2,2,2,3,3,7,7,7,7 b) 0,0,0,3,3,7,7,7,7?

9. Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesieciocyfrowe, w zapisie ktérych moga
wystepowac wytgcznie cyfry 1,2,3, przy czym cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy.
Uzasadnij, ze takich liczb jest 15 360.

10. lle jest liczb 7-cyfrowych, w ktoérych zapisie:
a) wystepuje przynajmniej jedno 0
b) nie wystepuje 6
c) cyfratysiecy jest wieksza od cyfry dziesigtek?

11. Z talii 52 kart losujemy 6. Na ile sposobéw mozemy otrzymac:
a) 5kierow i pika
b) 3 piki, 1 kiera i dwie inne karty
c) co najmniej 4 kiery
d) co najwyzej1 asa?

12. Naile sposobéw mozna zbidr ztozony z 12 elementdéw podzieli¢ na 6 roztgcznych podzbioréow
2-elementowych?
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Na prostej k wybieramy 5 punktow, a na prostej [, rownolegtej do k, 8 punktow. lle
tréjkatéw o wierzchotkach w tych punktach mozna utworzy¢?

Na ptaszczyznie rysujemy 10 prostych parami réwnolegtych 7 prostych do nich prostopadtych.
lle powstanie prostokatéw?

Dany jest tréjkat ABC. Bok AC dzielimy na 6 czesci i punkty podziatu tgczymy odcinkami z
wierzchotkiem B. Bok AB dzielimy na 8 czesci i punkty podziatu tgczymy odcinkami z
wierzchotkiem C. lle tréjkatéw zostanie utworzonych?

Dany jest czworokat wypukty KLMN. Na bokach KL, LM, MN, NL wybieramy kolejno

3, 4,56 punktdw réznych od wierzchotkéw czworokata. Oblicz ile mozna utworzy¢ tréjkatow
o wierzchotkach w zbiorze tych 22 punktéw (4 wierzchotki czworokata i 18 dodanych
punktéw).

Z liczb o$mioelementowego zbioru {1,2,3,4,5,6,7,9} tworzymy o$miowyrazowy ciag, ktérego
wyrazy nie powtarzajg sie. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze
zadne dwie liczby parzyste nie sg sgsiednimi wyrazami utworzonego ciggu. Wynik zapisz w
postaci utamka nieskracalnego.

6 0s6b wsiadto do windy na parterze budynku 12-pietrowego. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia polegajgcego na tym, ze przynajmniej 2 osoby wysigdg na tym samym pietrze.

(W innej redakcji: oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrdd losowo wybranych 6 osdb znajdg sie
przynajmniej dwie, ktére obchodzg urodziny w tym samym miesigcu.)

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w trzech rzutach symetryczng szescienng kostka do gry
suma kwadratdéw liczb uzyskanych oczek bedzie podzielna przez 3.

W pudetku znajduje sie 8 piteczek oznaczonych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do 8.
Losujemy jedng piteczke, zapisujemy liczbe na niej wystepujacg, a nastepnie zwracamy
piteczke do urny. Te procedure powtarzamy jeszcze dwa razy i w ten sposdb otrzymujemy
zapisane trzy liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania takich piteczek, ze iloczyn
trzech zapisanych liczb jest podzielny przez 4. Wynik podaj w postaci utamka zwyktego.

Z urny, w ktoérej umieszczono jedenascie kul oznaczonych liczbami od 1 do 11, losujemy n razy
po jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloczyn liczb na
wylosowanych kulach jest podzielny przez 22.

Niech A i B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wiadomo, ze P(AN B') = %,
P(ANB) =ZiP(AUB) = — Oblicz P(A) i P(B).

Niech A i B bedg zdarzeniami losowymi takimi, ze P(B) = P(B") i P(A|B) + P(A|B’) = %’

Oblicz P(A4).

A,Bc QorazP(AUB) = 0.9, P(A—B) =0.3iP(ANB) = 0.4. Oblicz P(B), P(A) oraz
P(A|B).

Ze zbioru {1,2,3, ....,2n — 1, 2n} losujemy dwukrotnie ze zwracaniem jedna liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloraz pierwszej z wylosowanych liczb przez drugg liczbe
nalezy do przedziatu (1, 2).
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37.

Rzucamy parg symetrycznych szesciennych kostek do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze iloczyn liczb oczek otrzymanych na obu kostkach bedzie liczbg nieparzystg pod warunkiem,
ze na kazdej kostce wypadnie inna liczba oczek.

Ze zbioru funkgji f(x) = ax? + c, gdzie a i ¢ sg liczbami catkowitymi z przedziatu (—10, 5),
losujemy jedng funkcje. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania funkcji, ktdra ma miejsce
zerowe. Wynik podaj w postaci utamka nieskracalnego.

Wybieramy losowo jedna z liczb ze zbioru {1, 2, 3} i gdy otrzymamy liczbe n, to rzucamy n razy
symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orfa.
Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

W jednej urnie jest 6 biatych i 6 czarnych kul, w dwéch kolejnych urnach — po 4 czarne i 8
biatych, a w trzech pozostatych po 3 biate i 9 czarnych kul. Wybrano losowo jedng urne, a z niej
jedng kule. Wylosowana kula okazata sie czarna. Oblicz prawdopodobienistwo, ze pochodzi ona
z urny zawierajgcej 9 kul czarnych.

Niech A € Qi B c Q beda zdarzeniami niezaleznymi. Wykaz, ze je$li P(AU B) = 1, to jedno z
tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym, tj. P(4) = 1lub P(B) = 1.

Rzucamy cztery razy szescienng kostkg do gry i zapisujemy kolejne wyniki. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze otrzymamy ciag:
a) roznowartosciowy b) rosnacy c) niemalejacy.

Ze zbioru {1, 2, 3, ...,9} losujemy kolejno ze zwracaniem trzy liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze doktadnie dwie sposréd trzech
wylosowanych liczb beda réwne. Wynik zapisz w postaci utamka nieskracalnego.

W pewnej loterii przygotowano 3 losy wygrywajace i n loséw pustych. Wyznacz najwieksza
liczbe n, dla ktdrej prawdopodobienstwo, ze pierwsza osoba kupujgca dwa losy trafi co

najmniej jeden los wygrywajacy, jest wieksze niz %

Sposrdéd wierzchotkow 12-kata foremnego wybieramy losowo trzy. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze tréjkat o tych wierzchotkach bedzie prostokatny.

Z urny, w ktorej jest 8 kul biatych i 10 czarnych, losujemy bez zwracania trzy kule. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wsréd wylosowanych kul bedzie
przynajmniej jedna czarna.

Ustawiamy losowo w ciag liczby 1, 2, ..., 8. Oblicz prawdopodobienstwo, ze iloczyn
dowolnych dwdch sgsiednich liczb bedzie liczbg parzysta.

W partii 50 zarowek pewna ich liczba jest wadliwa. Z tej partii losowo wybiera sie dwie
zarowki. Jesli co najmniej jedna z nich jest wadliwa, partie sie odrzuca. Oblicz, ile co najwyzej



38.

39.

40.

41.

moze by¢ wadliwych zaréwek, aby prawdopodobienstwo odrzucenia partii byto nie wieksze
od 0,04.

Ze zbioru wszystkich liczb szesciocyfrowych wiekszych niz 222000, w ktérych zapisie
dziesiethnym mogg wystapic tylko cyfry ze zbioru {1, 2, 3}, losujemy jedng liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu liczby, w ktérej zapisie
kazde dwie sgsiednie liczby rdznig sie o 1.

(0-5) Operon XI.22

Badajac tzw. site kietkowania nasion wysiewa sie pewng ich liczbe i oblicza, jaki procent
ziaren wykietkowat. Przeprowadzono badania sity kietkowania pewnego rodzaju nasion.
Wyniki tych badan zamieszczono w tabeli.

Liczba wysianych nasion 100 100 150 200 200 250

Liczba nasion, ktore wykietkowaty 60 66 92 110 106 166

Oblicz na podstawie tabeli site kietkowania tych nasion. Nastepnie oblicz, ile najmniej tego
typu nasion trzeba wysiaé, aby z prawdopodobienstwem wiekszym od 0,99 mozna byto
stwierdzi¢, ze przynajmniej jedno z nich wykietkuje.

(0-3) Operon XI.22

Uczen zatozyt, ze w poniedziatek, wtorek i sSrode rozwigze tgcznie 10 zadan, przy czym
kazdego dnia wykona przynajmniej jedno zadanie. Nastepnie zapisat na oddzielnych kartkach
wszystkie mozliwosci przypisania dniom konkretnych liczb zadan. Oblicz, ile takich kartek
powstato.

(0-4) CKE 111.22
Egzamin sktada sie z 15 zadan zamknietych. Do kazdego zadania podano cztery
odpowiedzi, z ktorych tylko jedna okazuje sie poprawna. Zdajgcy zalicza egzamin, jesli

udzieli poprawnych odpowiedzi w co najmniej 11 zadaniach. Pewien student przystgpit

nieprzygotowany do egzaminu i w kazdym zadaniu wybierat losowo odpowiedz.
Przyjmij, ze w kazdym zadaniu wybor kazdej z odpowiedzi przez studenta jest réwno
prawdopodaobny.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze ten student zaliczyt egzamin.
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11. Analiza

Punkt P = (10, 2429) lezy na paraboli o réwnaniu y = 2x2 + x + 2219. Prosta o réwnaniu
y = ax + b jest styczng do tej paraboli w punkcie P. Oblicz wspotczynnik b.

Funkcja f jest okreélona wzorem f(x) = x3 — 2x2 + 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkgji f, ktore sa réwnolegte do prostej o
rownaniuy = 4x.

Styczna do paraboli o réwnaniu y = V3x2—1w punkcie P = (xg,y,) jest nachylona do osi
0X pod katem 30°. Oblicz wspétrzedne punktu P.

. . _ 3x-1
Oblicz pochodng funkgcji f(x) = e
Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) = zii .

Niech P bedzie punktem lezgcym na hiperboliy = % . Wykaz, ze pole trojkata utworzonego

przez styczng do tej krzywej w punkcie P oraz osie uktadu wspétrzednych nie zalezy od
wyboru punktu P.

Wielomian trzeciego stopnia W (x) ma parami rézne pierwiastki x, x, i x3. Wykaz, ze
1 1 1
Wix)  Wilxp)  Wixs)

Dana jest funkcja f(x) = x2 + 2x + 4. Do wykresu tej funkcji poprowadzono styczne w
punktach A = (0,4) i B = (—3,7) przecinajace sie w punkcie C. Oblicz pole tréjkata ABC.

Wyznacz réwnania wszystkich prostych, ktdre sg jednoczesnie styczne do okregu o réwnaniu

x% + (y + 6)? = 8 do paraboli o réwnaniu y = ixz - 1.

Wyznacz réwnania wszystkich prostych, ktére sg jednoczeénie styczne do krzywych y = x2

5
orazy = —x% + 4x — >
in3
.z s . . sin°x+4
Wyznacz zbidr wartosci funkcji f (x) = — .
sinx+2
Oblicz granice funkcji:
3 2
. x>—-8 . x+5 . V2x+1-3 . 3x“-3
a) lim——; b) lim =—; c) lim ; d) lim .
x—>2 x2=7x+10 x—>—3—Xx%2-9 x—4 3x—12 xo—1+ x3-3x-2

Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji f(x) = Vx2 + 1 — x.

a b
<—=—.
a3+2  b3+2

Wykaz, ze je$lia > b > 1, to

Wyznacz kat, pod jakim przecinaja sie styczne do wykreséw funkcjiy = x2iy = Vx
poprowadzone w punktach wspélnych tych wykresow.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x3 — 3x + 2 = m ma dwa
pierwiastki ujemne i jeden dodatni.



17. Wykaz, ze jesli liczba x, jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (x), to x, jest rowniez
pierwiastkiem jego pochodnej W'(x).

18. (0-4) CKE X.22

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* — 2x® + x? — 1 dla kazdej liczby
rzeczywistej x € [—1,3].

Wyznacz zbiér wartosci funkcji f.

19. (0-3) CKE IIl.22

x%+43

Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = poc|

dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P = (—3,—3).

Zapisz obliczenia.
20. (0-4) Materiaty CKE

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x*+ 0,5 (2x + 1)* dla kazdego x € R.

Oblicz najmniejsza wartosc¢ tej funkcji.



12. Optymalizacja

Na paraboliy = 9 — x2 obrano punkt 4 o obu wspétrzednych dodatnich. Punkt B jest
obrazem punktu A w symetrii wzgledem osi OY, zas punkty C i D s3g rzutami odpowiednio
punktow B i A na 0§ 0X. Wyznacz wspotrzedne punktu A tak, aby pole prostokata ABCD
byto najwieksze.

Pewien zakfad otrzymat zamdwienie na wykonanie prostopadtosciennego zbiornika
(catkowicie otwartego od goéry) o pojemnosci 144 m3. Dno zbiornika ma by¢ kwadratem.
Zaden z wymiaréw zbiornika (krawedzi prostopadtoscianu) nie moze przekraczaé 9 metréow.
Catkowity koszt wykonania zbiornika ustalono w nastepujgcy sposéb:

-100 zt za 1 m? dna

-75 zt za 1 m? éciany boczne;j.

Oblicz wymiary zbiornika, dla ktérego tak ustalony koszt wykonania bedzie najmniejszy.

Dany jest punkt A = (a, b) lezgcy na paraboliy = f(x) = x2, dla ktérego 1 < a < 2. Punkt
B jest punktem przeciecia stycznej do wykresu funkcji f w punkcie A4 z osig 0X, C = (2,0),
za$ D jest punktem przeciecia prostej x = 2 ze styczng. Dla jakiego punktu A pole tréjkata
BCD jest najwieksze, a dla jakiego punktu A pole to jest najmniejsze?

Wykaz, ze wsrdd tréjkatdw réwnoramiennych opisanych na okregu o danym promieniu r
najmniejsze pole ma trdjkat réwnoboczny.

Dane sg parabolay = x? + 6x + 11 i prostay = x + 1. Rozwazamy wszystkie odcinki AB
takie, ze punkt A lezy na danej paraboli, a punkt B na danej prostej. Oblicz dtugosé
najkrétszego z odcinkdw AB i dla tego odcinka wyznacz wspotrzedne jego konca lezgcego na
paraboli.

Dane sg punkty A = (0,2) i B = (9,4). Na osi OX wyznacz:
a) taki punkt P, aby suma jego odlegtosci od danych punktéw byta najmniejsza
b) taki punkt Q, aby suma kwadratow jego odlegtosci od danych punktéw byta najmniejsza.

Dtuzsza podstawa trapezu wpisanego w okrag o promieniu R jest Srednica tego okregu. Dla
jakiej dtugosci krdtszej podstawy trapezu jego pole bedzie najwieksze?

Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidtowe tréjkatne o objetosci V = 2. Wyznacz
dtugosci krawedzi tego z rozwazanych graniastostupdw, ktérego pole powierzchni catkowitej
jest najmniejsze. Oblicz to najmniejsze pole.

Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne, w ktére mozna wpisa¢ okrag, spetniajgce
warunek: suma dtugosci dtuzszej podstawy a i wysokosci trapezu jest réwna 2.
a) Woyznacz wszystkie wartosci a, dla ktdrych istnieje trapez o podanych wtasnosciach.

b) Wykaz, ze obwdd L takiego trapezu, jako funkcja dtugosci a dtuzszej podstawy trapezu,
4a%-8a+8

—Q

c) Oblicz tangens kata ostrego tego sposréd rozpatrywanych trapezow, ktorego obwadd jest

najmniejszy.

wyraza sie wzorem L(a) =



10. Prosta o réwnaniu y = a?x + 3a przecina hiperbole o réwnaniu y = %W dwodch punktach
A i B. Wyraz dtugos$é odcinka AB w zaleznosci od parametru a < 0. Wyznacz réwnanie
prostej, ktéra przecina opisang w zadaniu hiperbole tak, aby dtugos¢ odcinka AB byta
najmniejsza.

11. Przedstaw liczbe 20 w postaci sumy dwdch sktadnikdw dodatnich, takich ze suma kwadratu
pierwszego z nich i szescianu drugiego byta najmniejsza.

12. Punkt P = (x,x? + 2) lezy wewnatrz kata wypuktego ABC, gdzie A = (0,6), B = (2,0),
C = (4,12). Niech f oznacza sume kwadratéw odlegtosci punktu P od kazdego z trzech
punktéw 4, B, C.

a) Wykaz, ze f — jako funkcja zmiennej x, czyli pierwszej wspotrzednej punktu P — jest
okreélona wzorem f(x) = 3x* — 21x? — 12x + 140.

b) Wyznacz dziedzine funkcji f.

c) Wyznacz wspotrzedne takiego punktu P, dla ktérego funkcja f osigga wartos¢
najmniejsza.

13. Sposréd trapezéw réwnoramiennych, w ktorych dtugosci ramion i krétszej podstawy sg
rowne 4, wybieramy ten, ktéry ma najwieksze pole. Oblicz jakg dtugo$¢ ma diuzsza podstawa
tego trapezu.

14. W poétkole o promieniu r wpisano prostokat o najwiekszym polu. Oblicz cosinus kata
rozwartego miedzy przekatnymi tego prostokata.

15. Przez punkt P = (1,9) poprowadzono prostg o wspdtczynniku kierunkowym ujemnym tak,
ze suma dtugosci odcinkéw, ktdre ta prosta odcieta na osiach uktadu wspétrzednych, jest
najmniejsza. Wyznacz réwnanie tej prostej.

16. Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego, w ktérym jedna z przyprostokatnych ma dtugosc 2 i dla
ktorego stosunek pola kota opisanego na tym tréjkacie do pola tego tréjkata jest najmniejszy.

17. Pudetko ma ksztatt graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego. Wyznacz dtugos¢ krawedzi
podstawy, przy ktdrej pole powierzchni pudetka jest najmniejsze, jesli jego objetos¢ jest
réwna 36 cm3.

18. (0-4) CKE X.22

Ciezarbwka ma do pokonania trase dtugosci S km, poruszajgc sie po autostradzie ze statg
predkoscia v km/h. Minimalna predkos¢ dla ciezaréwek na autostradzie wynosi 40 km/h,
maksymalna — 80 km/h. Wiemy, ze litr paliwa kosztuje 8 ztotych, a kierowca otrzymuje
42 zilote za godzine swej pracy. Zuzycie paliwa w ciggu jednej godziny jazdy autostradg

2
w zaleznosci od predkosci v wyrazone w litrach mozna opisa¢ funkcjg f(v) =7 + %.
Oblicz, przy jakiej predkosci koszt przejazdu bedzie najmniejszy. Zapisz obliczenia.

Wskazowka: przyjmij, Zze koszt przejazdu jest sumg kosztu paliwa oraz wynagrodzenia
kierowcy.

19. (0-6) CKE X.22



Grazyna planuje zrobienie pudetka (bez wieczka) w ksztalcie prostopadtoscianu. W tym celu
zamierza wykorzystaé prostokatny kawatek tektury o wymiarach 10 cm X 16 cm, odcinajac
Z kazdego rogu kwadrat o boku x cm (zobacz rysunek).

Ix

A

10 cm

A
v

16 cm

Oblicz wartos¢ x, dla ktérej objetos¢ otrzymanego pudetka bedzie najwieksza. Oblicz
te najwiekszg objetos¢ pudetka. Zapisz obliczenia.

20. (0-6) CKE X.22

Dany jest okrag o promieniu R. Rozwazamy wszystkie trojkaty spetniajace warunki:
e s3 wpisane w ten okrag

¢ majg obwody rowne 3R

¢ majg jeden z bokéw dwukrotnie dtuzszy od drugiego.

Znajdz trojkat o mozliwie najwiekszym polu przy zadanych warunkach. Oblicz jego
pole. Zapisz obliczenia.

26. (0-4) Materiaty CKE

Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia
ciezkiej kamiennej kuli na szczyt pewnej gory.

W chwili ¢t =0 znajduje sie on w punkcie O
oddalonym od szczytu o 4 km, a potozenie x
Syzyfa wtaczajgcego kule jest opisane rownaniem

x(t) = —t3 + 16,5t? + 180t dla t € [0,24]

gdzie x jest wyrazone w metrach, a t —
w godzinach.

Os Ox jest skierowana do wierzchotka gory i jest styczna w kazdym punkcie do zbocza gory.

Oblicz najmniejszg odlegtos¢, na jakga Syzyf zblizy sie do wierzchotka géry, oraz
maksymalng predkosé, z jakg wtacza kamien pod goére.

21. (0-6) Materiaty CKE



Cztery miasta A, B, C i D znajdujg sie w wierzchotkach kwadratu o boku 300 km. Pewna
firma dostata zlecenie na zaprojektowanie sieci drog, ktéra bedzie tgczy¢ kazde dwa z tych
miast. Sie¢ ma posiadaé dwa wezly, a fgczna diugosé drég w sieci ma byé mozliwie
najmniejsza. (Przyktad sieci drog z dwoma weziami, tgczace] kazde dwa z miast,
przedstawiono na ponizszym rysunku).

D

300 km

Oblicz, jaka musi by¢ dlugos¢ najkrotszej takiej sieci drog i gdzie muszg byc¢
zlokalizowane wezly tej sieci.



10.

11.

13. Stereometria

Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawed? boczna DS jest wysokoscig
ostrostupa, a jej dtugos¢ jest dwa razy wieksza od dtugosci krawedzi podstawy. Oblicz sinus
kata miedzy scianami bocznymi ABS i CBS tego ostrostupa.

Podstawa ostrostupa ABCS jest tréjkat rownoramienny ABC, w ktérym AC = BC = 39,
AB = 30 i spodek wysokosci ostrostupa nalezy do jego podstawy. Kazda wysokosé sciany
bocznej poprowadzona z wierzchotka S ma dtugosc 26. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

Przekrdj ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABCS ptaszczyzng przechodzacg przez
wierzchotek S i wysokosci dwdch $cian bocznych jest trojkgtem réwnobocznym. Krawedz

boczna tego ostrostupa ma dtugosé 43£. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wszystkie krawedzie majg te sama dtugosc.
Odlegtosc¢ srodka podstawy od $ciany bocznej jest rowna 1. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny. Kat a jest katem miedzy sgsiednimi krawedziami

bocznymi, a kat § — katem miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi tego ostrostupa. Wykaz, ze
cosa

cosf = cosa+1’

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugoéé a. Sciany boczne s3
tréjkatami ostrokgtnymi. Miara kata miedzy scianami bocznymi jest réwna 2a. Wyznacz
objetosc tego ostrostupa.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokgtny ABCDS o podstawie ABCD. W trdjkacie
rownoramiennym ASC stosunek dtugosci podstawy do dtugosci ramienia jest rowny 6: 5.
Oblicz sinus kata nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.

Dany jest szescian ABCDA'B'C'D' o krawedzi dtugosci 2. Oblicz pole przekroju tego szescianu
ptaszczyzng przechodzacy przez wierzchotki A, D' i $rodek krawedzi BC.

Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat o bokach dtugosci |[AB| = 32 |BC| = 18. Sciany
boczne ABS i CDS sa tréjkatami przystajgcymi i kazda z nich jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy ostrostupa pod katem «a. Sciany boczne BCS i ADS sg tréjkatami przystajacymi i
kazda z nich jest nachylona do ptaszczyzny podstawy ostrostupa pod katem . Miary katow

a i f spetniajg warunek a + 8 = 90°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest tréjkatem rownoramiennym o ramionach AB i AC
dtugosci 4 i kacie miedzy nimi 30°. Punkt E — $Srodek krawedzi AB — jest spodkiem wysokosci
tego ostrostupa, a krawedz boczna CS tworzy z podstawg kat 60°. Ostrostup przecieto
ptaszczyzng przechodzacg przez krawedz AB i majacy z przeciwlegty krawedzig boczng CS
wspalny punkt D. Oblicz pole otrzymanego przekroju wiedzac, ze z podstawg tworzy on kat
75°. Podaj doktadny wynik obliczen.

Ostrostup prawidtowy szesciokatny o krawedzi podstawy a przecieto ptaszczyzng przechodzaca
przez wierzchotek tego ostrostupa i krétszg przekatng jego podstawy. Cosinus kata a

zawartego miedzy ptaszczyzng przekroju a ptaszczyzng podstawy jest réwny ? Oblicz pole

powierzchni catkowitej tego ostrostupa.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

W ostrostupie ABCDS podstawg jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna DS jest wysokoscig tego
ostrostupa, a jej dtugosé jest réwna dtugosci krawedzi podstawy. Punkty E i F sg odpowiednio
Srodkami krawedzi AD i CD. Ptaszczyzna przechodzgca przez punkty E i F oraz prostopadta do
krawedzi bocznej BS przecina te krawedzZ w punkcie G. Oblicz miare kata EGF.

W graniastostupie prawidtowym szesciokgtnym krawedz podstawy ma dtugosc 4 cm. Przez
dtuzsza przekatna podstawy przechodzi ptaszczyzna, ktéra przecina $ciane boczng réwnolegta
do tej przekatnej. Pole przekroju graniastostupa tg ptaszczyzng wynosi 24 cm?. Wyznacz miare
kata nachylenia ptaszczyzny przekroju do ptaszczyzny podstawy.

Wykaz, ze w dowolnym czworoscianie cztery srodkowe przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry
dzieli je w stosunku 3: 1. (Srodkowa w czworoécianie nazywamy odcinek taczacy jego
wierzchotek ze sSrodkiem przeciwlegtej Sciany)

W czworoscianie ABCD katy ptaskie przy wierzchotku D sg proste. Niech Syy; 0znacza pole
tréjkata XYZ. Wykaz, ze S2gc = S2gp + Sacp + Sicp-

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwna 12+/3, a pole powierzchni
bocznej tego graniastostupa jest rdwne 36. Oblicz sinus kata, jaki tworzy przekatna sciany
bocznej z sgsiednig Sciang boczna.

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugosé 4, a wysokos¢ jest
rowna 6. Oblicz sinus kata miedzy przekatnymi scian bocznych wychodzgcymi z jednego
wierzchotka.

Tréjkat ABC jest podstawgq prawidtowego ostrostupa ABCS, ktérego krawedz boczna ma

dtugosc¢ 10. Punkt D jest srodkiem wysokosci SO ostrostupa oraz AD = 2+/13. Oblicz objetosé¢
tego ostrostupa.

Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat réwnoramienny o podstawie AB = b i kacie @ miedzy
ramionami. Krawedz CD jest wysokoscig ostrostupa, a kat nachylenia sciany ABD do podstawy
ostrostupa jest réowny . Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku dtugoéci 25. Sciany boczne ABS i BCS maja
takie same pola, kazde réwne 250. Sciany boczne ADS i CDS maja takie same pola, kazde
rowne 187,5. Krawedzie AS i CS majg réwne dtugosci. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Podstawag ostrostupa ABCS jest tréjkat rownoramienny ABC. Krawedz AS jest wysokoscig
ostrostupa oraz AS = 8v210, BS = 118, CS = 131. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(0-6) CKE arkusz pokazowy 111.2022

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD i polu
powierzchni bocznej rownym P. Kgt miedzy wysokosciami sgsiednich scian bocznych
poprowadzonych z wierzchotka S ma miare 2a.

Objetos¢ tego ostrostupa jest rowna \/k « P3 - sina - cos(2a) , gdzie k jest stalym
wspotczynnikiem liczbowym.

Oblicz wspétczynnik k.



23.(0-5) CKE V.22

Dany jest graniastostup prosty ABCDEFGH o podstawie prostokatnej ABCD. Przekatne

AH i AF $&cian bocznych tworzg kat ostry o mierze a takiej, ze sina = % (zobacz

rysunek). Pole trojkata AFH jest rowne 26,4. G

Oblicz wysokos¢ h tego graniastostupa.

24. (0-5) CKE VI.22

Podstawg graniastostupa prostego ABCDA,B,C, D, jest trapez rownoramienny ABCD
wpisany w okrag o srodku O i promieniu R. Dluzsza podstawa AB trapezu jest Srednica
tego okregu, a krotsza — cieciwg odpowiadajgcg katowi sSrodkowemu o mierze 2a (zobacz
rysunek). Przekatna Sciany bocznej zawierajgcej ramie trapezu jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod kagtem o mierze «. Wyznacz objetosc¢ tego graniastostupa jako
funkcje promienia R i miary kata «.

25. (0-5) Informator CKE

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDE punkt O jest $rodkiem symetrii podstawy
ostrostupa. Stosunek obwodu podstawy ABCD do sumy diugosci wszystkich krawedzi

ostrostupa jest rowny 1:5. Przez przekatng AC podstawy i srodek S krawedzi bocznej BE
poprowadzono ptaszczyzne.

Oblicz stosunek pola otrzymanego przekroju do pola podstawy ostrostupa oraz miare
kata BSO (w zaokragleniu do 1°).




26. (0-3) Informator CKE

Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci a. Punkt P jest srodkiem krawedzi CG
tego szescianu (zobacz rysunek ponizej).

H G
E F |PG|= |PC|
P
D C
A a B

Oblicz odlegtos¢ wierzchotka C od ptaszczyzny zawierajacej punkty B, D oraz P.

27. (0-6) Nowa Era 2021

Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD o boku dlugoéci 24/2. Krawedz boczna DS jest
wysokoscig tego ostrostupa, a jej dtugosc jest rowna 8. Ostrostup przecigto plaszczyzng przechodzaca
przez punkty: K, L i N, ktére s3 odpowiednio srodkami krawedzi: AB, BCi DS. Otrzymany w ten sposob
przekrdj to pieciokat KLMNP (jak na rysunku). Przekatna PM tego pieciokata oraz odcinek TN, faczacy
wierzcholek N ze §rodkiem przeciwleglego boku KL, przecinajg si¢ w punkcie R.

S

Oblicz odleglos¢ punktu R od przekatnej BD podstawy ostrostupa.



10.

11.

12.

14. Wartos$¢ bezwzgledna
x+my=1

Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem uktadu rownan {Zx —y=m

jest para liczb

(x,y) spetniajgca nieréownosé |x — y| < 1?

Dana jest funkcja f(x) = |x + 4| — |x — 2|, gdzie x € R. Naszkicuj jej wykres i na tej
podstawie okre$l liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Naszkicuj wykres funkcji y = f(x). Na tej podstawie okresl liczbe rozwigzan réwnania
f(x) = m w zaleznosci od parametru m, jesli:
a) f(x)=12*—4|dlaxeR; b) f(x)=sinx + 2|sinx| dlax € (0, 2m).

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania (x —2) - (2 + 2x + Exz = m w zaleznosci od wartosci

parametru m.

Zaznacz w uktadzie wspétrzednych zbidr wszystkich punktéow, ktérych wspétrzedne x, y
spetniajg nieréwnos¢ log:(|y| — 1) = x.
2

Rozwigz nieréownos¢ |2x + 4| + [x — 1] < 6.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = % —

x # —2. Wyznacz zbiér wartosci tej funkcji.

x + 3|x — 1] dla kazdej liczby rzeczywistej

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ||x| — 2 + a| = 3 ma doktadnie trzy pierwiastki?

- . 3- - . . .
Naszkicuj wykres funkgcji f(x) = |ﬁ| Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

f(x) = m ma jedno rozwigzanie.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie
|x —a®| + |x — 4| = |4 — a?|

ma co najmniej 13 rozwigzan catkowitych.

Rozwiaz nieréwnos¢ |2x — 5| — |x + 4| < 2 — 2x.

Wyznacz najmniejszg liczbe catkowita spetniajaca nieréwnosc

Vx?2—8x+16 —3x < |2x — 4.

13. (0-4) Materiaty CKE

Narysuj wykres funkcji f(x) =

[x2-9|
3—x°

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie f(x) = m nie ma
rozwigzania. Zapisz obliczenia.

14. (0-3) Materiaty CKE

Rozwiaz nieréwnosé 2x2% + x|2x — 1| < 3.

15. (0-3) CKE V.2022



Rozwigz rownanie:
|x — 3| = 2x + 11

16. (0-6) Informator CKE

Dany jest uktad rownan

— m?2
{mx+y—m (1)

4x + my =8
Z niewiadomymi x i y oraz parametrem m.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych uklad jest oznaczony, a para
liczb (x,y) bedaca rozwigzaniem ukiadu spetnia warunek |x + y| < 2.



15. Potegi i logarytmy

1. (0-3) CKE arkusz pokazowy 111.2022

Dane sg liczby a = log, 3 oraz b = log; 7.

Wyraz log, 49 za pomocay liczb a oraz b.
2. (0-3) Informator CKE

_logs6

Dane sg liczby a = (log z2) - log, 25 i b= Togs 8’
5

Oblicz ab*!.

3. Zaznacz w uktadzie wspédtrzednych zbidr par (x, y) spetniajacych réwnanie

loglyl =2 —log; x.

4. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych zbidr wszystkich punktow, ktérych wspdtrzedne x, y spetniaja
nieréwnos¢ logi(|y| — 1) = x.
2

5. Rozwigz nierdwnosc:

a) 4**1-2%%* <96 b) logs(x* +2) —logs(x —2) = 2.

6. Niech m = log,; 7. Wykaz, ze log, 27 = 3a-m)

7. Rozwiaz nieréwnoéé logi(x? — 1) + log1(5 — x) > log1(3x + 3).
3 3 3



