
Matematyka 2 (Wydziaª Architektury)
Lista 2 � funkcje dwóch zmiennych i ich pochodne

1. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedziny funkcji:

z =
3x

2x− 5y
a) z =

arcsin(x2 + y2)

x2 + y2
b)

z = ln

(
x2 + y2 − 4

9− x2 − y2

)
c) z =

1√
arctg(xy)− π

4

d)

z =
1√

1− |x| − |y|
e) z = ln(y −

√
4x− x2)f)

2. Opisa¢ we wspóªrz¦dnych biegunowych zbiory punktów (x, y) speªniaj¡cych poni»sze warun-
ki, a nast¦pnie naszkicowa¢ te obszary. Dla przypomnienia, zwi¡zki mi¦dzy wspóªrz¦dnymi
kartezja«skimi (x, y) a wspóªrz¦dnymi biegunowymi (r, α) s¡ nast¦puj¡ce:

x = r cosα,

y = r sinα,

x2 + y2 = r2,

a interpretacja jest taka r jest odlegªo±ci¡ punktu od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych (w linii
prostej), natomiast α to k¡t mi¦dzy wektorem wodz¡cym punktu a dodatni¡ póªosi¡ OX.

x2 + y2 ≤ 4a) 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9b)

x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0c) x2 + y2 ≤ 4, y ≤ x
√
3d)

x2 + y2 − 2y ≤ 0e) y ≤ x2 + y2 ≤ x, y ≥ 0f)

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1g) (x2 + y2)2 ≤ x2 − y2h)

3. Naszkicowa¢ powierzchnie o zadanych równaniach (czasem warto zapisa¢ te równania z wyko-
rzystaniem wspóªrz¦dnych biegunowych)

z = x2 + y2a) z = x2 − y2b)

z =
√

x2 + y2c) z = 3−
√

x2 + y2d)

x2 + y2 + z2 = 4e) z =
√

4− x2 − y2f)

x2 + y2 = 4g) x2 + y2 = 2yh)

4. Obliczy¢ wszystkie pochodne cz¡stkowe (pierwszego i drugiego rz¦du) poni»szych funkcji. Po-
chodne mieszane obliczy¢ w obu kolejno±ciach i sprawdzi¢, »e faktycznie s¡ równe:

f(x, y) = x4y4a) f(x, y) = x+
x

y
;b)

f(x, y) =
x

x+ y
c) f(x, y) = sin(x2 + y2);d)

f(x, y) = xexy;e) f(x, y) = y ln(xy).f)

5. Wyznaczy¢ wszystkie ekstrema lokalne nast¦puj¡cych funkcji (ustalaj¡c przy tym, które z nich
to maksima, a które to minima):

f(x, y) = x3 + 3xy2 − 51x− 24y;a) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy;b)

f(x, y) = x4 − 2x2 + 4xy + y4 − 2y2;c) f(x, y) =
8

x
+

x

y
+ y, (x, y > 0);d)

f(x, y) = xy2(12− x− y), (x, y > 0);e) f(x, y) = (2x+ y2)ex;f)

f(x, y) = (cos x+cos y)2+(sin x+sin y)2;g) f(x, y) = (5x+ 7y − 25)e−(x2+xy+y2).h)



6. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji f na zbiorze D, je±li:

f(x, y) = 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy, D =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 ≤ y ≤ 4

}
;a)

f(x, y) = x2 + y2, D =
{
(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 2

}
;b)

f(x, y) = xy2 + 4xy − 4x, D =
{
(x, y) ∈ R2 : −3 ≤ x ≤ 3,−3 ≤ y ≤ 0

}
;c)

f(x, y) = x4 + y4, D =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9

}
.d)

7. Jakie równanie ma pªaszczyzna styczna do wykresu z = x2
√

y + 1 w punkcie (1, 3, 2)?

8. Korzystaj¡c z metod rachunku ró»niczkowego, znale¹¢ na pªaszczy¹nie x + 2y − 3z = 6 punkt
poªo»ony najbli»ej pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. A jak mo»na by zrobi¢ to zadanie bez
rachunku ró»niczkowego?

9. W±ród wszystkich prostopadªo±cianów wpisanych w kul¦ o promieniu R znale¹¢ ten, który ma
najwi¦ksz¡ obj¦to±¢.

10. Jakie powinny by¢ wymiary prostopadªo±ciennej otwartej wanny o pojemno±ci V , aby ilo±¢
blachy zu»ytej do jej zrobienia byªa najmniejsza?

11. Prostopadªo±cienny magazyn ma mie¢ kubatur¦ 216 m3. Do budowy ±cian jego ±cian u»yte
zostan¡ pªyty w cenie 30 zª/m2, podªogi b¦d¡ kosztowa¢ 40 zª/m2, a su�t � 20 zª/m2. Jakie
wymiary powinien mie¢ magazyn, aby koszt jego budowy byª najmniejszy?


