
Matematyka 2 (Wydziaª Architektury)
Lista 3 � caªki podwójne

1. Obliczy¢ caªki

∫
f(x, y)dx i

∫
f(x, y)dy dla nast¦puj¡cych funkcji:

f(x, y) = x3y5;a) f(x, y) = xy;b)

f(x, y) = x cos y + y cosx;c) f(x, y) = xyex
2y;d)

2. Narysowa¢ obszary caªkowania i obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki iterowane:∫ 4

1

dx

∫ x2

x

y

x2
dy.a)

∫ 1

0

dy

∫ √y
−√y

xydx;b)

∫ π
4

0

dx

∫ x

0

sin(x+ y)dy;c)

∫ 4

1

dx

∫ 2x

x

x2
√
y − xdy;d)

3. Zapisa¢ caªk¦

∫∫
D

f(x, y)dxdy jako caªk¦ iterowan¡, je±li obszar D jest ograniczony nast¦puj¡-

cymi krzywymi:

x2 + y = 2, y3 = x2;a) x2 − y2 = 1, x2 + y2 = 3 (x ≥ 0).b)

4. Zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania w nast¦puj¡cych caªkach iterowanych:∫ 1

0

dx

∫ x

0

f(x, y)dy;a)

∫ 3

0

dx

∫ 2
3
x

2
9
x2
f(x, y)dy;b)

∫ e

1

dx

∫ lnx

0

f(x, y)dy;c)

∫ π
4

−π
4

dy

∫ tg y

−1
f(x, y)dx.d)

5. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki podwójne (je±li obszar jest podany jako zestaw krzywych, chodzi o
obszar ograniczony tymi krzywymi):

a) ∫∫
D

xy2dxdy, D : y = x, y = 2− x2;

b) ∫∫
D

x2ydxdy, D : y = −2, y =
1

x
, y = −

√
−x;

c) ∫∫
D

(xy + 4x2)dxdy, D : y = x+ 3, y = x2 + 3x+ 3;

d) ∫∫
D

e
x
y dxdy, D : y =

√
x, x = 0, y = 1;

e) ∫∫
D

ex
2

dxdy, D : y = 0, y = 2x, x =
√
ln 3;

f) ∫∫
D

y2exydxdy, D : y = x, x = 1, y = 0;



6. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki iterowane, zamieniaj¡c kolejno±¢ caªkowania.

∫ 2

−2
dy

∫ √4−y2

0

xe(4−x
2)

3
2 dx;

a) ∫ 1

0

dx

∫ 1

x

√
1 +

x

y
dy;

b)

∫ √π
0

dy

∫ √π
y

sinx2dx;

c) ∫ 4

0

dx

∫ x2

0

y3

4−√y
dy;

d)

7. Korzystaj¡c ze wspóªrz¦dnych biegunowych, obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki podwójne:

a) ∫∫
D

xy2dxdy, D =
{
x2 + y2 ≤ 4

}
;

b) ∫∫
D

y2e(x
2+y2)dxdy, D =

{
x2 + y2 ≤ 1, y ≥ x

}
;

c) ∫∫
D

8xy

x2 + y2
ex

2+y2dxdy, D =
{
x2 + y2 ≤ x; y ≥ 0

}
;

d) ∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, D =
{
0 ≤ y ≤ x2 + y2 ≤ x

}
;

e) ∫∫
D

arctg
y

x
dxdy, D =

{
x2 + y2 + 4y < 0, x ≤ 0, y ≤ x

√
3
}
;

8. Naszkicowa¢ �gury ograniczone zadanymi krzywymi oraz obliczy¢ ich pola, korzystaj¡c z faktu,

»e pole powierzchni obszaru D jest równe caªce

∫∫
D

1dxdy.

x2 + y2 = 2, y = 0, y = x
√
x;a) (x2 + y2)2 = 2(x2 − y2);b)

(x2 + y2)2 = 2x3;c) (x2+ y2) = 2x, x2+ y2 = 4x, y = x, y = 0.d)

9. Naszkicowa¢ bryªy ograniczone nast¦puj¡cymi powierzchniami i obliczy¢ ich obj¦to±ci:

z =
√

9− x2 − y2, z = −3 +
√
x2 + y2;a) z = 4− x2 − y2, z = −4 + x2 + y2;b)

z = 0, x2 − 2x+ y2 = 0, z =
√
x2 + y2;c) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 − 2x = 0.d)

10. Obliczy¢ pola powierzchni wyci¦tych:

a) walcem x2 + y2 = 2 z paraboloidy hiperbolicznej z = xy;

b) walcem x2 + y2 = 1 z walca x2 + z2 = 1;

c) walcem x2 + y2 = 2x ze sfery x2 + y2 + z2 = 4;

d) walcem x2 + y2 = 1 ze sto»ka y2 + z2 = x2.



11. Obliczy¢ mas¦ koªa o promieniu R, w którym g¦sto±¢ jest wprost proporcjonalna (ze wspóª-
czynnikiem proporcji γ) do:

a) kwadratu odlegªo±ci od ustalonej ±rednicy;

b) kwadratu odlegªo±ci od ustalonego punktu le»¡cego na brzegu.

12. Obliczy¢ mas¦ kwadratu o boku a, w którym g¦sto±¢ jest wprost proporcjonalna (ze wspóª-
czynnikiem proporcji γ) do:

a) kwadratu odlegªo±ci od ±rodka;

b) odlegªo±ci od ustalonego boku;

c) odlegªo±ci od ustalonej przek¡tnej.

13. Wyznaczy¢ ±rodki masy nast¦puj¡cych �gur jednorodnych:

a) Trójk¡t równoboczny o boku a.

b) Wycinek koªa o promieniu R i k¡cie α.

14. Wyznaczy¢ ±rodek masy póªkola o promieniu R, je±li jego g¦sto±¢ jest wprost proporcjonalna
(ze wspóªczynnikiem γ) do odlegªo±ci od:

a) ±rodka;

b) podstawy.


