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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Struktury algebraiczne

Zbior elementéw X z wprowadzonym dziataniem ® — czyli para (X, ®) — jest
struktura algebraiczna, jesli

V zyeX
z,yeX

Przyklady

P.1 (N,+) jest struktura algebraiczna a (N, —) nie jest struktura algebra-
iczna (2—-5¢ N).

P.2 Mozna rozwazaé bardziej abstrakcyjne dziatania jak na przyklad sktada-
nie funkcji: (fog) () = f(g(x)). Jesli F jest zbiorem funkcji to (F, o)

jest struktura algebraiczna (zlozenie funkcji jest zawsze funkcja).

P.3 Niech P bedzie zbiorem wszystkich permutacji (ustawien) czterech ele-
mentéw {1,2,3,4}. Takich permutacji jest 4! = 1-2-3-4 = 24. Na
pierwszym miejscu mozemy postawié liczbe wybrana na cztery sposoby.
Na drugim miejscu tylko na trzy sposoby (jedna liczba jest juz ustalo-
na). Na trzecim miejscu tylko na dwa sposoby i na czwartym pozostal

jeden sposob. Wszystkich mozliwoéci jest wiec 4-3-2-1 = 24.
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Twierdzenie 1.

Tloé¢ permutacji zbioru n elementowego wymnosi n!

Kazda permutacje g = (pipepsps), YV pi € {1,2,3,4},p; # p; dla
i€{1,2,3,4}

1 2 3 4
i # j, mozemy przedstawi¢ w postaci g = . Ten za-
pP1 p2 P3 P4
pis oznacza, ze w permutacji g jako pierwsza liczbe umiesciliémy p; (jedynce

przyporzadkowalidmy p;), jako druga ps (dwéjce przyporzadkowalismy po) itd.
Niech ® oznacza sktadanie permutacji. Wtedy g ® f jest permutacja wynikta
z kolejnego wykonania najpierw permutacji f a potem g analogicznie do skia-

dania funkcji. Na przyktad

1234 1234 1234

(2431) ® (1423) = ® = = (2143)
2431 1423 2143
1234 1234 1234

(1423) @ (2431) = ® = = (4321)
1423 2431 4321

Jak wida¢ sktadanie permutacji nie jest dzialaniem przemiennym. Podob-
nie sktadanie funkcji nie jest dziatlaniem przemiennym — wystarczy rozwazy¢
przyklad: f(z) = 2%, g () = z + 2. Wtedy (fog) () = f(g(2)) = ¢* (z) =
(242 (g0 f) () =g (f () = f (1) +2 = 2° +2.

Zbiér (P, ®) tworzy strukture algebraiczna.

1.2 Grupy

Grupa jest struktura algebraiczng (X, ®) dla ktérej spelnione sa dodatkowo
trzy warunki:
e zachodzi lacznoéé dzialania: Vv a® (b®c)=(a®b)®c
a,b,ce X

e istnieje element neutralny dzialania: 3 V a®e=e®a=a
eeX aeX

e istnieje element odwrotny dzialania: v 3 a®a '=a'®a=c¢
a€X a-leX

Jedli dziatanie ® jest przemienne tzn. VYV a®b = b®a to grupe nazywamy
a,beX

abelowg lub przemienna.
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Przyktady

P.4 7Zbiér (C,+) jest oczywiscie grupa abelowa, poniewaz dodawanie jest nie
tylko dzialaniem tacznym ale i przemiennym. Elementem neutralnym

dodawania jest 0, elementem odwrotnym do x jest liczba —x.
P.5 (N,+) nie jest grupa.
P.6 (R\{0},-) jest grupa abelowa.

P.7 Zbiér permutacji z dzialaniem skladania (P, ®) jest tzw. grupa permu-

tacji.

Sktadanie permutacji — podobnie jak sktadanie funkcji jest taczne. Elemen-
tem neutralnym skladania jest permutacja identyczno$ciowa (1234). Dla kaz-
dej permutacji istnieje element odwrotny. Na przyklad elementem odwrot-
nym do(2431) jest permutacja (pipapsps), taka ze (2431) ® (pipepsps) =
(p1p2psps) ® (2431) = e. Stad

1234 - 1234 - 1234 - 1234
D1P2P3P4 2431 DaPAP3PL 1234 )’

i (pipopsps) = (4132) czyli (2431)"' = (4132). Grupa permutacji nie jest
grupa abelowa, co pokazuje przyktad P.2.

P.8 Czy zbior liczb rzeczywistych R z dzialaniem @ okreslonym nastepujaco:

r®y=z+y+ 3 jest grupa?

Oczywiscie (R, ®) jest struktura algebraiczna. Zachodzi laczno$é dzialania,

poniewaz

V 28 {y®z)=z+ydz)+3=c+y+2z+3+3
IE,%ZER

=(@+y+3)+z+3=(zdy)+z+3=(zDy) D=
Ponadto: x+e+3 =e+x+3 =2 < e = —3 a stad istnieje element neutralny
dziatania

3 Vohe=ebrx=x
ecRe=—3z€R

Do kazdego elementu istnieje element odwrotny: vV 3 zQz ' =z 'z =
z€Rx—1eR
e. Wystarczy przyjaé¢ ' = —x — 6. Zbiér (R, @) jest grupa abelowa poniewaz

V z@y=z+y+3=y+z+3=ydz.
z,y,€R
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Twierdzenie 2.

W kazdej grupie moze by¢ tylko jeden element neutralny

Dowdd.

Dowéd przeprowadzimy metoda nie wprost. Zalézmy, ze w grupie (X, ®)
istnieja dwa rézne elementy neutralne: e; # es. Jednak zgodnie z definicja ele-
mentu neutralnego mamy wtedy e; = e; ® eg = eo. OtrzymaliSmy sprzecznosc,

ktora konczy dowdd.

Twierdzenie 3.

Dla kazdego elementu z grupy istnieje tylko jeden element odwrotny

Dowdd.

Dowod przeprowadzimy metoda nie wprost. Zatézmy, ze dla x € X istnieja

dwa rézne elementy odwrotne: x1 # xo. Wtedy
T1=r1Re=01® (2Qx) = (1 ®2) ®r2 = e ® T3 = T2.

Otrzymalismy sprzecznosé, ktéra konczy dowdd.

Twierdzenie 4.
Jedli (X, ®) jest grupa, to V (z® y)_1 =y les!

z,yeX

Dowdd.

1

Poniewaz e = (@ y) ' @ (z @ y) = ((ac RyY) " ® a:) ® y wiec

((a:@y)*@x)@y@y*l: ((x@y)‘1®x)®e:(:c®y)‘ R =y
A zatem

(eey) ' wrer =@y ®e=(@ay) =y os!

co konczy dowdd.
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1.3 Odwzorowania

Rozwazamy odwzorowania

F:A— B

Definicja. Odwzorowanie F' : A — B jest jednoznaczne wtedy i tylko
wtedy gdy dla kazdego elementu a € A istnieje tylko jeden element b € B
taki, ze F'(a) = b.

Przyklady:

P.9 Niech A zbiér studentéw, B zbiér ocen. Odwzorowanie F' : A — B przy-
porzadkowujace kazdemu studentowi ze zbioru A jego ocene ze zbioru
B jest oczywiscie jednoznaczne. Natomiast odwzorowanie F' : B — A
przyporzadkowujace kazdej ocenie ze zbioru B — studenta ze zbioru A,
ktory ja otrzymal — nie musi by¢ jednoznaczne (na przyklad ocene 5.0
moze otrzymaé wielu studentéw). Na pewno odwzorowanie F' : B — A
nie bedzie jednoznaczne, jesli tylko studentéw jest wiecej niz ocen w

zbiorze ocen.

P.10 Dowolna funkcja jest odwzorowaniem jednoznacznym.

Definicja. Odwzorowanie F': A — B jest réznowartosciowe wtedy i tylko
wtedy, gdy réoznym elementom ze zbioru A przyporzadkowuje odpowiednio

rézne elementy ze zbioru B.

Twierdzenie 5.

Odwzorowanie F' : A — B jest réznowarto$ciowe wtedy i tylko wtedy, gdy

spelniony jest warunek:
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Przyktad

P.11 Niech F' : R2 — R2 bedzie rzutowaniem prostopadtym punktéw R2 na
dana prosta p. Wtedy F' nie jest przeksztalceniem réznowarto$ciowym.
Przyporzadkowuje wszystkim punktom prostej [ prostopadiej do pro-
stej p 1 przecinajacej ja w punkcie P — ten wlasnie punkt P. Ale jest

jednoznaczne.

Rys. 1.1. Rzut prostopadly wszystkich punktéw prostej [ na prosta p
jest tylko punktem P. Rzutowanie nie jest odwzorowaniem réznowarto-

Sciowym

Odwzorowanie jednoznaczne i réznowartosciowe nazywamy injekcja lub

monomorfizmem.

Definicja. Odwzorowanie F': A — B jest ,na” jesli dla kazdego elementu

b € B istnieje element a € A taki, ze F(a) = b.

Przyktad

P.12 Rozwazane w przyktadzie P.9 odwzorowanie przyporzadkowujace kaz-
demu studentowi ocene ze zbioru ocen jest jednoznaczne ale nie musi by¢
oczywiscie odwzorowaniem ,na’”. Moze zdarzy¢ sie, ze nikt nie otrzyma
oceny 2. Odwzorowanie to na pewno nie jest ré6znowartosciowe jesli tylko

studentow jest wiecej niz ocen w zbiorze ocen.

Odwzorowanie jednoznaczne i ,na” nazywamy surjekcjg lub epimorfizmem.
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Jesli odwzorowanie jest injekcja i surjekcja to nazywamy je bijekcja (prze-

ksztalceniem wzajemnie jednoznacznym).

Twierdzenie 6.

Dla kazdego przeksztalcenia F' : A — B bedacego bijekcja istnieje prze-

ksztalcenie odwrotne — takze bijekcja: F~1: B — A.

Dowdd.

Jesli F(a) = b to okreslenie F~1(b) = a koticzy dowdd.

Rozwazmy teraz zbiér bijekcji F' : A — A. W zbiorze tym wprowadzimy

sktadanie przeksztalcen

(F1 0 Fy)(a) = F1(F2(a))

Twierdzenie 7.

Zbiér wszystkich bijekcji F' : A — A ze sktadaniem jako dzialaniem tworzy

grupe.

Dowdod.

e zachodzi lacznosé skladania;

e istnieje element neutralny — przeksztalcenie tozsamosciowe (identyczno-

sciowe) I;

e dla kazdego elementu istnieje element odwrotny (przeksztalcenie od-

wrotne okreslone z Twierdzenia 6).

Definicja. Punktem stalym przeksztalcenia F' : A — A nazywamy taki

element a € A, ze F(a) = a.

Oczywiscie dla przeksztaltcenia identycznosciowego wszystkie elementy zbio-

ru A sg punktami stalymi.
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1.4 Izometrie plaszczyzny F' : R2 — R2

Definicja. Przeksztalcenie F' : R2 — R2 odwzorowujace plaszczyzne na

plaszczyzne i zachowujace odleglosé:

F(A)F(B)|=|AB
Y F(F(B) = |4B)

nazywamy izometria.

Twierdzenie 8.

Obrazem odcinka w izometrii jest odcinek.

Dowdd.

Niech A, B € R2, AB odcinek oraz C € AB. Wtedy |AB| = |AC| + |CB|.
Ale F jest izometria to |[F(A)F(B)| = |F(A)F(C)|+|F(C)F(B)|. Ta réwnos¢
zachodzi jednak tylko wtedy, gdy F(C) € F(A)F(B). Ponadto zachowany jest

. AC F(AF(C
stosunek podziatu: ||CB‘\ = I‘FECgFEB%‘\'

Twierdzenie 9.

Izometria przeprowadza:
(a) prosta na prosta

(b) proste prostopadle na proste prostopadte.

Dowdod.
(a) Dowdd wynika z twierdzenia 8 — bo dwa punkty wyznaczaja prosta.
(b) Niech ly,ls proste, I3 Ly, 11 N lo = {A}, niech B € l;,C € ls.

Tréjkat AABC jest tréjkatem prostokatnym wiec ]BC’|2 = |AB|2 + |AC’|2.
Niech F izometria — wtedy |F(B)F(C)|* = |F(A)F(B)]*+|F(A)F(C)|*. Stad
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trojkat AF (A) F (B) F (C) jest tréjkatem prostokatnym i F(l1)LF(l3), co

koticzy dowdd.

Twierdzenie 10.

Izometrie sa bijekcjami.

Dowdod.

(a) Dowolna izometria jest przeksztalceniem jednoznacznym.

Zalézmy, ze F'(A) = Bi F(A) = C. Wtedy |F(A)F(A)| = |BC| ale F jest
izometria wige |F(A)F(A)| =|AA| =0. Stad |BC| =01 B =C.

(b) Dowolna izometria jest przeksztalceniem réznowartosciowym.
Zalézmy, ze F'(A) = F (B) to |[F(A)F(B)| =0 ale stad |AB| =0 czyli A = B
(c) Dowolna izometria jest przeksztalceniem ,na”.

Dowéd przeprowadzimy nie wprost. Niech F' : R2 — R2 izometria, Z € R2
oraz zalézmy, ze dla kazdego P € R2 zachodzi F(P) # Z.

Istnieja dwa rézne punkty plaszczyzny postaci F (A), F (B). Przeprowa-
dzamy przez nie prosta l;. Jest ona z twierdzenia 9 obrazem w tej izometrii
prostej lo przechodzacej przez A i B.

Jedli punkt Z € [ to z twierdzenia 9 musi by¢ obrazem pewnego punktu
prostej lo. OtrzymaliSmy sprzecznosc.

Jesli Z ¢ 1y to przez Z przeprowadzamy prosta I3 prostopadla do l;. Wtedy
IsNl ={F(Q)},Q € lo. Z twierdzenia 9 prosta l3 jest obrazem pewnej prostej
l4 prostopadlej do lo i przecinajacej ja w punkcie Q. A wiec i punkt Z musi
by¢ obrazem pewnego punktu z prostej l4. Takze otrzymalidmy sprzecznosé,
co konczy dowdd.

7 twierdzenia 10 wynika, ze izometrie na plaszczyznie tworzg grupe ze
sktadaniem jako dzialaniem i z przeksztalceniem identyczno$ciowym jako ele-

mentem neutralnym tego dzialania.
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Twierdzenie 11.

Jesli F: R2 — R2 jest izometrig i punkty A, B,A # B, sa punktami
stalymi przeksztalcenia F' to wszystkie punkty prostej AB s punktami

stalymi.

Dowdd.

Niech C € AB. Wtedy |AB| = |AC|+ |CBj|. Przeksztalcenie F' jest izome-
trig — wiee |F (A) F(B)| = |F (A) F (C)| + |F (C) F (B)|. Ale punkty A, B sa
punktami stalymi przeksztalcenia F' stad |[AB| = |AF (C)| + |F (C) B| oraz
|AF (C)| = |AC|, |F (C)B| = |CB|. Wiec F(C) € ABi F(C) = C. Jedli
C ¢ AB to B € AC lub A € CB i dowdd jest analogiczny.

Twierdzenie 12.

Jedli F': R2 — R2 jest izometrig i punkty A, B, C rézne i niewspélliniowe

sa punktami stalymi przeksztalcenia F to jest ono identycznoscia (F = I).

Dowdd.

Punkty A, B, C sa niewspdtliniowe — wyznaczajg wiec trzy wzajemnie prze-
cinajace sie proste: [y = pr.AB,lo = pr.AC,l3 = pr.BC. Niech X € R2. Kazda
prosta | przechodzaca przez X przecina si¢ z pewnymi prostymi [;,[;,4,7 €
{1,2,3},i # j. Niech [N l; = {S;},IN; = {S;}. Wtedy X € pr.S;S;. Ale
punkty S;, Sj sa punktami stalymi przeksztalcenia F' z twierdzenia 11 — wigc
takze X jest punktem stalym na podstawie tego samego twierdzenia. Poniewaz

X byl dowolnym punktem plaszczyzny to F' = I.

Twierdzenie 13.

Jesli F; : R2 — R2,i = 1,2 sg izometriami a punkty A, B,C rozne i
niewspétliniowe spetniaja réwnosci: Fj(A) = Ay, Fi(B) = B, F;(C) =
Ch,1 € {1,2} to Fy = .
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Dowdd.

Przeksztalcenie F271F1 jest oczywiscie izometria. Z zalozenia mamy

Fy 'Fi(A) = Fy H(A) = F ' R(A) = A
E;'Fi(B)=F; ' (By) = F;'Fy(B) =B
Fy ' R(0) = FH(C) = Fy 'FR(C) =C

Z twierdzenia 12 wynika, ze F, LF| jest identycznoscia — ale warunek F2_1F1 =

1 jest réwnowazny rownosci I} = Fp.

Twierdzenie 14.

Jesli F': R2 — R2 jest izometria to mozna ja przedstawié¢ jako ztozenie

co najwyzej trzech odbié.

Dowdod.

Niech punkty A, B,C beda rézne i niewspétliniowe. Niech F (A4) = A/,
F(B)=DB' F(C)=C"

o Jesli A # A’ to istnieje [, symetralna odcinka AA". Wtedy R;, (A) =
A" R, (B) = By, R, (C) = Ch.

e Jedli By # B’ to istnieje [, symetralna odcinka By B’. Oczywiscie A’ € [,
bo |AB| = |R;, (A)R;, (B)| = |A'By|. Z drugiej strony |AB| = |F(A)F(B)| =
4B wiee |A'B, | — | A'B| Stad Ry Ry, (A) = Ry, (A') = A', Ry, By, (B) —
Ry, (B1) = B',R;,R;,(C) = R;,(C1) = Cb.

e Jesli Cy # (' to istnieje [, symetralna odcinka CoC’. Oczywiscie A’ B’ €
le bo |AC| = |Ry, Ry, (A)Ry, R, (C)| = |A'Cs|. Z drugiej strony |[AC| =
|F(A)F(C)| = |A'C’| wiec |A'Cy| = |A'C’|. Podobnie zachodza réwnosci
|BC| = |Ry,Ri,(B)Ry,R;,(C)| = |B'Cy| oraz |BC| = |F(B)F(C)| =
|B'CY| wiee |B'Cy| = |B'C’|. Stad Ry Ry, Ri,(A) = ARy R, Ry, (B) =
B'.R; R R, (C) = C'. Ale z zalozenia F (A) = A', F(B) = B', F (C) =
C" wigc z twierdzenia 11 mamy F = Ry R, Ry,.

W przypadku, gdy nie zachodzi co najmniej jedno z zalozen A # A’,

By # B, Cy # C'" — izometria F' jest zlozeniem mniejszej ilosci odbié!
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Rys. 1.2. Przedstawienie dowolnej izometrii ptaszczyzny jako zlozenia

co najwyzej trzech odbié

12



Rozdziat 2

Izometrie ptaszczyzny

2.1 Rodzaje izometrii ptaszczyzny. Definicje i

oznaczenia.

Odbicie R; w prostej | (w lustrze [) (inaczej odzwierciedlenie).

Prosta [ jest ustalona i okresla przeksztalcenie. Nie wolno jej przesuwaé ani

obracacé.

R(C)*,

YR, (A) e

Rys. 2.1. Odbicie w prostej [

Przeksztalceniem odwrotnym do odbicia w prostej jest odbicie w tej same;j
prostej, stad
RR =1

13
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Ponadto na ogdl RpR; # R;R (grupa izometrii nie jest przemienna). Nato-
miast dla kLl zachodzi RyR; = RiRy (Rys.2.4). Takie zlozenie dwéch odbié
w lustrach prostopadlych nazywamy symetria srodkowa (symetria o sSrodku w
punkcie A) i oznaczamy przez H,4 gdzie A jest punktem przeciecia luster.

Wszystkie punkty lezace na lustrze [ sa punktami stalymi odbicia R;.
Translacja T; o wektor «

Wektor u jest ustalony i okresla przeksztalcenie. Przesuniecie o wektor

u punktow plaszczyzny réwnowazne jest z dwukrotnym odbiciem w dwoch
) - o ]

dowolnych lustrach réwnolegtych [, l2, odlegtych od siebie o dlugos¢ d = 5 i
prostopadlych do wektora . Wtedy Ty = RoR; (dowdd tego faktu wynika z

przeksztalcen analitycznych na plaszczyZnie).

<

*R,R,(4) =T, (4)

| tR (4) !

|
|
|
|
‘4

Rys. 2.2. Translacja o wektor

Translacja nie posiada zadnych punktéw stalych (chyba, ze jest identycz-
noscig a wiec gdy @ = 0). Przeksztalceniem odwrotnym do translacji o wektor

u jest translacja o wektor —u a wiec 11—z =T_5T5 = 1.
Obrét 09 woké6t punktu A o kat skierowany a.

Punkt A (Srodek obrotu) i kat a (kat obrotu) sa ustalone i okreslaja prze-
ksztatcenie. Kat mierzymy przeciwnie do biegu wskazowek zegara. Obrét wo-
kot punktu A o kat « jest réownowazny ze ztozeniem dwdch odbi¢ w dowolnie

potozonych na plaszczyznie lustrach odpowiednio l1,ls — ale przecinajacych
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si¢ w punkcie A pod katem skierowanym §. Wtedy O} = RaR;1 (dowéd tego

faktu wynika z dosy¢ zmudnych przeksztalcen analitycznych na plaszczyZnie).

R, R (X) = 07 (X)

Rys. 2.3. Obr6t wokét punktu A o kat o

W przypadku nietrywialnym — tzn. gdy a # 0 istnieje tylko jeden punkt
staly tego przeksztatcenia — jest nim Srodek obrotu A.

Przeksztalceniem odwrotnym do obrotu o érodku w punkcie A i o kat «
jest takze obrét o érodku A, ale o kat —a stad O30 ,* = 0,04 = 1.

Oczywiscie symetria $rodkowa jest obrotem o kat 180°: Hy = OL0.

12
R2R1(X):R1R2(X):HA(X) RI(X)
LS -
| =< |
A
D
R,(X) X

Rys. 2.4. Odbicia w lustrach prostopadtych

Odbicie z poélizgiem GL — odbicie w prostej | (w lustrze [) z przesunie-

ciem o wektor «.
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Prosta [ oraz koniecznie réwnolegly do niej wektor u sg ustalone i okreélaja
przeksztatcenie. Z definicji odbicie z poslizgiem jest ztozeniem w dowolnej
kolejnosci: odbicia w prostej [ i translacji o wektor u réwnolegly do tej proste;j:
GL = RiTy = TuRy, ul|l.

Gzé (A) = RZRIR[(A) = RIRZRI(A) R2R1 (A) u
e E ' /
I I 2
RR(H | R (4)
| | 11
R A

Rys. 2.5. Odbicie z poslizgiem o wektor u, w lustrze [

Odbicie z nietrywialnym pogélizgiem nie posiada zadnego punktu stalego.
(Jedli @ = 0 to punktami statymi sa wszystkie punkty lustra [. Wtedy GL =
Ry).

Przeksztalceniem odwrotnym do odbicia w prostej [ z poslizgiem o wektor
u, ul|l, jest to samo odbicie w prostej | ale z poslizgiem o wektor —u stad
GLG! , =G .GL =T

Uwaga 1. Zestaw luster translacji mozna dowolnie przesuwaé na
plaszczyznie réwnolegle do wektora translacji. Podobnie zestawem luster
obrotu mozna dowolnie kreci¢ wokét srodka obrotu.

Uwaga 2. 7Z twierdzenia 14 kazda izometria plaszczyzny jest zloze-
niem co najwyzej trzech odbi¢. A wiec moze by¢ tylko jednym z powyzej
rozwazanych przeksztalcen: identycznoscia, odbiciem, translacjg, obrotem

lub odbiciem z poélizgiem.

Przyktady

P.13 Znalez¢ wszystkie izometrie nastepujacych liter A, B, C, F, G, P, N,
S,Z,H, O
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2.2 Izometrie plaszczyzny zgodne i przeciwne

(parzyste i nieparzyste)

Niech AABC i AA'B'C’ beda tréjkatami przystajacymi. Izometria F' (A) =
A", F(B) = B, F(C) = (' jest wyznaczona jednoznacznie, bowiem zgod-
nie z twierdzeniem 13 istnieje tylko jedna izometria o powyzszej wiasnoSci.
Jedli zachowuje ona orientacje ptaszczyzny to nazywamy ja izometrig zgodna
(parzysta). Jesli nie zachowuje — to jest izometria przeciwna (nieparzysta).
Izometrie zgodne to: identycznosé, obroty (istnieje punkt staly) i translacje

(brak punktéw stalych).

C c

A A'

Rys. 2.6. Odbicie zmienia orientacje plaszczyzny

Izometrie przeciwne to: odbicia (istnieje punkt staly) i odbicia z poslizgiem
(brak punktéw stalych).

Izometrie zgodne i przeciwne w zlozeniu (czyli iloczynie przeksztalcen) za-
chowuja sie jak liczby dodatnie i ujemne w zwyklym iloczynie: iloczyn dwéch
izometrii zgodnych jest izometria zgodna, dwdch przeciwnych zgodna, prze-

ciwnej i zgodnej — przeciwna itd.

Przyklad

P.14 Pokazaé, ze kazde dwa przystajace odcinki w R2 mozna przeksztalcié¢ na

siebie za pomocy i izometrii zgodnej i izometrii przeciwne;j.
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Dowdd.

Niech AB, A’B’ odcinki przystajace i niech C' nie nalezy do prostej AB.
Szukamy takiego punktu C’ aby tréojkat AABC byl przystajacy do trojka-
ta AA'B'C’. Zawsze na plaszczyznie sa dwa takie punkty — wyznaczaja one
odpowiednio izometri¢ zgodna i przeciwna.

C
prAB

CV
Al

Cuﬁ B'

Rys. 2.7. Izometria zgodna Fy; (AABC) = AA'B'C’, izometria prze-
ciwna Fy (AABC) = AA'B'C”

2.3 Sktadanie izometrii — podstawowe konstrukcje.

Konstrukcje geometryczne przeprowadzane przy sktadaniu izometrii polegaja
przewaznie na takiej zmianie zestawu luster translacji lub obrotu (zmiana ta
jest mozliwa na podstawie Uwagi 1) aby w zlozeniu wystapily kolejno dwa

odbicia w tym samym lustrze — czyli identycznos¢, ktorg mozemy pomingé.

Zlozenie obrotu O z translacjg T3. Izometria F' = T;09. Dane:

wektor 4, punkt A, kat « .
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<

VR

R

/

Rys. 2.8. Zlozenie obrotu o srodku A z translacja o wektor @

Korzystajac z Uwagi 1 mozemy przyja¢ drugie lustro obrotu jako pierwsze
lustro translacji: O = RaRi, Ty = R3Ra. Stad F = T;0% = R3RoRoRy =
R3IRy = R3R; = O%.

Zlozenie translacji T; z obrotem O9. Izometria F' = O%T;. Dane:

wektor @, punkt A, kat o .

Podobnie, korzystajac z Uwagi 1, przyjmujemy drugie lustro translacji jako
pierwsze lustro obrotu. Stad F = O% w = R3RoRoR1 = R3IR1 = R3Ry =
0%.

<
VR
~
8]

[\
VR
L~

B

Rys. 2.9. Zlozenie translacji o wektor @ z obrotem o $rodku A

Ztozenie dwoéch obrotow. Izometria F = OgOf}l. Dane: punkty

A, B, katy a, B

1. Jesli A = B to oczywiscie 05,09 = 0517,
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2. Jedli A# Bia+ [ =k360°k € Z to przyjmujac prosta AB = Iy jako
drugie lustro obrotu o srodku A i jako pierwsze lustro obrotu o $rodku B
otrzymujemy O% = RyRy, 0% = RyRy oraz F = 05,09 = RsRyRyR) =
R3IR; = R3R; =Tj.

Rys. 2.10. Ztozenie dwbch obrotéow o réznych érodkach w przypadku

gdy suma katéw obrotu jest wielokrotnoscia 360°

3. Jesli A # Bi(a+ ) (mod 360°) < 360° to podobnie jak poprzednio,
przyjmujac prosta AB = [y jako drugie lustro obrotu o srodku A i jako

pierwsze lustro obrotu o érodku B, otrzymujemy O% = RaRi, Og =
R3Ry. Stad F = 05,0% = R3RyRyR; = R3IR; = R3Ry = O,

Rys. 2.11. Ztozenie dwéch obrotéow o réznych érodkach w przypadku
gdy suma katéw obrotu (mod 360°) jest mniejsza od 360°
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Zlozenie obrotu Of% z odbiciem R;. Izometria F' = R;0%. Dane:

punkt A, kat a, prosta I.

1. Jesli A € [ to jako drugie lustro obrotu przyjmiemy prosta [. Wtedy
0% = R| Ry oraz

F = RO9 =RRR =1R = R;.

Rys. 2.12. Zlozenie obrotu z odbiciem w przypadku, gdy srodek obrotu

lezy na lustrze odbicia

2. Jedli A ¢ [ to drugie lustro obrotu przyjmujemy prostopadle do prostej
l. Wtedy Ojofl = RgRl,lng oraz F' = Rle = RZRgRl = HBRl.
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Rys. 2.13. Ztozenie obrotu z odbiciem w przypadku, gdy srodek obrotu

nie lezy na lustrze odbicia

Zestaw prostopadlych luster {lo, [} symetrii $rodkowej Hp obracamy tak,
zeby prosta ly przeszla w prosta k, k||l;. Prosta | przejdzie wtedy w prosta
p,pLly, pLk. Otrzymujemy F = R,0% = R,RiR1 = R, Tz = G%, poniewaz
ullp.

Zlozenie odbicia R; z obrotem OY. Izometria F' = O%R;. Dane:

punkt A, kat «, prosta .

1. Jesli A € [ to jako pierwsze lustro obrotu O¢% przyjmujemy prosta [.
Wtedy O = R1R; oraz F' = O4R; = RiR|R; = Rl = R;.

Rys. 2.14. Zlozenie odbicia z obrotem w przypadku, gdy srodek obrotu

A lezy na lustrze [ odbicia



ROZDZIAL 2. TZOMETRIE PLASZCZYZNY 23

2. Jedli A ¢ [ to pierwsze lustro obrotu OY przyjmujemy prostopadle do
prostej . Wtedy O4 = RoR1,l1 Ll oraz O%5R; = RoR1R; = RoHp. Ze-
staw prostopadtych luster {ly, 1} symetrii sSrodkowej Hp mozemy obrécié
tak, zeby prosta [ przeszlta w prosta k,k||l2. Prosta [ przejdzie wtedy
w prosta p,pLly, pLk. Otrzymujemy O%R; = ReRipR, = TzR, = G%,

poniewaz ul|p.

Rys. 2.15. Ztozenie odbicia z obrotem w przypadku, gdy srodek obrotu

nie lezy na lustrze [ odbicia

Zestaw prostopadlych luster w symetrii Srodkowej Hp mozemy obrocié
tak, zeby prosta l; przeszta w prosta k, k||lo. Prosta [ przejdzie wtedy w prosta
p,pLls, pLk. Otrzymujemy O% R, = RyRi R, = TR, = G%, poniewaz ul|p.

Zlozenie translacji 13 z odbiciem R;. Izometria F' = R;T;. Dane:

wektor u, prosta [.

1. Jesli wll to przyjmujemy prosta [ jako drugie lustro translacji. Wtedy

F=RT;=RRR =1IR = R;.
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<

Rys. 2.16. Zlozenie translacji z odbiciem w przypadku, gdy wektor

przesuniecia jest prostopadty do lustra odbicia

2. Jedli ||l to F = Ry = GL.

<

Rys. 2.17. Zlozenie translacji z odbiciem w przypadku, gdy wektor

przesuniecia jest réwnolegly do lustra odbicia

3. W pozostatych przypadkach ' = R/T; = RjRoRy = O Ry. Zestaw lu-
ster obrotu o §rodku A krecimy tak, zeby O4 = RjRy = RpRy, kLla, kL.
Wtedy R;T; = O4R1 = R,Hp. Podobnie krecimy zestaw luster obrotu
o $rodku B w ten sposéb, aby Hgp = RixR1 = Ry, Ry, m||p,nLp. Stad
F=RT; =04k = RyHpg = R, R, R, =T R, = G}.
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<
W[ R
R

K p

Rys. 2.18. Zlozenie translacji z odbiciem w przypadku, gdy wektor

przesuniecia nie jest ani prostopadly, ani réwnolegly do lustra odbicia

Ztozenie dwéch translacji. Izometria F' = T;7;. Dane: wektory

U, U.

1. Jedli u||v to drugie lustro translacji Ty przyjmujemy jako pierwsze lustro
translacji Ty. Wtedy F = T3T5 = R3RaRoR1 = RsR1 = Tyts.
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~
>
<l

Rys. 2.19. Zlozenie dwdéch translacji o réwnolegltych wektorach przesu-

niecia

2. Jesdli wektory u,v nie sa réwnolegte to F' = Ti1; = R4R3R:R; =
R,O%R;. Zmieniamy zestaw luster {ls,l3} obrotu o $rodku A na ze-
staw {k,p}: O% = R3Ry = R,Ry, klloplls czyli kLljpLlly. Wtedy
F =TT = ROGR1 = RyRyR;R1 = HcHp. Przyjmujemy prostag BC
jako wspélne lustro obu symetrii srodkowych. Stad Ho = Ry, Rpc,Hp =
RpcR, i1 F =T3T; = HocHg = R,,RpcRpc R, = RnIR, = RnR, =

Tato-
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u
u+v [,
2
C A
n
- v
A 2
lZ
B I,
m
k prBC \ p

Riys. 2.20. Zlozenie dwoch translacji o nieréwnoleglych wektorach prze-

suniecia

Zlozenie odbicia R; z odbiciem z poélizgiem G.. Izometria F' =

G? R;. Dane: proste [, p, wektor ul|l.

1. Jeslil|lpto F = GER, = RoR1R,R; = RoRyR1Rj= HgHa = R, RapRapR;,
- Ran = T@.
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Rys. 2.21. Zlozenie odbicia z odbiciem z poslizgiem w przypadku, gdy

lustra odbi¢ [, p sa réwnolegle

2. Pogladowo rozpatrzmy sytuacje, gdy [ Lp. Wtedy prosta [ przyjmujemy
jako pierwsze lustro translacji T;. Otrzymujemy F' = GER; = R, TR =
R,R1RiR; = RyRiI = R,R1 = Hy.

<

Riys. 2.22. Zlozenie odbicia z odbiciem z poslizgiem w przypadku, gdy
lustra [, p odbié¢ sa prostopadtle

3. Ogodlnie, gdy [(p = A to zestaw luster translacji Tz = RoR; przesu-
wamy réwnolegle do wektora u, tak zeby pierwsze lustro l; translacji

zawieralo punkt A. Wtedy F = GER; = R,RoR1R; = HgO¢. Ponownie



ROZDZIAL 2. TZOMETRIE PLASZCZYZNY 29

mozna dokonaé zmiany zestawu luster poszczegdlnych obrotéw — tak,
zeby wspoOlnym lustrem dla tych przeksztatcen byla prosta AB. Niech
prAB = p. Wtedy F = GER, = HgO% = RoR,R,R; = RoIR), =
RoRp = Og™ ™.

W [R
0 [R

Rys. 2.23. Zlozenie odbicia z odbiciem z poslizgiem w przypadku, gdy

lustra [, p odbié¢ nie sa ani rownolegle ani prostopadle

Zlozenie obrotu O% z odbiciem z poSlizgiem G%. Izometria F =

G?O0%. Dane: punkt A, kat a, prosta p, wektor ul|p.

Przyjmujemy drugie lustro obrotu jako pierwsze lustro translacji. Wtedy
F = GﬁOj = R, T3;0% = RyR3RaRoR1 = R,R3R1 = HpR,. Zestaw luster w
symetrii $rodkowej mozemy obrocié¢ tak, zeby jedno z luster byto réwnolegle

a drugie prostopadle do lustra ly. Stad F = GLO% = R, R R1 = G2.
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Rys. 2.24. Zlozenie obrotu z odbiciem z poslizgiem

Ztozenie translacji T; z odbiciem z poslizgiem Gf-}. Izometria F =

G%Tﬁ. Dane: prosta [, wektory u,v.

1. Jesli 'ZLHT) to G%Tﬂ = RjR3RoRoR1 = RjR3R1 = G%Jrﬂ.

30
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Rys. 2.25. Zlozenie translacji z odbiciem z poslizgiem w przypadku,

gdy wektory przesuniecia sg réwnolegle

2. Jesli wektory 4, nie sg réwnolegle i GL = R/Ty = RiR4R3, INl3 = A,
to lustra translacji Ty = RoR; przesuwamy tak, zeby A € ls. Wtedy
G%Tﬁ = R/TyTy = RiRyR3Ro Ry = HpO9R,. Wybieramy wspélne lu-
stro prAB = [ dla obrotéw o $rodkach A, B — co oznacza, ze G%Ta =
HpO%Ry = RyRIR|Ry Ry = R4IRyR1 = RyRyRy,kLlly = k1ly. Stad
GLTy = RyHc. Zestaw luster symetrii §rodkowej He obracamy teraz
tak, zeby jedno z luster byto réwnolegle do Iy a jedno prostopadte:
Ho = Ry Ry, m Ly, n||ly. Wtedy GLTy = RyR, Ry, = Tg Ry = G2
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Rys. 2.26. Zlozenie translacji z odbiciem z poslizgiem w przypadku,

gdy wektory przesuniecia nie sa rownolegte

Zlozenie odbicia z poslizgiem G,ll-} z odbiciem z poélizgiem G%.

Izometria F' = GQG%. Dane: proste [, p, wektory u, v.

1. Jedli l||p to @||v i przyjmujemy drugie lustro translacji 7; jako pierw-
sze lustro translacji T;. Wtedy GQG% = R,T3Ts R = RyR3sRo Ro R\ Ry =
R,R3R\R; = HpH 5. Symetrie srodkowe opisujemy korzystajac ze wspol-
nego lustra prAB. Stad

GgG% = HpHp = RynRapRApRym = RpyRy =Ty
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poniewaz m/||n.

woolp !
‘7

u
B A
12

n
ll
A
prAB
m

Rys. 2.27. Ztozenie dwéch odbié z poslizgiem w przypadku, gdy lustra

(a wiec 1 wektory przesuniecia) sa réwnolegle

2. Jedli proste nie sg rownolegle to [[(Np = A. Lustra translacji T; =
RoR; i Ty = RyR3 umieszczamy tak, aby I (I3 = A. Wtedy GEGL =
R, T3Ts Ry = RyRyR3RoR\ Ry = HoOG Hp. Zestaw luster obrotu o érod-
ku A mozemy przekrecié tak, zeby lustro Iy przeszto w lustro [, lustro
I3 w lustro p. Stad GEGL = HcOSHp = RyR,R,RiR Ry = RyIIR; =
RyRy = O%.
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Rys. 2.28. Ztozenie dwéch odbié z poslizgiem w przypadku, gdy lustra

(a wiec 1 wektory przesuniecia) nie sa réwnolegle

34
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Tabela 2.1. Tabela ztozen
zlozenie L. L.
. . odbicie Ry w 3 . odbicie z po-
izometrii obrét O% translacja T, | , | .
lustrze [» $lizgiem G,
(—=ol)
. o, translacja Tk
identycznosé
. | gdy i = I,
gdy 11 = la, | odbicie gdy | odbicie gdy

odbicie R w

translacja gdy

A € 11, odbicie

A € 1, odbicie

translacja gdy
h ‘ |l7 by 75 L

lustrze [; l1]|l2, obrét w | z podlizgiem | z poslizgiem
obrét w po-
pozostatych gdy A ¢y gdy A ¢l
zostalych
przypadkach
przypadkach
identycznosé
gdy A = B i
a+8 = k-360°
& odbicie
o lub A # B
odbicie gdy | . s gdyB € [,0 =
ia = =
e B B € 2, odbicie , 180°, odbicie
obrét O . k . 360°, | obrét o kat 3 .
z  poslizgiem . z  poslizgiem
dy B ¢l translacja talveh
w pozostaltyc
gdy 2 ody A £ B i p Y
przypadkach
a+p8 = k-360°,
obrét gdy
a+p # k-360°
odbicie gdy odbicie R; gdy
v1la, odbicie . @+ = 0, odbi-
. o translacja ) o
translacja T, | z  poslizgiem | obrdt o kat « T cie z poslizgiem
u+v

w pozostaltych

przypadkach

w pozostatych

przypadkach

odbicie z po-

P »
Slizgiem G%

translacja T,
gdy la = p,
translacja

Tw gdy la||p,
lo # p, obrét
w pozostaltych

przypadkach

odbicie gdy
A € p 03 =
Hy,

z  poslizgiem

odbicie

w pozostalych

przypadkach

odbicie R, gdy
u+v =0, odbi-
cie z poslizgiem
w pozostatych

przypadkach

translacja gdy

Ulp,
pozostatych

obrét w

przypadkach

Przyktady

P.15 Wyznaczyé GLHAGL, A €1

Dane: wektor @, prosta [,l||t, oraz punkt A € [. Wtedy GLHAGL
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GLHAR/T;.

Drugie lustro translacji T = Ro Ry przeprowadzamy przez punkt A. Stad
GLHAG. = GLRyRRRyR; = GLRoIR R, = GLRyRoRy = GLIR, =
GLR) = RT;Ry = RiRaR1 Ry = RiRy a wiec GLHAGY = H .

)

<

Rys. 2.29. Konstrukcja zlozenia GLHAGL, A €1

P.16 Wyznaczy¢ OY TapHp.

Dane: punkty A, B. Jesli A = B to Tz = 1 i O%OOTEHB = O%OOHA =
0%,

Jesli A # B to jako drugie lustro symetrii Hp i pierwsze lustro trans-
lacji T4z przyjmujemy prosta [ przechodzaca przez punkt B, prostopadia
do prostej AB. Wtedy OX°TyzHp = OY° RyRiRiRap = O% Ry Rap =
O%OOHC. Te dwa obroty zapiszemy korzystajac ze wspdlnego lustra: prostej
AC, ktora oczywiscie jest tez prosta AB. Wtedy O%OOTEH B = O%OOHC =
RynmRacRacRy = RnRy = 05
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Rys. 2.30. Konstrukcja zlozenia O%OO T3sHB

P.17 Wyznaczy¢ Tz Ri/T_5.

Dane: wektor @, prosta 1. Jesli @||l to TaRT_q = TuG' , = TuT_aR; = Ry.

[

<

Rys. 2.31. Konstrukcja zlozenia Ty RiT—_; gdy al|l

Jesli w Ll to przyjmujemy prosta [ jako drugie lustro translacji T_5. Pierw-

szym lustrem translacji bedzie prosta ;. Wtedy T RT3 = TgRiRiR1 =
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TgRl = R2R1R1 = RQ, gdzie l2||l1||l

<

Rys. 2.32. Ztozenie Ty RiT_5 gdy ull

W pozostatych przypadkach Ty RjT_3 = Ty RiRoR1 = T3O% Ry. Zestaw lu-
ster obrotu O przekrecimy tak, zeby prosta ly przeszta na prostag m, m_Ll;, mLls.

Wtedy lustro [ obrotu przejdzie na prosta k, kL[l oraz
TaRT 4 = TyO%Ry = TuRy R Ry = TuR,Hp = RiRoRLHp = RO “Hp.
Dwa obroty: Hp i O}foto‘opisujemy na wspélnym lustrze m. Zatem

TuRT 4 = RO *Hp = R{R,R,,RR1 = RiR, Ry

gdzie prostan = Ry (1) = Ry, (1). Coyi Ta RiT—3 = Ri1R,R1 = R1O;”. Zestaw
luster obrotu O~ przekrecimy tak, zeby [ bylo drugim lustrem obrotu. Wte-
dy pierwszym lustrem obrotu bedzie prosta p = Ry (n) = RiR,, (1) = Hp (1)
stad p||l i TaRT_5 = RO = RiR R, = R,
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Rys. 2.33. Zlozenie Ty R;T_; w przypadku, gdy wektor @ nie jest ani
réwnolegly, ani prostopadly do prostej [

Pokazalidmy, ze izometria Ty R;T_5 jest w kazdym przypadku odbiciem w

lustrze rownolegtym do prostej [.

P.18 Dany jest trojkat réwnoboczny o wierzchotkach A, B, C. Wykorzystujac

siatke tréjkatow réwnobocznych wyznaczyé OEOO RacTep.

Lustra translacji wybieramy tak, aby drugie lustro przechodzilo przez wierz-

chotek C. Wtedy OF” RacTep = OB RacRoRy = O 0%° Ry. Do opi-

su obrotéw zastosujemy wspdlne lustro: prostg BC'. Zatem O}32OORACTCB =

013200 Ogoo Rl = RABRBCRBCRle = RABRle = HDRl. ZeStaW luster Sy_
metrii Srodkowej mozemy przekreci¢ tak, zeby jedno z luster bylo réwnolegle

do prostej l;. Stad O RacTep = HpRy = R.R, Ry = G’Q‘? T
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Rys. 2.34. Konstrukcja zlozenia 0}3200 RacTen
P.19 Dany jest trdjkat rownoboczny o wierzchotkach A, B, C. Wyznaczy¢ na
siatce trojkatéw réwnobocznych O 0% 08",

Lustra obrotéow przyjmujemy w taki sposéb, zeby drugie lustro obrotu Ogoo

byto pierwszym lustrem obrotu O%OO. Wtedy
OF 0% 0" = OF" RyRapRapRy = OF RoI Ry = OF RyRy = OF O

Do opisu obrotéw O%°, OIDQOOvvykorzystamy jako wspodlne lustro prosta C'D.
Stad

0% 0%° 0% = 08" 012 = RgcRepRepRy = RpcIRy = RpcRy = Hp
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Rys. 2.35. Konstrukcja zlozenia 0% 0% 0%

P.20 Dany jest kwadrat o wierzchotkach A, B, C, D. Wyznaczy¢ na siatce kwa-
dratow HgRacH 4.

Wykorzystamy prosta AC jako jedno z luster symetrii srodkowej H 4. Wtedy
HpRacHys = HpRacRacR1 = HgIR; = HpR;. Zestaw luster symetrii
srodkowej Hp mozna przyjaé tak, zeby jedno z luster bylo réownolegte do
prostej I7. Stad

HpRacHa = HpRy = RyRppRy = RyTys = G
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Rys. 2.36. Konstrukcja ztozenia Hg RacHa

P.21 Dany jest kwadrat o wierzchotkach A, B, C, D. Wyznaczy¢ R ACO%)O 019400
wykorzystujac siatke kwadratow.

Obroty OX°, O%OO opiszemy wykorzystujac jako wspélne lustro prosta AC.
Wtedy

RacOX° 0% = RacRpcRacRacRan

= RacRpcIRap = RacRpcRap = RacHp
Zestaw luster symetrii sSrodkowej Hp mozna przyjac tak, zeby jedno z luster

bylo réwnolegle do prostej AC. Stad RacOX" 0% = RacHp = RacRiRpp =

BD
GBD
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Rys. 2.37. Konstrukcja zlozenia R4c0%° 09"

P.22 Dany jest trapez prostokatny o wierzchotkach A, B, C, D i o katach przy
nich odpowiednio: ZA =90°, /B =45°, Z/C = 135°, ZD = 90°. Wyko-
rzystujac siatke kwadratéw wyznaczy¢ 0?400 HpHc.

Symetrie srodkowe Hp, Ho opiszemy korzystajac ze wspdlnego lustra ja-
kim jest prosta CD. Wtedy 02100 HpHo = O%OO RapRcpRep Ry = O%OO RapR,,.
Jako pierwsze lustro obrotu O%OO przyjmiemy prosta AD. Zatem 0?400 HpHe =
O%°RapRym = RyRapRap Ry = RyRy = O
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Rys. 2.38. Konstrukcja ztozenia O%° Hp Hc

P.23 Dany jest romb o wierzchotkach A, B,C, D i o kacie /A = 120° przy

wierzchotku A. Wykorzystujac siatke trojkatéw réwnobocznych wyzna-
czyé RBCO%)O 0114200‘

Do opisu obrotéw OGDOO, 0}1200 uzyjemy wspdélnego lustra, jakim jest prosta
AD. Wtedy RpcO% 0" = RpcRppRapRapRac = RpcRppRac =
RpcHg. Lustra symetrii srodkowej Hg wybieramy tak, aby jedno z nich by-
to réwnolegle do BC. Stad RpcOf 0" = RpoHp = RpcRyRy = Gr
gdzie AF = AB + %370
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Rys. 2.39. Konstrukcja zlozenia RpcO%” 0120
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Rozdziat 3

Grupa symetrii figury
ograniczonej (skonczonej) na

plaszczyznie

Definicja. Zbiér H C G jest podgrupa grupy (G, o) jesli jest zamkniety na
dzialania grupowe — czyli jesli (H, o) jest grupa.

Przyktad

P.24 Izometrie plaszczyzny tworza grupe ze sktadaniem. Grupa ta ma wiele
podgrup. Na przyktad zbiér samych translacji tworzy podgrupe, zbidr

samych obrotéw z ustalonym srodkiem P tworzy podgrupe.

Definicja. Niech A C G, (G, o) grupa. Najmniejsza podgrupe grupy G,
zawierajaca zbior A — nazywamy grupg generowana przez A i oznaczamy

przez (A).

Przyklady grup generowanych przez zbiér: (0) = {e}, (a) = {...,a 2,a7!,
a’ =e,a,a?, a®, ...} — grupa cykliczna generowana przez zbiér {a} (zamiast

oznaczenia ({a}) stosujemy oznaczenie (a)).

46
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Definicja. Niech A C G, (G, 0) grupa. Zbiér A jest zbiorem generatoréw
grupy G jesli (4) = G.

Twierdzenie 15.

Jesli A = {a1,a2,as3,...,a5} to (A) = {ai* 0caj?o...0a*, x; € Z}

Niech K bedzie ograniczona (skonczona) figura na plaszczyznie. Interesuja
nas tylko te izometrie ptaszczyzny, ktore nie zmieniaja figury K — przeprowa-
dzaja ja na siebie sama (a wiec na przyklad nie beda to translacje o wektor
niezerowy). Zalézmy, ze zbidr tych izometrii oznaczymy przez Q (K). Oczywi-
Scie VF € Q (K) zachodzi F (K) = K.

Twierdzenie 16.

Zbior Q (K) wszystkich symetrii danej figury K ze skladaniem przeksztal-

cen jako dzialaniem tworzy grupe. (Nazywamy ja grupa symetrii figury

Dowdod.

Zbior Q(K) ze skladaniem przeksztalcen jako dzialaniem jest struktu-
ra algebraiczna poniewaz zachodzi implikacja F1, Fy, € Q(K) = FF;, €
QK)(FL(K)=K,F5(K)=K= FF (K)=F(K)=K).

Sktadanie przeksztalcen jest oczywiscie taczne.

Istnieje element neutralny bedacy przeksztalceniem tozsamosciowym 1.

Ponadto dla kazdego elementu F istnieje odwrotny z Q (K) (F~!(K) =
F~Y(F(K)) =I(K) = K), co konczy dowéd twierdzenia.

Grupe symetrii posiada kazda figura K (nawet calkowicie nieregularna —
wtedy Q (K) = {I}).

Wprowadzajac pojecie rzedu grupy rzG (rzad grupy rzG jest réwny ilosci
elementéw zbioru G) — otrzymujemy miare ,symetrycznosci” figury (figure
bardzo symetryczna mozna nakladaé na siebie na wiele sposobéw). Jesli G

jest zbiorem nieskonczonym to rzG = oo.
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Przyktady

P.25 Trojkat réwnoboczny A posiada sze$é symetrii: trzy odbicia wzgledem
trzech osi symetrii oraz trzy obroty o srodku w przecigciu osi symetrii, o
katy 120°, 240°, 360°. Natomiast tréjkat réwnoboczny A’ z dorysowany-
mi elementami w wierzchotkach (Rys.3.1) posiada tylko trzy symetrie:
Q(A) = {I,08°,0%10} .

Rys. 3.1. Zbiér symetrii figury A’: Q(A') = {I,08°,0%*°}

P.26 Rzad grupy symetrii kota jest nieskonczony poniewaz grupa ta posia-
da nieskoniczenie wiele osi symetrii — w tym takze nieskonczenie wiele

obrotow.

Symetrie figury skonczonej tworza tylko odbicia i obroty (w tym tozsamosé
jako obroét o kat 360°). Na plaszczyznie wyrdzniamy dwie grupy symetrii figury

skonczonej (ograniczonej):

360
1. grupa cykliczna obrotéow C,, = <O A >

C,={I},Cy = {1,0280 =Ha},C5 = {1,011420,012440 )
Cy={I, 0%070114807012470}7

360 5360 3360 (n—1)360
Cn:{I,OAn ,OAH,OATL,...,OA n 5
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360
2. grupa diedralna wszystkich symetrii n-katéw foremnych D,, = <O a R1>
Dy ={I,R},
Dy ={I,08° = Hs,R1,R>},

Dy ={I,0°,0%° Ry, Ry, R3},
D4 = {I, O%O,0}480,012470,R1,R2,R3,R4},

360 360 360 _1)360
Dn_{I,OA" 04 0% Lol ,Rl,RQ,...,Rn}.

Zauwazmy, ze kazde odbicie mozna otrzymacé ze ztozenia odbicia R; oraz ob-
360

k
rotw: Oy " Ry = Ry, k=1,2,...,n— 1.

Przyktady

P.27 Rozety plaskie sa to plaskie ornamenty, ktorych jedynymi symetriami
sa obroty o ustalonym $érodku lub odbicia (odzwierciedlenia) wzgledem
osi przechodzacych przez ten srodek. Uzupelniajac dang figure tak, aby
posiadata odpowiednia grupe symetrii C,, lub D, zawsze otrzymamy

rozete:

e zwrotna (o grupie symetrii C,,)
lub

e osiowa (o grupie symetrii D),).

Uzupetnié dowolnie figure F' tak — aby nowa figura F byta rozeta o na-
stepujacej grupie symetrii:

(a) C5 o0 érodku A (rysunek wykonaé na siatce tréjkatéw réwnobocznych)
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Rys. 3.2. Figura Fj o grupie symetrii C3 o $rodku A

(b) Cy o $rodku A

Rys. 3.3. Figura F; o grupie symetrii C4 o srodku A

(¢) D4 o srodku A

Poczatkowo uzupetniamy figure F' do figury o grupie symetrii Cy o érod-

ku A. Potem otrzymana figure odbijamy w przyjetych przez nas osiach
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symetrii. Otrzymujemy figure Fi.

Rys. 3.4. Figura F} o grupie symetrii Dy o $rodku A

(d) Cs o srodku A i Dg o srodku A

51
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Rys. 3.5. Figura F o grupie symetrii Cg4 o srodku A i figura Fs o grupie

symetrii Dg o $rodku A

Rys. 3.6. Figura F3 o grupie symetrii D3 o srodku S

52
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(f) Cs o srodku A

£k

Rys. 3.7. Figura Fj o grupie symetrii Cg o srodku A

) Dg o srodku A

%

Rys. 3.8. Figura F) o grupie symetrii Dg o srodku A

(h) D o $rodku A
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F F

Rys. 3.9. Figura F} o grupie symetrii Dy o $rodku A

(i) C4 o $rodku A

D Do

Rys. 3.10. Figura F} o grupie symetrii Cy o érodku A

(j) D4 o érodku A
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Rys. 3.11. Figura F; o grupie symetrii D4 o srodku A

Rozwazane powyzej uzupelnianie nie jest wcale jednoznaczne — mozna wy-

konaé je na rézne sposoby (Rys.3.12 i Rys.3.13):

(k) D3 o srodku A

Rys. 3.12. Figury F; i F> maja grupe symetrii Dy o srodku A

(1) D4 o $rodku A
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Rys. 3.13. Figury F; i F» maja grupe symetrii Dy o Srodku A
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Rozdzial 4
Desen w nieskonczonym pasie

Szukamy izometrii, ktore przeksztalcaja motyw umieszczony w pasie — w pe-
wien powtarzajacy sie wzor (desen) i pozostawiaja nieskoniczony pas w takim
samym potozeniu. Izometrie takie moga by¢ tylko ztozeniem odbi¢ w lustrze
poziomym, bedacym osig symetrii pasa i w lustrach pionowych, prostopadtych
do osi symetrii.

Poniewaz ztozenie parzystej ilosci odbié¢ w lustrach réwnoleglych daje trans-
lacje (dwa lustra réwnolegle) a zlozenie nieparzystej ilosci odbi¢ w lustrach
réwnoleglych daje odbicie (jedno lustro) wiec jedynymi izometriami pozosta-

wiajacymi pas w takim samym potozeniu beda zlozenia odbié:
o w lustrze poziomym (R) (0$ symetrii pasa)
e w dwoéch lustrach pionowych (R;, i =1,2)

Szukamy grup przeksztalcen generowanych przez te odbicia. Desen nie powsta-
nie przeciez przy jednym tylko odbiciu motywu. Obszarem fundamentalnym
nazywamy najmniejszy fragment wzoru, zawierajacy motyw, ktérego trans-
lacja pozwoli otrzymac caly desen. Oczywiscie obszary fundamentalne czesto
nie sa wyznaczone jednoznacznie.

Przez u bedziemy oznaczaé wektor prostopadtly do luster pionowych [y, [o
o dtugosci dwa razy wiekszej, niz odlegtos¢ miedzy lustrami.

Istnieje siedem grup symetrii nieskonczonego pasa ([1])

o7
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Grupy symetrii nieskonczonego pasa generowane przez jedna izo-

metrie:

Niech I'y bedzie grupa generowang przez translacje

u
N = (R} = (T B = a0, 1)) = (T € 2)

MOTYW = OBSZAR FUNDAMENTALNY

____________

<

Rys. 4.1. Nieskoniczony pas o grupie symetrii I'y

Niech I'y bedzie grupa generowana przez odbicie z poslizgiem

Iy = <RR2R1> = {Gl(zk+1)g7T2ku, ke Z}

MOTYW OBSZAR FUNDAMENTALNY

oLt

Rys. 4.2. Nieskonczony pas o grupie symetrii I's. Na rysunku zazna-

czono przykladowy obszar fundamentalny
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Grupy symetrii nieskonnczonego pasa generowane przez dwie izo-

metrie:

Grupa I's jest generowana przez dwa odbicia w lustrach pionowych

I's = (R, Ro) = {R1, R, Tk € Z}

MOTYW OBSZAR FUNDAMENTALNY
: :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
‘ ’ | ‘ ’ ‘ ’ |
1 1
1 1
1 1
1 1
u
I, l,

Rys. 4.3. Nieskonczony pas o grupie symetrii I's. Na rysunku zazna-

czono przykladowy obszar fundamentalny

Grupa I'y jest generowana przez dwa pdélobroty — inaczej dwie symetrie
srodkowe o érodkach A, B

I'y= <RR1,RR2> = {RRl =Hy,RRy = Hp, T3k € Z}

> b b b b

(_ 4 144

__________

4

___________

MOTYW _ OBSZAR FUNDAMENTALNY
u
ll 12

Rys. 4.4. Nieskonczony pas o grupie symetrii I'y

Grupa I's jest generowana przez jedno odbicie w lustrze pionowym i jeden

pétobrét czyli symetrie sSrodkowa;:

Ts = (R, RRo) = { R, Hp, Glop 1) Towu b € 2
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(lub (RRy, Ry) = {RQ,HA,G%,T%ajk € Z})

OBSZAR FUNDAMENTALNY

K | 3 D

()

MOTYW

NF---- -1

______________________

ll 12

<

Rys. 4.5. Nieskonczony pas o grupie symetrii I's = (R, RR). Na ry-

sunku zaznaczono przykladowy obszar fundamentalny

Grupa ['g jest generowana przez jedna translacje i jedno odbicie w lustrze
poziomym

Fﬁ - <R7 R2R1> = {RkaﬂaGéﬁﬂa ke Z}

(_4_ ¢
€ ¢

Rys. 4.6. Nieskonczony pas o grupie symetrii I'g

MOTYW OBSZAR FUNDAMENTALNY

Grupy symetrii nieskonczonego pasa generowane przez trzy izo-

metrie:

Grupa I';7 jest generowana przez jedno odbicie w lustrze poziomym i dwa

odbicia w lustrach pionowych

Tz = (R, Ry, R1) = { R, Ry, R, RRy = Ha, RRy = Hp, Gy, Toi, b € 2}
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Riys. 4.7. Nieskonczony pas o grupie symetrii I';. Na rysunku zazna-

czono przyktadowy obszar fundamentalny

Miedzynarodowe oznaczenia dla symetrii pasa

Kazda grupe symetrii nieskoniczonego pasa w oznaczeniach miedzynarodo-
wych opisuja dwa znaki XY.
Znak X jest:

e litera m jesli w zbiorze generatoréw grupy istnieje odbicie w lustrze

pionowym,

e cyfra 1 jeéli w zbiorze generatorow grupy brak odbicia w lustrze piono-

wym
Znak Y jest:

e litera m jeéli w zbiorze generatoréw grupy istnieje odbicie w lustrze

poziomym,
e literg g jesli w zbiorze generatoréw grupy istnieje odbicie z poslizgiem,

e cyfra 2 jesli w zbiorze generatoréw grupy istnieje symetria srodkowa ale

brak jest odbicia z poslizgiem,

e cyfra 1 jedli nie zachodza powyzsze przypadki.
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Stad uzywane przez nas oznaczenia maja odpowiedniki migdzynarodowe:

'y =(ReRy) =11

'y = (RRaRy) = 1g
I's = (Ry, Ra) = ml

'y = (RRy, RRy) = 12
I's = (RRy, R2) = mg
s = (R, RyRy) = 1m
I'y = (R, R2 R1) = mm

Warto jeszcze przypomnieé polskie nazwy w klasyfikacji nieskonczonych paséw

wprowadzone w pracy [2]:
e pas rytmiczny (o grupie symetrii I'y)
e pas przemienny (o grupie symetrii I'g)
e pas poludnikowy (o grupie symetrii I's)
e pas obrotowy (o grupie symetrii I'y)
e pas falowy (o grupie symetrii I'5)
e pas rownikowy (o grupie symetrii I'g)

e pas krzyzowy (o grupie symetrii I'7)

Przyktady

P.28 Desenn w pasie nie jest jednoznacznie okreslony przez podanie motywu
i oczekiwanej grupy symetrii. Zalezy on bowiem od polozenia motywu
wzgledem ustalonych luster. Niech F' z rysunku (Rys.4.8) bedzie moty-

wem:
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l,

Rys. 4.8. Motyw

Zz

tworzacy desen

Oto przyktadowe desenie w nieskoniczonych pasach — wszystkie o grupie

symetrii I's = (RR;1, Ro), zalezne od polozenia motywu wzgledem pionowych

luster (Rys.4.9)
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Rys. 4.9. Ten sam motyw daje rézne desenie w zaleznosci od swojego
polozenia wzgledem luster — jednak wszystkie pasy maja grupe symetrii

Is

P.29 Uzupetnié pas o zadanych lustrach deseniem o okreélonej grupie symetrii

dla motywu z rysunku Rys.4.8 polozonego odpowiednio wzgledem luster.

(a) grupa symetrii I'y = (RR2R1)

ST
NEICIENE

L

Rys. 4.10. Pas o grupie symetrii I'y

(b) grupa symetrii I'y = (R, Ry, R2)
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Zl 12

Rys. 4.11. Pas o grupie symetrii I'y

(c) grupa symetrii I'y = (RR1, RR2)

RO RIRINDN
NCENCRCECE

ll 12

Rys. 4.12. Pas o grupie symetrii I'y

(d) grupa symetrii I'y = (RR1, RR2)

Rys. 4.13. Pas o grupie symetrii I'y

(e) grupa symetrii I's = (R, RoR1)
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Rys. 4.14. Pas o grupie symetrii I'g

P.30 Nie kazdy motyw nadaje sie do narysowania nieskonczonego ornamentu
danej grupy symetrii. Na przyktad motyw dany na rysunku (Rys.4.15)
przeksztatcony tylko przez zlozenie translacji o wektor w nie utworzy nie-
skonczonego pasa o grupie symetrii I';. Powstanie natomiast pas o grupie
symetrii I'y. Spowodowane to jest symetriag srodkows samego motywu —
powoduje ona, ze desen nie ulega zmianie pod wplywem przeksztalcen

H4 = RiR; i Rs, generujacych grupe I'y pasa.

AAALALAALA

l, L,

<

Rys. 4.15. Pas o grupie symetrii I'y, chociaz desen powstal w wyniku

przesuniecia motywu

Jednak nieznacznie modyfikujac zadany motyw i stosujac tylko przesu-
niecie o wektor % mozna tatwo otrzymadé nieskonczony pas o grupie symetrii

I';(Rys.4.16).
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Rys. 4.16. Pas o grupie symetrii I'; — desen powstal w wyniku tylko

translacji motywu

P.31 Wykorzystujac podany motyw oraz uktad luster narysowaé¢ desenie w

nieskonczonych pasach o nastepujacych grupach symetrii. Zaznaczyé

przyktadowe obszary fundamentalne.

(a) grupa symetrii I's = (Ry, Ra)

__________

Zl 12 OBSZAR FUNDAMENTALNY

Rys. 4.17. Pas o grupie symetrii I's z przykladowo zaznaczonym ob-

szarem fundamentalnym

(b) grupa symetrii I'y = (RR1, RR2)
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___________________

___________________

ll 12 OBSZAR FUNDAMENTALNY

Rys. 4.18. Pas o grupie symetrii I'y

(c¢) grupa symetrii I's = (RRy, R2)

I
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2 OBSZAR FUNDAMENTALNY

Rys. 4.19. Pas o grupie symetrii I's z przykladowo zaznaczonym ob-

szarem fundamentalnym

(d) grupa symetrii I'y = (R, R1, R2)
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___________________________

___________________________

ll 12 OBSZAR FUNDAMENTALNY

Rys. 4.20. Pas o grupie symetrii I'; z przykladowo zaznaczonym ob-

szarem fundamentalnym

(e) grupa symetrii I'y = (RRoR;)

ll 12 OBSZAR FUNDAMENTALNY

Rys. 4.21. Pas o grupie symetrii I'y z przykladowo zaznaczonym ob-

szarem fundamentalnym
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(f) grupa symetrii I's = (RR;, Ro)

___________________________

___________________________

) 5 OBSZAR FUNDAMENTALNY

Rys. 4.22. Pas o grupie symetrii I's = (RR1, R2) z przykladowo zazna-

czonym obszarem fundamentalnym

(g) grupa symetrii 'y = (R, Ry, R2)
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OBSZAR FUNDAMENTALNY

___________________

I, L u

Rys. 4.23. Pas o grupie symetrii I'y = (R, Ry, Ro) z przykladowo za-

znaczonym obszarem fundamentalnym
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