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10 Pola wektorowe. Potoki. Stabilnosé. Uklady
dysypatywne. Atraktory dziwne.

10.1 Pola wektorowe
Zakladamy, ze D C R" jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spojnym).

Polem wektorowym f okreslonym na obszarze D nazywamy przyporzadko-
wanie kazdemu punktowi x € D n-wymiarowego wektora f(x) zaczepionego
w punkcie x. Poniewaz punkt z D jest zadany przez n wspotrzednych, zatem
moze by¢ utozsamiony z uporzadkowang n-tka liczb rzeczywistych. Podob-
nie, wektor mozna tez utozsami¢ z uporzadkowana n-tka liczb rzeczywistych
(wspohrzednych wektora). Zatem pole wektorowe to funkcja wektorowa z D
w R™. Mowimy, ze pole wektorowe f jest ciagle, lokalnie lipschitzowskie, roz-
niczkowalne, klasy C*, itp., gdy funkcja wektorowa f: D — R™ jest ciagtla,
lokalnie lipschitzowska, rézniczkowalna, klasy C*¥, itp.

Niech f: D — R bedzie polem wektorowym. Zatozmy, ze ¢: (o, 3) — D
jest rozwiazaniem ukladu

(UA) x' = f(x)

rownan rozniczkowych. Pochodna tej funkeji w punkcie t € («a, 3), ¢'(t), jest
to wektor f(p(t)). Zatem rozwiazanie uktadu to rozniczkowalna funkcja
wektorowa ¢ taka, ze dla kazdej chwili ¢ pochodna tej funkcji to wektor pola
wektorowego zaczepiony w punkcie bedacym wartoscia tej funkcji w chwili ¢.

Dla pola wektorowego f: D — R”, klasy C*, i punktu x, € D oznaczmy
przez @(+;Xo): (Tmin(Xo0); Tmax(Xo0)) — D nieprzedtuzalne rozwiazanie uktadu
rownan rozniczkowych x” = f(x) spetniajace warunek poczatkowy ¢(0) = xo.
W jezyku p6l wektorowych, odwzorowanie

[(Tmin(X0)7TmaX(X0)) S5t QO(,X()) S D]

nazywamy trajektorig pola wektorowego przechodzaca przez punkt xg € D,
za$ obraz tego odwzorowania to orbita punktu xq (lub krzywa fazowa) pola f
przechodzaca przez punkt x, (niekiedy to odwzorowanie nazywa sie ruchem,
a jego obraz trajektoria).

Ponizej umieszczono kilka ilustracji pot wektorowych (niebieskie) i krzy-
wych fazowych (czerwone).
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Na wstepie wykazemy pomocniczy

Lemat 10.1. Zatozmy, ze £: D — R™ bedzie polem wektorowym klasy C*.
Niech x¢,x1 € D (niekoniecznie rézne) ity € (Tmin(X0), Tmax(X0)) bedag takie,
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ze

p(t1;%0) = X1
Wowczas funkcja przesunieta o(-+1t1;%X0): (Tmin(X0) — t1, Tmax(X0) —t1) — D
jest trajektorig punktu X;.

Dowdd. Zauwazmy, ze zarowno (-;x1) jak i ¢(- + t1;X0) sa nieprzedluzal-
nymi rozwigzaniami zagadnienia poczatkowego

{x' = f(x)
x(0) = x;.

Na podstawie jednoznacznosci nieprzedtuzalnego rozwiazania zagadnienia
poczatkowego odwzorowania te pokrywaja sie. ]

=S

Twierdzenie 10.2. Niech f: D — R"™ bedzie polem wektorowym klasy C*.
Wowczas dla punktu xg € D mogq zachodzié trzy wzajemnie wykluczajgcee sie
przypadki:

(1) Trajektoria punktu xq jest funkcjq statq. (Punkt taki nazywamy punktem
stacjonarnym, punktem réwnowagi lub polozeniem rownowagi.) Punkty
stacjonarne odpowiadajg miejscom zerowym pola wektorowego Xg.

(2) Trajektoria punktu xo jest (niestatq) funkcjq okresowq, o okresie podsta-
wowym T > 0. (Punkt taki nazywamy punktem okresowym dla pola
wektorowego £, a jego orbite nazywamy orbita okresowa.)

(3) Trajektoria punktu xo jest funkcjg réznowartosciowq. (Punkt taki nazy-
wamy punktem nieokresowym dla pola wektorowego f.)

W przypadku (2), oznaczmy przez T okrqg sparamelryzowany w nastepujgcy
sposob:
T = {(cosd,sind) : ¥ € [0,27] }.

Wowczas odwzorowanie
[T > 2z = (cos¥,sind) — cp(%ﬁ,xoﬂ
jest homeomorfizmem okregu T na orbite punktu Xg.

Dowadd. Ustalmy xq € D.

Zalozmy, ze istnieja takie t1,ty € (Tmin(Xo0), Tmax(X0)), e t1 < ty oraz
p(t1;x0) = @(te; X¢) =: x1. Z Lematu wynika, ze odwzorowania ¢(+; Xg)
ip(-+1ty—1t1; %) pokrywaja sie, skad wynika, po pierwsze, ze Tyin(Xg) = —00
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i Tmin(X0) = 00, po drugie, ze jest to funkcja okresowa o okresie (niekoniecznie
podstawowym) to — .
Rozwazmy zbior

G:={teR:p(tx))=x}

Twierdzimy, ze G jest grupa ze wzgledu na dodawanie. To, ze 0 € G, jest
oczywiste. Niech 01,02 € G. Z Lematu[10.1 wynika, ze odwzorowania ¢(+; 1)
i (- + ¥9;x1) pokrywaja sie, w szczegolnodci, p(¥1 + va;x1) = @(¥1;x1) =
x;. Dalej, niech ¥ € G. Z Lematu wynika, ze odwzorowania ¢(;x;) i
@ (- —U;x1), pokrywaja si¢, w szczegolnosei, p(—v;x1) = ¢(0;x1) = x;.

Zbior G jest zbiorem domknietym: istotnie, niech (9¥%)32, C G bedzie
ciagiem zbieznym do t € R. Skoro ¢(Vx;x1) = x; dla kazdego k € N, z
ciagtosci odwzorowania ¢(-;x;) wynika, ze ¢(J%;x1) = X1, zatem t € G.

Korzystamy teraz z wyniku moéwigcego, ze dla domknietej podgrupy G
addytywnej grupy liczb rzeczywistych (R, +,0) zachodza nastepujace trzy
(wzajemnie wykluczajace sie) przypadki:

(i) G=R.
(ii) Istnieje T'> 0 takie, z2e G ={kT : k€ Z}.
(iii) G = {0}.

W przypadku (i), trajektoria jest funkcja stala: ¢(t;x1) = x; dla kazdego
t € R. Ale, zn6w na podstawie jednoznacznosci, ¢(—t1,%x;) = Xp, zatem
X = X1.

Przypadek (iii) jest wykluczony, gdyz z Lematu [10.1]wynika, ze G zawiera
ty — 11 # 0.

W przypadku (ii), z Lematu wynika, ze trajektoria punktu xi, a
zatem i trajektoria punktu xo, jest funkcja okresowa, o okresie T' (zauwazmy,
ze nie wiemy jeszcze, czy T jest okresem podstawowym!). Cheemy stwierdzi¢,
czy odwzorowanie

(10.1) [T > (cosd,sind) — cp(%ﬁ;xo) €D]

jest dobrze okreslone. Jedyny punkt, w ktorym moze cos sie ,psuc”, to (1,0),
odpowiadajacy ¥ = 01 ¢ = 2m. Lecz wtedy ¢(£0;%x0) = ¢(0;%) =
©(T;%0) = (£2m;Xo). Twierdzimy, ze odwzorowanie jest roznowar-
tosciowe. Zalézmy nie wprost, ze 0 < ¥ < ¥y < 27 sg takie, ze Ty =
Uy — 01 < T oraz @(£01;%0) = @(=V2;Xo). Powtarzajac poprzednie ro-
zumowanie dochodzimy do wniosku, ze G = {kT} : k € Z}. Otrzymana
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sprzeczno$¢ pokazuje, ze odwzorowanie (|10.1) jest réznowartosciowe. Przy
okazji otrzymalismy, ze T jest okresem podstawowym.

Cigglos¢ odwzorowania, jest oczywista. Teraz wykorzystujemy zna-
ny fakt z topologii, ze odwzorowanie ciggle i roznowarto$ciowe przestrzeni
metrycznej zwartej jest homeomorfizmem na swoj obraz. (]

Obszar D nazywamy przestrzeniq fazowq, zas rozktad przestrzeni fazowej
na krzywe fazowe to portret fazowy.

10.2 Pola wektorowe zupeine

Pole wektorowe f: D — R", klasy C', nazywamy zupetnym, jezeli kaz-
de rozwiazanie nieprzedtuzalne ukltadu jest okreslone na catej prostej
(—00, 00).

W przypadku, gdy D = R", mamy prosty warunek dostateczny zupetnosci
pola f:

Lemat 10.3. Zaldzmy, ze £: R" — R" jest polem wektorowym klasy C*, dla
ktorego istniejq state A, B > 0 takie, ze ||f(x)|] < A + B||x|| dla kazdego
x € R". Wowczas t jest zupelnym polem wektorowym.

Dowdd. Jest to wniosek z [Twierdzenia 7.2l O

Zalozmy, ze f: U — R™ jest zupelnym polem wektorowym klasy C?.
Dla x¢g € D, oznaczmy przez ¢(-;Xo) (jedyne) rozwigzanie zagadnienia

poczatkowego
x' = f(x)
x(0) = xo.

Na podstawie Twierdzenia Picarda-Lindel6fa (Tw. 6.2)) funkcja powyzsza jest
dobrze okreslona.

Twierdzenie 10.4. Niech f: D — R" bedzie zupetnym polem wektorowym
klasy C*. Wowczas zachodzg nastepujgce wtasnosci:

(i) ¢(0;x0) = Xo, dla kazdego x¢ € D,
(i) @(t;p(s;x0)) = p(t + s;%0) dla wszystkich s,t € R ixg € D,
(iii) ¢(—t;(t;x0)) = x¢ dla wszystkicht € R i xq € D.

Dowdd. Czesé (i) jest oczywista.
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Aby wykaza¢ (ii), ustalmy xo € D i s € R. Wykorzystujac wzor na
pochodng funkcji ztozonej widzimy, ze funkcja wektorowa

[R3>t— @(t+s;%x9) € D]

jest rozwiazaniem uktadu (UA)). Oznaczmy yo := ¢(s;Xo). Funkcja powyzsza
jest zatem rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

{X’ = f(x)
x(0) = o,

zatem, na postawie jednoznacznosci,
p(t + s1x0) = P(t; p(s:%0))
dla wszystkich t € R.
Czesé (iii) jest wnioskiem z (i) i (ii). O
10.3 Definicja potoku (abstrakcyjnego)

Potokiem na przestrzeni metrycznej X nazywamy odwzorowanie ciagte ®: Rx
X — X spekliajace nastepujace warunki:

(1) ©(0,z) = x dla kazdego = € X.
(2) ®(s+t,z) = D(s,P(t,z)) dla wszystkich s,t e Rix € X.
(3) ®(—t,®(t,x)) = x dla wszystkich t e Riz € X.

Dla t € R oznaczmy ®,(-) := ®(¢,-). Warunki (1)—(3) przybieraja teraz
postac:

(1) &g =Idy,
(27) &30P, = Py dla wszystkich s,t € R,

(3") dlakazdego t € R odwzorowanie ®; jest odwracalne, i zachodzi (®;) ™! =
D_,.

7 warunkow (1')—-(3’) wynika nastepujacy fakt:
Odwzorowanie
[R>t~— &, € Hom(X) ]|

jest homomorfizmem grupy (R, +,0) w grupe (Hom(X), o,1dx), gdzie Hom(X)
oznacza zbidr wszystkich homeomorfizmow przestrzent metryczne; X na sie-
bie.
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10.4 Potok fazowy zupelnego pola wektorowego.

Dla zupelnego pola wektorowego f: D — R” klasy C! zdefiniujmy odwzoro-
wanie ®: R x D — D wzorem:

O(t,x) = p(t;x), teR, xeD.

Twierdzenie mowi nam, ze tak zdefiniowane ® spetnia wtasnosci (1), (2)
i (3) potoku na przestrzeni metrycznej D.

Pozostaje jeszcze kwestia ciaglosci odwzorowania ®. Poniewaz rozwia-
zanie zagadnienia poczatkowego otrzymuje sie jako punkt staly pewnego
odwzorowania zwezajacego, idea dowodu cigglej zaleznosci jest dosyé¢ pro-
sta, niemniej sprawdzenie wszystkiego wymaga przeprowadzenia wielu raczej
zmudnych rachunkow.

Otrzymane powyzej odwzorowanie ® nazywamy potokiem generowanym
przez (zupelne) pole wektorowe £, lub potokiem fazowym pola wektorowego

f.

10.5 Klasyfikacja punktéw stacjonarnych dla liniowych
po6l wektorowych na ptlaszczyznie

Rozwazmy liniowe pole wektorowe

(10.2) x' = Ax,

a b
Al
Punkt 0 = col(0, 0) jest punktem stacjonarnym.

Oznaczmy A := (tr A)? — 4 det A.
Na poczatku zatézmy, ze det A # 0.

gdzie x = col(z,y) i

e Przypadek A > 0.

Wowcezas macierz A ma dwie rozne rzeczywiste wartosci wlasne, \; <
Ao. Poprzez odpowiednia zmiane bazy uktad (10.2) mozna sprowadzi¢

do postaci
/ o )\1 O
5 - [ 0 )\2‘| E)

gdzie & = col(&, n), ktorego rozwiazania maja postac

£(t) = creMt, n(t) = coe?t,
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— Podprzypadek A\ < Ay < 0.

Wowczas krzywe fazowe w otoczeniu poczatku uktadu wygladaja
jak na ponizszym rysunku (na tym i dalszych rysunkach, niebie-
skie strzatki oznaczajg wektory pola, czerwone krzywe to ,typowe”
krzywe fazowe, za$ linie w kolorach ziclonyvm i niebieskozielonym
oznaczaja pewne wyroznione krzywe fazowe).

Taki punkt stacjonarny O jest przyktadem wezta stabilnego.

Zauwazmy, ze zmiana wspotrzednych x < £ odpowiada ztozeniu
rozciggniecia w dwoch wzajemnie prostopadtych kierunkach, ob-
rotu i ewentualnie odbicia. Zatem, w wyjsciowych wspétrzednych
wezel stabilny moze wygladac¢ jak na ponizszej ilustracji.
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w
T

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu x’ = [

-2 1/2] N
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— Podprzypadek A\ <0 < A\o.

Wowezas krzywe fazowe w otoczeniu poczatku uktadu wygladaja
jak na ponizszym rysunku.

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu &' = {(1) _(1)} 3

Taki punkt stacjonarny O jest przyktadem siodia.
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— Podprzypadek 0 < A\; < \,.

Wowcezas krzywe fazowe w otoczeniu poczatku uktadu wygladaja
jak na ponizszym rysunku.

0.5F

0.0r

-0.5F

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu &' = [(1] (2)] 13

Taki punkt stacjonarny O jest przyktadem wezta niestabilnego.
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Przypadek A < 0.

Wowcezas macierz A ma zespolone sprezone wartosci wlasne, a+3i, 3 #
0. Poprzez odpowiednia zmiane bazy uktad (10.2]) mozna sprowadzi¢ do

postaci
;| @ B
e-[%, e

ktorego rozwigzania maja, we wspolrzednych biegunowych, postac
r(t) =roe™  @(t) = po + Bt.

— Podprzypadek a < 0.

Wowczas krzywe fazowe w otoczeniu poczatku uktadu wygladaja
jak na ponizszym rysunku.

0.010
0.005 -
0.000 -

-0.005 -

-0.010F AR SN W N A e el

I I I I I
-0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu &' = [_} _ﬂ I3

Taki punkt stacjonarny O jest przyktadem ogniska stabilnego.
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— Podprzypadek a = 0.

Wowczas krzywe fazowe w otoczeniu poczatku uktadu wygladaja
jak na ponizszym rysunku.

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu &' = [:1 _ﬂ I3

Taki punkt stacjonarny 0 jest przyktadem srodka.
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I w wyjsciowych wspotrzednych:

S
|
V)

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu x’ = [ _4} b'¢
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— Podprzypadek a > 0.

Wowczas krzywe fazowe w otoczeniu poczatku uktadu wygladaja
jak na ponizszym rysunku.

0.010 *
0.005 f
0.000 *

-0.005 f

-0.010-

Taki punkt stacjonarny 0 jest przyktadem ogniska niestabilnego.
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e Przypadek A = 0.

Wowczas macierz A ma podwdjng rzeczywista warto$¢ wtasnag A. Po-
przez odpowiednia zmiane bazy uklad (10.2)) mozna sprowadzi¢ do po-

staci _ -
P
5 - _0 )\_ Eu
albo do postaci ) )
&= 10 A 3

W pierwszym przypadku krzywe fazowe wygladaja jak na ponizszym
rysunku.

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykladem wezta zdegenerowanego (sta-
bilnego gdy X\ < 0 i niestabilnego gdy A > 0).
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W drugim przypadku krzywe fazowe wygladaja jak na ponizszym ry-
sunku.

0.5F

0.0F

-0.5F

Pole wektorowe i krzywe fazowe dla uktadu &' = [(1) (1)] 13

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykladem wezta gwiaZdzistego (stabil-
nego gdy A < 0 i niestabilnego gdy A > 0).
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A co sie dzieje, gdy 0 jest warto$cia wtasng macierzy A?
Jesli jest pojedyncza, to poprzez odpowiednia zmiane bazy uktad ((10.2)
mozna sprowadzi¢ do postaci

€= o€
0 0>
gdzie \ # 0. Pole wektorowe wyglada wtedy jak na ponizszym rysunku.
1.0F ——p——a > - - - - - et
—— > - - B T e e e e
— > > - - B e e e e S
— > > - - B e e e e e
o8y B T - - |
——— > - - - - - e
——— > - - - - - e
00 — B> > -~ - - - - -— -
——— > - - - - -
——— > -~ - - - -
———— > -~ - - - - .
05T - > - - e - -
———> > - - - - - -
—— > - - - - - -
-1.0F — P > ~ - - - - -t

I I I I I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Pole wektorowe dla ukladu &' = {_é 8} £

(0§ pionowa zlozona jest z punktoéw stacjonarnych).
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Jesli zas 0 jest podwojna wartodcia wlasna macierzy, to uklad [10.2] albo
sprowadza si¢ do postaci
, o1

i wtedy pole wektorowe wyglada jak na ponizszym rysunku:

I e e e e e e e e =
————
B e R =

e B B B B B B B B P
0.5F

e e e e e e e e e e = > >

B T s T T .

0.0r

-0.5F
- a - - -

- I It It I € It E € €t =

I I I I I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Pole wektorowe dla ukladu &' = [8 (1)] £

(08 pozioma ztozona jest z punktow stacjonarnych),
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albo do postaci
;10 0

i wowczas cala plaszczyzna ztozona jest z punktow stacjonarnych.

10.6 Stabilno$é punktéw stacjonarnych.

W biezacym podrozdziale niech f: D — R™ bedzie polem wektorowym (nie-
koniecznie zupelnym) klasy C! na obszarze D C R"™. Dla xy € D oznaczmy
przez ¢(+;Xg) rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych x' = f(x) spelnia-
jace warunek poczatkowy x(0) = xo.

Przypomnijmy, ze xo € D jest punktem stacjonarnym wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest miejscem zerowym pola wektorowego f (Tw. [10.2)).

Definicja. Mowimy, ze punkt stacjonarny xo € D uktadu x' = f(x) jest
stabilny w sensie Lapunowa [T, gdy dla kazdego ¢ > 0 mozna znalezé takie
d > 0, ze jesli ||x —xg|| < 0 to rozwiazanie ¢ (-;X) jest okreslone (co najmniej)
na przedziale [0, 00), i zachodzi

ll(t;x) — x¢]| < e dla wszystkich ¢t > 0.

Niekiedy w literaturze spotyka sie inne rodzaje stabilnosci, na przyktad
stabilnos¢ w sensie Lagrange’a, stabilnos¢ w sensie Poissona. Jednak, gdy
mowimy po prostu ,stabilno$¢”, rozumiemy przez to stabilnos¢ w sensie La-
punowa.

Definicja. Mowimy, ze punkt stacjonarny xo € D uktadu x’ = f(x) jest
asymptotycznie stabilny, gdy

e jest stabilny w sensie Lapunowa,
oraz

e istnieje takie 0y > 0, ze jesli ||x — Xg|| < do to ||p(t;x) — Xo|| — O przy
t — 0.

Dla asymptotycznie stabilnego punktu stacjonarnego xq zbior tych x € U,
dla ktorych ||¢(t;x) — Xg|| — 0 przy t — oo, nazywamy basenem przycig-
gania punktu xq9. Mozna udowodnié, ze basen przyciggania asymptotycznie
stabilnego punktu stacjonarnego jest zbiorem otwartym.

! Aleksandr Michajlowicz Lapunow (1857 — 1918), matematyk i fizyk rosyjski
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Przyjrzyjmy sie ponizszym definicjom w przypadku jednowymiarowym
(n =1, D to przedzial otwarty 7).

Latwiejsze jest znalezienie warunku réwnowaznego stabilno$ci asympto-
tycznej punktu stacjonarnego xg: istnieje 0 > 0 takie, ze (x — zo)f(z) < 0
dla kazdego x € (xg — 9,20+ 9) \ {zo} (innymi stowy, w pewnym sasiedztwie
punktu xy pole wektorowe jest skierowane w strone tego punktu).

Warunek réwnowazny stabilnosci w sensie Lapunowa jest nieco bardziej
skomplikowany: istnieja ciagi x}, /" xo 1z} \, zo takie, ze (z}, — o) f(z}) <0
i(a) —xo)f(zl) < 0 dla wszystkich k.

Powr6émy teraz do dowolnego n. Dla miejsca zerowego x, € D pola
wektorowego f = col (fi,..., f,) oznaczmy

n

Dr(xo) = | 50

1,j=1

Macierz Df(xq) nazywamy macierzq linearyzacji pola wektorowego f w xg
(inna nazwa to macierz Jacobiego).

Twierdzenie 10.5 (Zasada linearyzowanej stabilnosci). Niech xq bedzie miej-
scem zerowym pola wektorowego £: D — R™ klasy C!.

(i) Jesli wszystkie wartosci wiasne macierzy Df(Xo) majg ujemne czesci
rzeczywiste, to punkt stacjonarny Xo jest asymptotycznie stabilny.

(i) Jesli ktoras z wartosci wtasnych macierzy Df(x0) ma dodatnig czesé
rzeczywistq, to punkl stacjonarny xq nie jest stabilny w sensie Lapuno-
wa.

W przypadku, gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy Df(x¢) maja nie-
dodatnie czesci rzeczywiste, a niektore z nich maja zerowe czesci rzeczywiste,
punkt stacjonarny x, moze by¢ niestabilny, moze by¢ stabilny lecz nie asymp-
totycznie stabilny, moze wreszcie by¢ asymptotycznie stabilny.

10.6.1 Funkcje Lapunowa

Niech x¢ bedzie punktem stacjonarnym dla uktadu x’ = f(x), gdzie f: D —
R™ jest klasy C*.

Definicja. Funkcja V: U — R klasy C!, gdzie U C D jest otoczeniem
punktu xg, jest funkcjg Lapunowa dla xg, jesli

(L1) V(x0) =0,iV(x)>0dlaxe U\ {xo},
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(L2) (VV(x),f(x)) <0dlax e U\ {x0}.
Jesli zamiast (L2) zachodzi mocniejszy warunek
(L2)* (VV(x),f(x)) <0dlax e U\ {xo0},

V nazywamy Scistq funkcjq Lapunowa dla xg.

Zwroémy uwage, ze z warunku (L2) [(L2)*| wynika, ze dla dowolnego
x € U\{x¢} funkcja t — V(¢(t;x)) jest nierosnaca [malejacal, dopoki ¢(t; x)
pozostaje w zbiorze U.

Twierdzenie 10.6 (Twierdzenie Lapunowa o stabilnosci). Niech xq bedzie
punktem stacjonarnym uktadu x' = f(x).

(1) Jesli V: U — R jest funkcjo Lapunowa dla xg, to Xq jest stabilny w
sensie Lapunowa.

(2) Jesli V: U — R jest Scistq funkcjq Lapunowa dla Xo, to xo jest asymp-
totycznie stabilny.

Dowdd. Niech € > 0. Poniewaz € zawsze mozna zmniejszy¢, zalozmy ze jest
ono tak male, ze B(x¢;¢), kula domknicta o §rodku w xo i promieniu &,
jest zawarta w dziedzinie U funkcji Lapunowa V. Oznaczmy przez m kres
dolny zbioru wartosci funkcji V na sferze B(xq;€). Z ciaglosci i dodatniodci
funkcji V' oraz ze zwartosci sfery wynika, ze m jest liczba dodatnia. Niech
d € (0,e) bedzie takie, ze na kuli otwartej B(xq;0) funkcja V' przyjmuje
warto$ci mniejsze niz m/2 (istnienie takiej ¢ wynika z ciaglodci funkcji V' w
Xo).

Wezmy x € U takie, ze ||x — xo|| < d. Z wlasnosci (L2) funkcji Lapu-
nowa wynika, ze V(p(t;x)) < V(x) < m/2 dla kazdego t € [0, Tmax(X)),
o ile p(t;x) € U. Twierdzimy, ze dla kazdego t € [0, Tymax(x)) zachodzi
ll(t;x) — xo|| < e. Istotnie, w przeciwnym przypadku musiataby istnie¢
¥ € (0, Tmax(X)) takie, ze ||p(¥;x) — xo|| = €, czyli V(p(9¥;x)) = m, co
jest niemozliwe. Teraz wystarczy tylko zauwazy¢, ze zbior {p(t;x) : t €
[0, Tmax (X)) } jest zawarty w B(xXg;€) (zbiorze zwartym), zatem, na podsta-
wie twierdzenia o przedtuzaniu rozwiazarn, Tyax(Xx) = oc.

Zalozmy, 7e spelnione jest (L2)*. Ustalmy ¢ > 0 takie, ze B(Xg;¢) jest
zawarta w dziedzinie U funkcji Lapunowa V', i za §; wezmy tak mala licz-
be dodatnia, ze jesli ||x — xo|| < do to ||ep(t;x) — x¢|| < € dla wszystkich
t > 0 (istnienie takiego &y zapewnia nam, juz wykazana, stabilno$¢ w sensie
Lapunowa). Zalo6zmy nie wprost, ze istnieje x, w odlegtosci od x¢ mniejszej
niz g, takie ze lim, .. ||e(t;x) — Xo|| badz nie istnieje badz nie jest rowna
zeru. Ze zwartoéci B(Xo; ) wynika istnienie ciagu (#1,)2,, rozbieznego do oo,
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takiego ze limy_ ¢ (tx;X) = X1 1 X1 # Xo. Ze Scistej monotonicznosci funk-
cji t — V(p(t;x)) i z ciagtosci funkeji V' wynika, ze V(¢p(t;x)) maleje przy
t — oo do V(xy).

Wykorzystujemy teraz wtasnosé, o ktorej nie byto wspomniane przy oka-
zji rozpatrywania rozwigzan, a mianowicie ciqgglq zaleznosé rozwiqzania od
warunkow poczgtkowych. Wynika z niej, ze jesli ¢(tx;x) dazy do xi, to
o(1; p(tr; x)) dazy do ¢(1;x;). Wykorzystujac Lemat wykazujemy, ze
@(1; p(tr; x)) = @(tp+1;x). Lecz daje to sprzecznosé, gdyz V(e (ty+1;x)) —
Vi(x1), za$ V(p(l;x1)) < V(xy).

O

Twierdzenie 10.7. Niech xq bedzie punktem stacjonarnym uktadu x' =
f(x). Zatozmy, ze istnieje funkcja V: U — R, klasy Ct, gdzie U C D jest
otoczeniem punktu Xq, o nastepujgcych wltasnosciach:

® V(X[)) = O,'

o dla kazdego € > 0 istnieje X* takie, Ze ||xo — x*|| < e i V(x*) > 0;

o (VV(x),f(x)) >0 dlaxe U\ {xo}.
Wowczas x¢ nie jest stabilny w sensie Lapunowa.

Funkcje spetniajaca powyzsze warunki nazywamy funkcjq Czetajewalf]

10.7 Bifurkacja HopfaP|

Bedziemy rozwazali rodzine pol wektorowych sparametryzowanych parame-
trem p:
x' = f(x, p).

O bifurkacji mowimy, gdy przy zmianie parametru p, przy pewnej wartosci
zachowanie sie krzywych fazowych pola wektorowego zmienia sie ,skokowo”.

Zalozmy, ze p to parametr rzeczywisty, przyjmujacy (dla ustalenia uwagi)
wartosci z (—¢, €) dla pewnego € > 0. Ponadto, zaktadamy, ze funkcja f: D X
(—&,e) — R" jest (co najmniej) klasy C', gdzie D C R™ to obszar zawierajacy
0, i taka, ze f(0, 1) = 0 dla wszystkich p € (—¢,¢).

2Nikotaj Guriewicz Czetajew (1902 — 1959) (w literaturze anglojezycznej stosowana
jest pisownia Chetaev), rosyjski matematyk i mechanik teoretyk.

3Eberhard Hopf (1902 — 1983), matematyk pochodzenia austriackiego, pracujacy w
Niemczech i Stanach Zjednoczonych, zajmujacy sie glownie teorig rownan roézniczkowych i
teorig ergodyczng; nie myli¢ z Heinzem Hopfem (1894 — 1971), matematykiem niemieckim
(urodzonym w Grabiszynie, wowczas wiosce pod Wroctawiem), zajmujacym sie glownie
topologia.
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Przyktad. Dla n = 1 rozwazmy rodzine
v =+t

e Gdy u < 0, pole wektorowe ma dwa punkty stacjonarne, —/—pu (asymp-
totycznie stabilny), i /—p (niestabilny);

e gdy 1 = 0, pole wektorowe ma jeden punkt stacjonarny, 0 (niestabilny);
e gdy > 0, pole wektorowe nie ma punktéw stacjonarnych.

1 = 0 nazywamy punktem bifurkacji: przy zmianie i z ujemnych na dodatnie
portret fazowy zmienia sie.
Jest to przyktad bifurkacyi typu siodlo—wezet.

Przyktad. Dla n = 1 rozwazmy rodzine
t = px — .

e Gdy p < 0, pole wektorowe ma jeden, asymptotycznie stabilny, punkt
stacjonarny 0;

e gdy = 0, pole wektorowe ma jeden, asymptotycznie stabilny, punkt
stacjonarny 0;

e gdy p > 0, pole wektorowe ma niestabilny punkt stacjonarny 0, i dwa
asymptotycznie stabilne punkty stacjonarne, +,/pu.

Jest to przyktad (superkrytycznej) bifurkacji typu widly (ang.: (supercri-
tical) pitchfork bifurcation).

Zakladamy, ze f: D x (—¢,¢) — R? jest klasy C*, gdzie D C R? to obszar
zawierajacy 0,1 e > 0.
Nastepnie zakladamy, ze

e f(0,1) =0 dla kazdego u € (—¢,¢),

e macierz Jacobiego Df(0,u) ma, dla kazdego pu € (—¢,¢), zespolone
wartosci wlasne a(p) £ B(p) (bierzemy £(u) > 0),

e a(0)=0,ia(0) >0.
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Jezeli ponadto pewna liczba, bardzo skomplikowana lecz dajaca sie w
praktyce obliczy¢, jest ujemna, to zachodzi superkrytyczna bifurkacja Hopfa
(zwana tez (superkrytyczna) bifurkacja Andronowd} Hopfa, lub Poincarégo—
Andronowa-Hopfa): dla kazdego u < 0 i dostatecznie bliskiego zeru, punkt
stacjonarny 0 jest ogniskiem stabilnym, zas dla kazdego p > 0 i dostatecznie
bliskiego zeru, punkt stacjonarny 0 jest ogniskiem niestabilnym, ,jotoczonym”
przez przyciagajacy cykl graniczny; ponadto, istniejg dodatnie M; < Ms ta-
kie, ze dla kazdego p > 0 dostatecznie bliskiego zeru, cykl graniczny zawiera
sie w pierdcieniu o promieniu wewnetrznym Ki,/z + O(p) i promieniu ze-
wnetrznym Ko, /it 4 O(p).

10.8 Uklady dysypatywne. Atraktory

W niniejszym podrozdziale zakladamy, ze £f: R®" — R" jest polem wektoro-
wym klasy C', majacym nastepujacg wlasnosé

Dla kazdego xo € R" dziedzina nieprzediuzalnego rozwigzania o(-;Xo) za-
gadnienia poczgthowego x' = f(x), x(0) = x, zawiera przedziat [0, 00).

Definicja. Mowimy, ze uktad rownan rozniczkowych x' = f(x) jest dysypa-
tywny, gdy istnieje kula domknieta B(0; Ry) o $rodku w 0 i promieniu Ry > 0
taka, ze dla kazdego zbioru ograniczonego A C R" istnieje T = T(A) > 0
takie, ze p(t; A) C B(0; Ry) dla wszystkich ¢ > T.

Analogicznie mozna méwié¢ o dysypatywnym polu wektorowym.

Fakt 10.8. Zatoimy, ze f: R — R" jest dysypatywnym polem wektorowym
klasy C'. Wowczas zbior

G = N U (s K (0; Ry))

t>0 s>t

(B oznacza domkniecie zbioru B) ma nastepujgce wtasnosci:
(i) G jest zwarty i niepusty,
(ii) G C K(0;Ry),

(i) dla kazdego x € G nieprzedtuzalne rozwigzanie @(-;x) jest okreslone
na (—oo,0), oraz ¢(t;x) € G dla kazdego t € R,

(iv) dla kazdego zbioru ograniczonego U C R™ i kazdego € > 0 istnieje
T =T(U,e) > 0 takie, ze @(t;U) C G(e) dla wszystkich t > T, gdzie
G(e) oznacza zbidr tych wszystkich punktow z R™ ktorych odlegtosé od
G jest mniejsza od €,

4 Aleksandr Aleksandrowicz Andronow (1901 — 1952), fizyk rosyjski.
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Dowdd (fragment). Zauwazmy, ze rodzina zbiorow

t— | J e(s; K(0; Ry))

s>t

jest zstepujaca. W szczegoblnosci, wynika stad, ze

G = () U ¥(s; K(0; Ry)),

t>T s>t

gdzie za T bierzemy T = T(K(0; Ry)) w definicji dysypatywnosci. Mamy
wiec, dla kazdego t > T,

U (s K (0; Ro)) C K (0; Ry),
s>t
co natychmiast daje (ii). Whasnosé (i) wynika z faktu, ze przekroj zstepujacej
rodziny niepustych zbioréw zwartych jest niepusty i zwarty.
Dowody pozostatych czesci, chociaz nie wymagaja zastosowania specjal-
nych pomystow, sa bardzo techniczne, i dlatego je tu pomijamy.
O

Zajmijmy sie pewnym wnioskiem z wlasnosci (iii). Mianowicie, zdefiniuj-

my odwzorowanie ®: R x G — G jako ®(t,x) := ¢(t;x). Odwzorowanie to
jest potokiem na G (pomimo, ze pole wektorowe nie musi by¢ zupelne)

Definicja. Mowimy, ze zbior A C G jest niezmienniczy, gdy dla kazdego
t € R zachodzi ®,(A) = A.
W szczegdlnodci, zbior G jest niezmienniczy.

Definicja. Niepusty zwarty zbior niezmienniczy A C G nazywamy atrak-
torem, gdy istnieje jego otoczenie otwarte U o tej wlasnosci, ze

0 s>t
Niekiedy w definicji atraktora zada sie jeszcze jego nierozktadalnosci, tzn. by
nie istnial jego podzbiér wlasciwy o tych wtasnosciach.

Przyktadem atraktora jest A = {x¢}, gdzie xq jest asymptotycznie sta-
bilnym punktem stacjonarnym.

Atraktorem dziwnym nazywamy atraktor, ktérego n-wymiarowa miara
Lebesgue’a jest rowna zeru, lecz ktorego wymiar Hausdorffa jest utamkowy.

Z pojeciem atraktora dziwnego wigze sie pojecie chaosu.
Zwykle méwimy, ze na zwartym zbiorze niezmienniczym A C G wystepuje
chaos, gdy spelnione sa nastepujace trzy warunki:
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e Zbior punktow okresowych w A jest gesty w A;

e Istnieje takie r > 0, ze dla kazdego x € Aikazdego ¢ > 0 mozna znalezé
takie y € A, ze ||x —y| < e, lecz ||(t;x) — p(t;y)|| > r dla pewnego
t >0 (jest to tzw. czula zaleznosé od warunkdéw poczqtkowych);

e Istnieje X € A o tej whasnosci, ze zbior { p(t;X) : t € R} jest gesty w
A (jest to tzw. topologiczna tranzytyuwnosc).

Jest to tylko jedna z wielu (nier6wnowaznych!) definicji chaosu.

10.9 Uklad Lorenza

Uktadem rownan rézniczkowych Lorenza nazywamy uktad

v =oly—x)
(ULor) y =pr—y—uxz
2= —bz + xy,

gdzie (x,y,2) € R?, zas o, p i b sa parametrami dodatnimi.

Uklad zostal wprowadzony przez Edwarda N. Lorenza | w pracy
Deterministic nonperiodic flow, Journal of the Atmospheric Sciences 20(3)
(1963), 130-141.

Jest on uktadem dysypatywnym. Ponadto, zbi6ér G ma tréjwymiarows
miare Lebesgue’a rowng zeru.

Badania numeryczne wskazywaly na chaotyczne zachowanie sie na zbiorze
G (atraktorze Lorenza), dla pewnych wartodci parametrow (na przyklad, dla
o =10,b=238/31 p=28). Przez dtugi czas jednak nie udalo sie wykazaé¢ w
sposoOb Scisty, ze atraktor ten jest atraktorem dziwnym.

Dopiero na poczatku obecnego stulecia Warwick Tucker Ff] udowodnil to
(w swojej rozprawie doktorskiej), wykorzystujac miedzy innymi rachunek in-
terwalowy (zaanonsowane w 2001, pelny dowod w A rigorous ODE solver
and Smale’s 14th problem, Foundations of Computational Mathematics 2(1)
(2002), 53-117).

SEdward Norton Lorenz (1917 — 2008), matematyk i meteorolog amerykariski.
6Warwick Tucker (ur. 1970), matematyk pochodzenia australijskiego, obecnie w Szwe-
cji.
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