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10 Pola wektorowe. Potoki. Stabilno±¢. Ukªady

dysypatywne. Atraktory dziwne.

10.1 Pola wektorowe

Zakªadamy, »e D ⊂ Rn jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spójnym).

Polem wektorowym f okre±lonym na obszarzeD nazywamy przyporz¡dko-
wanie ka»demu punktowi x ∈ D n-wymiarowego wektora f(x) zaczepionego
w punkcie x. Poniewa» punkt z D jest zadany przez n wspóªrz¦dnych, zatem
mo»e by¢ uto»samiony z uporz¡dkowan¡ n-tk¡ liczb rzeczywistych. Podob-
nie, wektor mo»na te» uto»sami¢ z uporz¡dkowan¡ n-tk¡ liczb rzeczywistych
(wspóªrz¦dnych wektora). Zatem pole wektorowe to funkcja wektorowa z D
w Rn. Mówimy, »e pole wektorowe f jest ci¡gªe, lokalnie lipschitzowskie, ró»-
niczkowalne, klasy Ck, itp., gdy funkcja wektorowa f : D → Rn jest ci¡gªa,
lokalnie lipschitzowska, ró»niczkowalna, klasy Ck, itp.

Niech f : D → R b¦dzie polem wektorowym. Zaªó»my, »e ϕ : (α, β)→ D
jest rozwi¡zaniem ukªadu

(UA) x′ = f(x)

równa« ró»niczkowych. Pochodna tej funkcji w punkcie t ∈ (α, β), ϕ′(t), jest
to wektor f(ϕ(t)). Zatem rozwi¡zanie ukªadu (UA) to ró»niczkowalna funkcja
wektorowa ϕ taka, »e dla ka»dej chwili t pochodna tej funkcji to wektor pola
wektorowego zaczepiony w punkcie b¦d¡cym warto±ci¡ tej funkcji w chwili t.

Dla pola wektorowego f : D → Rn, klasy C1, i punktu x0 ∈ D oznaczmy
przez ϕ(·;x0) : (τmin(x0), τmax(x0))→ D nieprzedªu»alne rozwi¡zanie ukªadu
równa« ró»niczkowych x′ = f(x) speªniaj¡ce warunek pocz¡tkowy ϕ(0) = x0.
W j¦zyku pól wektorowych, odwzorowanie

[ (τmin(x0), τmax(x0)) 3 t 7→ ϕ(·;x0) ∈ D ]

nazywamy trajektori¡ pola wektorowego przechodz¡c¡ przez punkt x0 ∈ D,
za± obraz tego odwzorowania to orbita punktu x0 (lub krzywa fazowa) pola f
przechodz¡ca przez punkt x0 (niekiedy to odwzorowanie nazywa sie ruchem,
a jego obraz trajektori¡).

Poni»ej umieszczono kilka ilustracji póª wektorowych (niebieskie) i krzy-
wych fazowych (czerwone).
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Na wst¦pie wyka»emy pomocniczy

Lemat 10.1. Zaªó»my, »e f : D → Rn b¦dzie polem wektorowym klasy C1.
Niech x0,x1 ∈ D (niekoniecznie ró»ne) i t1 ∈ (τmin(x0), τmax(x0)) b¦d¡ takie,
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»e
ϕ(t1;x0) = x1.

Wówczas funkcja przesuni¦ta ϕ(·+ t1;x0) : (τmin(x0)− t1, τmax(x0)− t1)→ D
jest trajektori¡ punktu x1.

Dowód. Zauwa»my, »e zarówno ϕ(·;x1) jak i ϕ(· + t1;x0) s¡ nieprzedªu»al-
nymi rozwi¡zaniami zagadnienia pocz¡tkowegox′ = f(x)x(0) = x1.

Na podstawie jednoznaczno±ci nieprzedªu»alnego rozwi¡zania zagadnienia
pocz¡tkowego odwzorowania te pokrywaj¡ si¦.

Twierdzenie 10.2. Niech f : D → Rn b¦dzie polem wektorowym klasy C1.
Wówczas dla punktu x0 ∈ D mog¡ zachodzi¢ trzy wzajemnie wykluczaj¡ce sie
przypadki:

(1) Trajektoria punktu x0 jest funkcj¡ staª¡. (Punkt taki nazywamy punktem
stacjonarnym, punktem równowagi lub poªo»eniem równowagi.) Punkty
stacjonarne odpowiadaj¡ miejscom zerowym pola wektorowego x0.

(2) Trajektoria punktu x0 jest (niestaª¡) funkcj¡ okresow¡, o okresie podsta-
wowym T > 0. (Punkt taki nazywamy punktem okresowym dla pola
wektorowego f , a jego orbit¦ nazywamy orbit¡ okresow¡.)

(3) Trajektoria punktu x0 jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡. (Punkt taki nazy-
wamy punktem nieokresowym dla pola wektorowego f .)

W przypadku (2), oznaczmy przez T okr¡g sparametryzowany w nast¦puj¡cy
sposób:

T = { (cosϑ, sinϑ) : ϑ ∈ [0, 2π] }.

Wówczas odwzorowanie

[T 3 z = (cosϑ, sinϑ) 7→ ϕ
(
T
2πϑ,x0

)
]

jest homeomor�zmem okr¦gu T na orbit¦ punktu x0.

Dowód. Ustalmy x0 ∈ D.
Zaªó»my, »e istniej¡ takie t1, t2 ∈ (τmin(x0), τmax(x0)), »e t1 < t2 oraz

ϕ(t1;x0) = ϕ(t2;x0) =: x1. Z Lematu 10.1 wynika, »e odwzorowania ϕ(·;x0)
i ϕ(·+t2−t1;x0) pokrywaj¡ si¦, sk¡d wynika, po pierwsze, »e τmin(x0) = −∞
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i τmin(x0) =∞, po drugie, »e jest to funkcja okresowa o okresie (niekoniecznie
podstawowym) t2 − t1.

Rozwa»my zbiór

G := { t ∈ R : ϕ(t;x1) = x1 }.

Twierdzimy, »e G jest grup¡ ze wzgl¦du na dodawanie. To, »e 0 ∈ G, jest
oczywiste. Niech ϑ1, ϑ2 ∈ G. Z Lematu 10.1 wynika, »e odwzorowania ϕ(·;x1)
i ϕ(· + ϑ2;x1) pokrywaj¡ si¦, w szczególno±ci, ϕ(ϑ1 + ϑ2;x1) = ϕ(ϑ1;x1) =
x1. Dalej, niech ϑ ∈ G. Z Lematu 10.1 wynika, »e odwzorowania ϕ(·;x1) i
ϕ(· − ϑ;x1), pokrywaj¡ si¦, w szczególno±ci, ϕ(−ϑ;x1) = ϕ(0;x1) = x1.

Zbiór G jest zbiorem domkni¦tym: istotnie, niech (ϑk)∞k=1 ⊂ G b¦dzie
ci¡giem zbie»nym do t ∈ R. Skoro ϕ(ϑk;x1) = x1 dla ka»dego k ∈ N, z
ci¡gªo±ci odwzorowania ϕ(·;x1) wynika, »e ϕ(ϑk;x1) = x1, zatem t ∈ G.

Korzystamy teraz z wyniku mówi¡cego, »e dla domkni¦tej podgrupy G
addytywnej grupy liczb rzeczywistych (R,+, 0) zachodz¡ nast¦puj¡ce trzy
(wzajemnie wykluczaj¡ce si¦) przypadki:

(i) G = R.

(ii) Istnieje T > 0 takie, »e G = { kT : k ∈ Z }.

(iii) G = {0}.

W przypadku (i), trajektoria jest funkcj¡ staª¡: ϕ(t;x1) = x1 dla ka»dego
t ∈ R. Ale, znów na podstawie jednoznaczno±ci, ϕ(−t1,x1) = x0, zatem
x0 = x1.

Przypadek (iii) jest wykluczony, gdy» z Lematu 10.1 wynika, »e G zawiera
t2 − t1 6= 0.

W przypadku (ii), z Lematu 10.1 wynika, »e trajektoria punktu x1, a
zatem i trajektoria punktu x0, jest funkcj¡ okresow¡, o okresie T (zauwa»my,
»e nie wiemy jeszcze, czy T jest okresem podstawowym!). Chcemy stwierdzi¢,
czy odwzorowanie

(10.1) [T 3 (cosϑ, sinϑ) 7→ ϕ
(
T
2πϑ;x0

)
∈ D ]

jest dobrze okre±lone. Jedyny punkt, w którym mo»e co± si¦ �psu¢�, to (1, 0),
odpowiadaj¡cy ϑ = 0 i ϑ = 2π. Lecz wtedy ϕ( T2π0;x0) = ϕ(0;x0) =
ϕ(T ;x0) = ϕ( T2π2π;x0). Twierdzimy, »e odwzorowanie (10.1) jest ró»nowar-
to±ciowe. Zaªó»my nie wprost, »e 0 ¬ ϑ1 < ϑ2 ¬ 2π s¡ takie, »e T1 :=
ϑ2 − ϑ1 < T oraz ϕ( T2πϑ1;x0) = ϕ( T2πϑ2;x0). Powtarzaj¡c poprzednie ro-
zumowanie dochodzimy do wniosku, »e G = { kT1 : k ∈ Z }. Otrzymana
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sprzeczno±¢ pokazuje, »e odwzorowanie (10.1) jest ró»nowarto±ciowe. Przy
okazji otrzymali±my, »e T jest okresem podstawowym.

Ci¡gªo±¢ odwzorowania (10.1) jest oczywista. Teraz wykorzystujemy zna-
ny fakt z topologii, »e odwzorowanie ci¡gªe i ró»nowarto±ciowe przestrzeni
metrycznej zwartej jest homeomor�zmem na swój obraz.

Obszar D nazywamy przestrzeni¡ fazow¡, za± rozkªad przestrzeni fazowej
na krzywe fazowe to portret fazowy .

10.2 Pola wektorowe zupeªne

Pole wektorowe f : D → Rn, klasy C1, nazywamy zupeªnym, je»eli ka»-
de rozwi¡zanie nieprzedªu»alne ukªadu (UA) jest okre±lone na caªej prostej
(−∞,∞).

W przypadku, gdyD = Rn, mamy prosty warunek dostateczny zupeªno±ci
pola f :

Lemat 10.3. Zaªó»my, »e f : Rn → Rn jest polem wektorowym klasy C1, dla
którego istniej¡ staªe A,B  0 takie, »e ‖f(x)‖ ¬ A + B‖x‖ dla ka»dego
x ∈ Rn. Wówczas f jest zupeªnym polem wektorowym.

Dowód. Jest to wniosek z Twierdzenia 7.2.

Zaªó»my, »e f : U → Rn jest zupeªnym polem wektorowym klasy C1.
Dla x0 ∈ D, oznaczmy przez ϕ(·;x0) (jedyne) rozwi¡zanie zagadnienia

pocz¡tkowego x′ = f(x)x(0) = x0.

Na podstawie Twierdzenia Picarda�Lindelöfa (Tw. 6.2) funkcja powy»sza jest
dobrze okre±lona.

Twierdzenie 10.4. Niech f : D → Rn b¦dzie zupeªnym polem wektorowym
klasy C1. Wówczas zachodz¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(i) ϕ(0;x0) = x0, dla ka»dego x0 ∈ D,

(ii) ϕ(t;ϕ(s;x0)) = ϕ(t+ s;x0) dla wszystkich s, t ∈ R i x0 ∈ D,

(iii) ϕ(−t;ϕ(t;x0)) = x0 dla wszystkich t ∈ R i x0 ∈ D.

Dowód. Cz¦±¢ (i) jest oczywista.
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Aby wykaza¢ (ii), ustalmy x0 ∈ D i s ∈ R. Wykorzystuj¡c wzór na
pochodn¡ funkcji zªo»onej widzimy, »e funkcja wektorowa

[R 3 t 7→ ϕ(t+ s;x0) ∈ D ]

jest rozwi¡zaniem ukªadu (UA). Oznaczmy y0 := ϕ(s;x0). Funkcja powy»sza
jest zatem rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowegox′ = f(x)x(0) = y0,

zatem, na postawie jednoznaczno±ci,

ϕ(t+ s;x0) = ϕ(t;ϕ(s;x0))

dla wszystkich t ∈ R.
Cz¦±¢ (iii) jest wnioskiem z (i) i (ii).

10.3 De�nicja potoku (abstrakcyjnego)

Potokiem na przestrzeni metrycznejX nazywamy odwzorowanie ci¡gªe Φ: R×
X → X speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

(1) Φ(0, x) = x dla ka»dego x ∈ X.

(2) Φ(s+ t, x) = Φ(s,Φ(t, x)) dla wszystkich s, t ∈ R i x ∈ X.

(3) Φ(−t,Φ(t, x)) = x dla wszystkich t ∈ R i x ∈ X.

Dla t ∈ R oznaczmy Φt(·) := Φ(t, ·). Warunki (1)�(3) przybieraj¡ teraz
posta¢:

(1') Φ0 = IdX ,

(2') Φs ◦ Φt = Φs+t dla wszystkich s, t ∈ R,

(3') dla ka»dego t ∈ R odwzorowanie Φt jest odwracalne, i zachodzi (Φt)−1 =
Φ−t.

Z warunków (1')�(3') wynika nast¦puj¡cy fakt:
Odwzorowanie

[R 3 t 7→ Φt ∈ Hom(X) ]

jest homomor�zmem grupy (R,+, 0) w grup¦ (Hom(X), ◦, IdX), gdzie Hom(X)
oznacza zbiór wszystkich homeomor�zmów przestrzeni metrycznej X na sie-
bie.
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10.4 Potok fazowy zupeªnego pola wektorowego.

Dla zupeªnego pola wektorowego f : D → Rn klasy C1 zde�niujmy odwzoro-
wanie Φ: R×D → D wzorem:

Φ(t,x) := ϕ(t;x), t ∈ R, x ∈ D.

Twierdzenie 10.4 mówi nam, »e tak zde�niowane Φ speªnia wªasno±ci (1), (2)
i (3) potoku na przestrzeni metrycznej D.

Pozostaje jeszcze kwestia ci¡gªo±ci odwzorowania Φ. Poniewa» rozwi¡-
zanie zagadnienia pocz¡tkowego otrzymuje si¦ jako punkt staªy pewnego
odwzorowania zw¦»aj¡cego, idea dowodu ci¡gªej zale»no±ci jest dosy¢ pro-
sta, niemniej sprawdzenie wszystkiego wymaga przeprowadzenia wielu raczej
»mudnych rachunków.

Otrzymane powy»ej odwzorowanie Φ nazywamy potokiem generowanym
przez (zupeªne) pole wektorowe f , lub potokiem fazowym pola wektorowego
f .

10.5 Klasy�kacja punktów stacjonarnych dla liniowych
póª wektorowych na pªaszczy¹nie

Rozwa»my liniowe pole wektorowe

(10.2) x′ = Ax,

gdzie x = col(x, y) i

A =
[
a b
c d

]
.

Punkt 0 = col(0, 0) jest punktem stacjonarnym.
Oznaczmy ∆ := (trA)2 − 4 detA.
Na pocz¡tku zaªó»my, »e detA 6= 0.

• Przypadek ∆ > 0.

Wówczas macierz A ma dwie ró»ne rzeczywiste warto±ci wªasne, λ1 <
λ2. Poprzez odpowiedni¡ zmian¦ bazy ukªad (10.2) mo»na sprowadzi¢
do postaci

ξ′ =
[
λ1 0
0 λ2

]
ξ,

gdzie ξ = col(ξ, η), którego rozwi¡zania maj¡ posta¢

ξ(t) = c1e
λ1t, η(t) = c2e

λ2t.
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� Podprzypadek λ1 < λ2 < 0.

Wówczas krzywe fazowe w otoczeniu pocz¡tku ukªadu wygl¡daj¡
jak na poni»szym rysunku (na tym i dalszych rysunkach, niebie-
skie strzaªki oznaczaj¡ wektory pola, czerwone krzywe to �typowe�
krzywe fazowe, za± linie w kolorach zielonym i niebieskozielonym
oznaczaj¡ pewne wyró»nione krzywe fazowe).
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
[
−2 0
0 −1

]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem w¦zªa stabilnego.

Zauwa»my, »e zmiana wspóªrz¦dnych x ↔ ξ odpowiada zªo»eniu
rozci¡gni¦cia w dwóch wzajemnie prostopadªych kierunkach, ob-
rotu i ewentualnie odbicia. Zatem, w wyj±ciowych wspóªrz¦dnych
w¦zeª stabilny mo»e wygl¡da¢ jak na poni»szej ilustracji.
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� Podprzypadek λ1 < 0 < λ2.

Wówczas krzywe fazowe w otoczeniu pocz¡tku ukªadu wygl¡daj¡
jak na poni»szym rysunku.
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
[
0 −1
1 0

]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem siodªa.
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� Podprzypadek 0 < λ1 < λ2.

Wówczas krzywe fazowe w otoczeniu pocz¡tku ukªadu wygl¡daj¡
jak na poni»szym rysunku.
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
[
1 0
0 2

]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem w¦zªa niestabilnego.
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Przypadek ∆ < 0.

Wówczas macierz Ama zespolone spr¦»one warto±ci wªasne, α±βi, β 6=
0. Poprzez odpowiedni¡ zmian¦ bazy ukªad (10.2) mo»na sprowadzi¢ do
postaci

ξ′ =
[
α β
−β α

]
ξ,

którego rozwi¡zania maj¡, we wspóªrz¦dnych biegunowych, posta¢

r(t) = r0e
αt ϕ(t) = ϕ0 + βt.

� Podprzypadek α < 0.
Wówczas krzywe fazowe w otoczeniu pocz¡tku ukªadu wygl¡daj¡
jak na poni»szym rysunku.
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Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem ogniska stabilnego.
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� Podprzypadek α = 0.
Wówczas krzywe fazowe w otoczeniu pocz¡tku ukªadu wygl¡daj¡
jak na poni»szym rysunku.
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
[
−1 1
−1 −1

]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem ±rodka.
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I w wyj±ciowych wspóªrz¦dnych:
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu x′ =
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2 −2
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x
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� Podprzypadek α > 0.
Wówczas krzywe fazowe w otoczeniu pocz¡tku ukªadu wygl¡daj¡
jak na poni»szym rysunku.
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
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1 1
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]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem ogniska niestabilnego.
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• Przypadek ∆ = 0.

Wówczas macierz A ma podwójn¡ rzeczywist¡ warto±¢ wªasn¡ λ. Po-
przez odpowiedni¡ zmian¦ bazy ukªad (10.2) mo»na sprowadzi¢ do po-
staci

ξ′ =
[
λ 1
0 λ

]
ξ,

albo do postaci

ξ′ =
[
λ 0
0 λ

]
ξ.

W pierwszym przypadku krzywe fazowe wygl¡daj¡ jak na poni»szym
rysunku.
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
[
−1 1
0 −1

]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem w¦zªa zdegenerowanego (sta-
bilnego gdy λ < 0 i niestabilnego gdy λ > 0).
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W drugim przypadku krzywe fazowe wygl¡daj¡ jak na poni»szym ry-
sunku.
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Pole wektorowe i krzywe fazowe dla ukªadu ξ′ =
[
1 0
0 1

]
ξ

Taki punkt stacjonarny 0 jest przykªadem w¦zªa gwia¹dzistego (stabil-
nego gdy λ < 0 i niestabilnego gdy λ > 0).
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A co si¦ dzieje, gdy 0 jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A?
Je±li jest pojedyncz¡, to poprzez odpowiedni¡ zmian¦ bazy ukªad (10.2)

mo»na sprowadzi¢ do postaci

ξ′ =
[
λ 0
0 0

]
ξ,

gdzie λ 6= 0. Pole wektorowe wygl¡da wtedy jak na poni»szym rysunku.
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Pole wektorowe dla ukªadu ξ′ =
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−1 0
0 0

]
ξ

(o± pionowa zªo»ona jest z punktów stacjonarnych).
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Je±li za± 0 jest podwójn¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy, to ukªad 10.2 albo
sprowadza si¦ do postaci

ξ′ =
[
0 1
0 0

]
ξ,

i wtedy pole wektorowe wygl¡da jak na poni»szym rysunku:

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Pole wektorowe dla ukªadu ξ′ =
[
0 1
0 0

]
ξ

(o± pozioma zªo»ona jest z punktów stacjonarnych),
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albo do postaci

ξ′ =
[
0 0
0 0

]
ξ,

i wówczas caªa pªaszczyzna zªo»ona jest z punktów stacjonarnych.

10.6 Stabilno±¢ punktów stacjonarnych.

W bie»¡cym podrozdziale niech f : D → Rn b¦dzie polem wektorowym (nie-
koniecznie zupeªnym) klasy C1 na obszarze D ⊂ Rn. Dla x0 ∈ D oznaczmy
przez ϕ(·;x0) rozwi¡zanie ukªadu równa« ró»niczkowych x′ = f(x) speªnia-
j¡ce warunek pocz¡tkowy x(0) = x0.

Przypomnijmy, »e x0 ∈ D jest punktem stacjonarnym wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest miejscem zerowym pola wektorowego f (Tw. 10.2).

De�nicja. Mówimy, »e punkt stacjonarny x0 ∈ D ukªadu x′ = f(x) jest
stabilny w sensie Lapunowa 1, gdy dla ka»dego ε > 0 mo»na znale¹¢ takie
δ > 0, »e je±li ‖x−x0‖ < δ to rozwi¡zanie ϕ(·;x) jest okre±lone (co najmniej)
na przedziale [0,∞), i zachodzi

‖ϕ(t;x)− x0‖ < ε dla wszystkich t  0.

Niekiedy w literaturze spotyka si¦ inne rodzaje stabilno±ci, na przykªad
stabilno±¢ w sensie Lagrange'a, stabilno±¢ w sensie Poissona. Jednak, gdy
mówimy po prostu �stabilno±¢�, rozumiemy przez to stabilno±¢ w sensie La-
punowa.

De�nicja. Mówimy, »e punkt stacjonarny x0 ∈ D ukªadu x′ = f(x) jest
asymptotycznie stabilny , gdy

• jest stabilny w sensie Lapunowa,

oraz

• istnieje takie δ0 > 0, »e je±li ‖x− x0‖ < δ0 to ‖ϕ(t;x)− x0‖ → 0 przy
t→∞.

Dla asymptotycznie stabilnego punktu stacjonarnego x0 zbiór tych x ∈ U ,
dla których ‖ϕ(t;x) − x0‖ → 0 przy t → ∞, nazywamy basenem przyci¡-
gania punktu x0. Mo»na udowodni¢, »e basen przyci¡gania asymptotycznie
stabilnego punktu stacjonarnego jest zbiorem otwartym.

1Aleksandr Michajªowicz Lapunow (1857 � 1918), matematyk i �zyk rosyjski
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Przyjrzyjmy si¦ poni»szym de�nicjom w przypadku jednowymiarowym
(n = 1, D to przedziaª otwarty I).

�atwiejsze jest znalezienie warunku równowa»nego stabilno±ci asympto-
tycznej punktu stacjonarnego x0: istnieje δ > 0 takie, »e (x − x0)f(x) < 0
dla ka»dego x ∈ (x0− δ, x0+ δ) \ {x0} (innymi sªowy, w pewnym s¡siedztwie
punktu x0 pole wektorowe jest skierowane w stron¦ tego punktu).

Warunek równowa»ny stabilno±ci w sensie Lapunowa jest nieco bardziej
skomplikowany: istniej¡ ci¡gi x′k ↗ x0 i x

′′
k ↘ x0 takie, »e (x′k−x0)f(x′k) ¬ 0

i (x′′k − x0)f(x′′n) ¬ 0 dla wszystkich k.

Powró¢my teraz do dowolnego n. Dla miejsca zerowego x0 ∈ D pola
wektorowego f = col (f1, . . . , fn) oznaczmy

Df(x0) =
[
∂fj
∂xi

(x0)
]n
i,j=1

.

Macierz Df(x0) nazywamy macierz¡ linearyzacji pola wektorowego f w x0
(inna nazwa to macierz Jacobiego).

Twierdzenie 10.5 (Zasada linearyzowanej stabilno±ci). Niech x0 b¦dzie miej-
scem zerowym pola wektorowego f : D → Rn klasy C1.

(i) Je±li wszystkie warto±ci wªasne macierzy Df(x0) maj¡ ujemne cz¦±ci
rzeczywiste, to punkt stacjonarny x0 jest asymptotycznie stabilny.

(ii) Je±li która± z warto±ci wªasnych macierzy Df(x0) ma dodatni¡ cz¦±¢
rzeczywist¡, to punkt stacjonarny x0 nie jest stabilny w sensie Lapuno-
wa.

W przypadku, gdy wszystkie warto±ci wªasne macierzy Df(x0) maj¡ nie-
dodatnie cz¦±ci rzeczywiste, a niektóre z nich maj¡ zerowe cz¦±ci rzeczywiste,
punkt stacjonarny x0 mo»e by¢ niestabilny, mo»e by¢ stabilny lecz nie asymp-
totycznie stabilny, mo»e wreszcie by¢ asymptotycznie stabilny.

10.6.1 Funkcje Lapunowa

Niech x0 b¦dzie punktem stacjonarnym dla ukªadu x′ = f(x), gdzie f : D →
Rn jest klasy C1.

De�nicja. Funkcja V : U → R klasy C1, gdzie U ⊂ D jest otoczeniem
punktu x0, jest funkcj¡ Lapunowa dla x0, je±li

(L1) V (x0) = 0, i V (x) > 0 dla x ∈ U \ {x0},
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(L2) 〈∇V (x), f(x)〉 ¬ 0 dla x ∈ U \ {x0}.

Je±li zamiast (L2) zachodzi mocniejszy warunek

(L2)* 〈∇V (x), f(x)〉 < 0 dla x ∈ U \ {x0},

V nazywamy ±cisª¡ funkcj¡ Lapunowa dla x0.
Zwró¢my uwag¦, »e z warunku (L2) [(L2)*] wynika, »e dla dowolnego

x ∈ U\{x0} funkcja t 7→ V (ϕ(t;x)) jest nierosn¡ca [malej¡ca], dopóki ϕ(t;x)
pozostaje w zbiorze U .

Twierdzenie 10.6 (Twierdzenie Lapunowa o stabilno±ci). Niech x0 b¦dzie
punktem stacjonarnym ukªadu x′ = f(x).

(1) Je±li V : U → R jest funkcj¡ Lapunowa dla x0, to x0 jest stabilny w
sensie Lapunowa.

(2) Je±li V : U → R jest ±cisª¡ funkcj¡ Lapunowa dla x0, to x0 jest asymp-
totycznie stabilny.

Dowód. Niech ε > 0. Poniewa» ε zawsze mo»na zmniejszy¢, zaªó»my »e jest
ono tak maªe, »e B̄(x0; ε), kula domkni¦ta o ±rodku w x0 i promieniu ε,
jest zawarta w dziedzinie U funkcji Lapunowa V . Oznaczmy przez m kres
dolny zbioru warto±ci funkcji V na sferze B̄(x0; ε). Z ci¡gªo±ci i dodatnio±ci
funkcji V oraz ze zwarto±ci sfery wynika, »e m jest liczb¡ dodatni¡. Niech
δ ∈ (0, ε) b¦dzie takie, »e na kuli otwartej B(x0; δ) funkcja V przyjmuje
warto±ci mniejsze ni» m/2 (istnienie takiej δ wynika z ci¡gªo±ci funkcji V w
x0).

We¹my x ∈ U takie, »e ‖x − x0‖ < δ. Z wªasno±ci (L2) funkcji Lapu-
nowa wynika, »e V (ϕ(t;x)) ¬ V (x) ¬ m/2 dla ka»dego t ∈ [0, τmax(x)),
o ile ϕ(t;x) ∈ U . Twierdzimy, »e dla ka»dego t ∈ [0, τmax(x)) zachodzi
‖ϕ(t;x) − x0‖ < ε. Istotnie, w przeciwnym przypadku musiaªaby istnie¢
ϑ ∈ (0, τmax(x)) takie, »e ‖ϕ(ϑ;x) − x0‖ = ε, czyli V (ϕ(ϑ;x))  m, co
jest niemo»liwe. Teraz wystarczy tylko zauwa»y¢, »e zbiór {ϕ(t;x) : t ∈
[0, τmax(x)) } jest zawarty w B̄(x0; ε) (zbiorze zwartym), zatem, na podsta-
wie twierdzenia o przedªu»aniu rozwi¡za«, τmax(x) =∞.

Zaªó»my, »e speªnione jest (L2)*. Ustalmy ε > 0 takie, »e B̄(x0; ε) jest
zawarta w dziedzinie U funkcji Lapunowa V , i za δ0 we¹my tak maª¡ licz-
b¦ dodatni¡, »e je±li ‖x − x0‖ < δ0 to ‖ϕ(t;x) − x0‖ < ε dla wszystkich
t  0 (istnienie takiego δ0 zapewnia nam, ju» wykazana, stabilno±¢ w sensie
Lapunowa). Zaªó»my nie wprost, »e istnieje x, w odlegªo±ci od x0 mniejszej
ni» δ0, takie »e limt→∞‖ϕ(t;x) − x0‖ b¡d¹ nie istnieje b¡d¹ nie jest równa
zeru. Ze zwarto±ci B̄(x0; ε) wynika istnienie ci¡gu (tk)∞k=1, rozbie»nego do∞,
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takiego »e limk→∞ϕ(tk;x) = x1 i x1 6= x0. Ze ±cisªej monotoniczno±ci funk-
cji t 7→ V (ϕ(t;x)) i z ci¡gªo±ci funkcji V wynika, »e V (ϕ(t;x)) maleje przy
t→∞ do V (x1).

Wykorzystujemy teraz wªasno±¢, o której nie byªo wspomniane przy oka-
zji rozpatrywania rozwi¡za«, a mianowicie ci¡gª¡ zale»no±¢ rozwi¡zania od
warunków pocz¡tkowych. Wynika z niej, »e je±li ϕ(tk;x) d¡»y do x1, to
ϕ(1;ϕ(tk;x)) d¡»y do ϕ(1;x1). Wykorzystuj¡c Lemat 10.1 wykazujemy, »e
ϕ(1;ϕ(tk;x)) = ϕ(tk+1;x). Lecz daje to sprzeczno±¢, gdy» V (ϕ(tk+1;x))→
V (x1), za± V (ϕ(1;x1)) < V (x1).

Twierdzenie 10.7. Niech x0 b¦dzie punktem stacjonarnym ukªadu x′ =
f(x). Zaªó»my, »e istnieje funkcja V : U → R, klasy C1, gdzie U ⊂ D jest
otoczeniem punktu x0, o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• V (x0) = 0;

• dla ka»dego ε > 0 istnieje x∗ takie, »e ‖x0 − x∗‖ < ε i V (x∗) > 0;

• 〈∇V (x), f(x)〉 > 0 dla x ∈ U \ {x0}.

Wówczas x0 nie jest stabilny w sensie Lapunowa.

Funkcj¦ speªniaj¡c¡ powy»sze warunki nazywamy funkcj¡ Czetajewa.2

10.7 Bifurkacja Hopfa3

B¦dziemy rozwa»ali rodzin¦ pól wektorowych sparametryzowanych parame-
trem µ:

x′ = f(x, µ).

O bifurkacji mówimy, gdy przy zmianie parametru µ, przy pewnej warto±ci
zachowanie si¦ krzywych fazowych pola wektorowego zmienia si¦ �skokowo�.

Zaªó»my, »e µ to parametr rzeczywisty, przyjmuj¡cy (dla ustalenia uwagi)
warto±ci z (−ε, ε) dla pewnego ε > 0. Ponadto, zakªadamy, »e funkcja f : D×
(−ε, ε)→ Rn jest (co najmniej) klasy C1, gdzieD ⊂ Rn to obszar zawieraj¡cy
0, i taka, »e f(0, µ) = 0 dla wszystkich µ ∈ (−ε, ε).

2Nikoªaj Guriewicz Czetajew (1902 � 1959) (w literaturze angloj¦zycznej stosowana
jest pisownia Chetaev), rosyjski matematyk i mechanik teoretyk.

3Eberhard Hopf (1902 � 1983), matematyk pochodzenia austriackiego, pracuj¡cy w
Niemczech i Stanach Zjednoczonych, zajmuj¡cy si¦ gªównie teori¡ równa« ró»niczkowych i
teori¡ ergodyczn¡; nie myli¢ z Heinzem Hopfem (1894 � 1971), matematykiem niemieckim
(urodzonym w Grabiszynie, wówczas wiosce pod Wrocªawiem), zajmuj¡cym sie gªównie
topologi¡.
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Przykªad. Dla n = 1 rozwa»my rodzin¦

x′ = µ+ x2.

• Gdy µ < 0, pole wektorowe ma dwa punkty stacjonarne,−
√
−µ (asymp-

totycznie stabilny), i
√
−µ (niestabilny);

• gdy µ = 0, pole wektorowe ma jeden punkt stacjonarny, 0 (niestabilny);

• gdy µ > 0, pole wektorowe nie ma punktów stacjonarnych.

µ = 0 nazywamy punktem bifurkacji : przy zmianie µ z ujemnych na dodatnie
portret fazowy zmienia si¦.

Jest to przykªad bifurkacji typu siodªo�w¦zeª .

Przykªad. Dla n = 1 rozwa»my rodzin¦

x′ = µx− x3.

• Gdy µ < 0, pole wektorowe ma jeden, asymptotycznie stabilny, punkt
stacjonarny 0;

• gdy µ = 0, pole wektorowe ma jeden, asymptotycznie stabilny, punkt
stacjonarny 0;

• gdy µ > 0, pole wektorowe ma niestabilny punkt stacjonarny 0, i dwa
asymptotycznie stabilne punkty stacjonarne, ±√µ.

Jest to przykªad (superkrytycznej ) bifurkacji typu widªy (ang.: (supercri-
tical) pitchfork bifurcation).

Zakªadamy, »e f : D×(−ε, ε)→ R2 jest klasy C4, gdzie D ⊂ R2 to obszar
zawieraj¡cy 0, i ε > 0.

Nast¦pnie zakªadamy, »e

• f(0, µ) = 0 dla ka»dego µ ∈ (−ε, ε),

• macierz Jacobiego Df(0, µ) ma, dla ka»dego µ ∈ (−ε, ε), zespolone
warto±ci wªasne α(µ)± β(µ) (bierzemy β(µ) > 0),

• α(0) = 0, i α′(0) > 0.
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Je»eli ponadto pewna liczba, bardzo skomplikowana lecz daj¡ca si¦ w
praktyce obliczy¢, jest ujemna, to zachodzi superkrytyczna bifurkacja Hopfa
(zwana te» (superkrytyczn¡) bifurkacj¡ Andronowa4�Hopfa, lub Poincarégo�
Andronowa�Hopfa): dla ka»dego µ < 0 i dostatecznie bliskiego zeru, punkt
stacjonarny 0 jest ogniskiem stabilnym, za± dla ka»dego µ > 0 i dostatecznie
bliskiego zeru, punkt stacjonarny 0 jest ogniskiem niestabilnym, �otoczonym�
przez przyci¡gaj¡cy cykl graniczny; ponadto, istniej¡ dodatnie M1 < M2 ta-
kie, »e dla ka»dego µ > 0 dostatecznie bliskiego zeru, cykl graniczny zawiera
sie w pier±cieniu o promieniu wewn¦trznym K1

√
µ + O(µ) i promieniu ze-

wn¦trznym K2
√
µ+O(µ).

10.8 Ukªady dysypatywne. Atraktory

W niniejszym podrozdziale zakªadamy, »e f : Rn → Rn jest polem wektoro-
wym klasy C1, maj¡cym nast¦puj¡c¡ wªasno±¢

Dla ka»dego x0 ∈ Rn dziedzina nieprzedªu»alnego rozwi¡zania ϕ(·;x0) za-
gadnienia pocz¡tkowego x′ = f(x), x(0) = x0, zawiera przedziaª [0,∞).

De�nicja.Mówimy, »e ukªad równa« ró»niczkowych x′ = f(x) jest dysypa-
tywny , gdy istnieje kula domkni¦ta B̄(0;R0) o ±rodku w 0 i promieniu R0 > 0
taka, »e dla ka»dego zbioru ograniczonego A ⊂ Rn istnieje T = T (A)  0
takie, »e ϕ(t;A) ⊂ B̄(0;R0) dla wszystkich t  T .

Analogicznie mo»na mówi¢ o dysypatywnym polu wektorowym.

Fakt 10.8. Zaªó»my, »e f : Rn → Rn jest dysypatywnym polem wektorowym
klasy C1. Wówczas zbiór

G :=
⋂
t0

⋃
st
ϕ(s;K(0;R0))

(B oznacza domkni¦cie zbioru B) ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(i) G jest zwarty i niepusty,

(ii) G ⊂ K(0;R0),

(iii) dla ka»dego x ∈ G nieprzedªu»alne rozwi¡zanie ϕ(·;x) jest okre±lone
na (−∞,∞), oraz ϕ(t;x) ∈ G dla ka»dego t ∈ R,

(iv) dla ka»dego zbioru ograniczonego U ⊂ Rn i ka»dego ε > 0 istnieje
T = T (U, ε)  0 takie, »e ϕ(t;U) ⊂ G(ε) dla wszystkich t  T , gdzie
G(ε) oznacza zbiór tych wszystkich punktów z Rn których odlegªo±¢ od
G jest mniejsza od ε,

4Aleksandr Aleksandrowicz Andronow (1901 � 1952), �zyk rosyjski.
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Dowód (fragment). Zauwa»my, »e rodzina zbiorów

t 7→
⋃
st
ϕ(s;K(0;R0))

jest zst¦puj¡ca. W szczególno±ci, wynika st¡d, »e

G =
⋂
tT

⋃
st
ϕ(s;K(0;R0)),

gdzie za T bierzemy T = T (K(0;R0)) w de�nicji dysypatywno±ci. Mamy
wi¦c, dla ka»dego t  T ,⋃

st
ϕ(s;K(0;R0)) ⊂ K(0;R0),

co natychmiast daje (ii). Wªasno±¢ (i) wynika z faktu, »e przekrój zst¦puj¡cej
rodziny niepustych zbiorów zwartych jest niepusty i zwarty.

Dowody pozostaªych cz¦±ci, chocia» nie wymagaj¡ zastosowania specjal-
nych pomysªów, s¡ bardzo techniczne, i dlatego je tu pomijamy.

Zajmijmy si¦ pewnym wnioskiem z wªasno±ci (iii). Mianowicie, zde�niuj-
my odwzorowanie Φ: R × G → G jako Φ(t,x) := ϕ(t;x). Odwzorowanie to
jest potokiem na G (pomimo, »e pole wektorowe nie musi by¢ zupeªne)

De�nicja. Mówimy, »e zbiór A ⊂ G jest niezmienniczy , gdy dla ka»dego
t ∈ R zachodzi Φt(A) = A.

W szczególno±ci, zbiór G jest niezmienniczy.

De�nicja. Niepusty zwarty zbiór niezmienniczy A ⊂ G nazywamy atrak-
torem, gdy istnieje jego otoczenie otwarte U o tej wªasno±ci, »e

A =
⋂
t0

⋃
st

Φs(U).

Niekiedy w de�nicji atraktora »¡da sie jeszcze jego nierozkªadalno±ci , tzn. by
nie istniaª jego podzbiór wªa±ciwy o tych wªasno±ciach.

Przykªadem atraktora jest A = {x0}, gdzie x0 jest asymptotycznie sta-
bilnym punktem stacjonarnym.

Atraktorem dziwnym nazywamy atraktor, którego n-wymiarowa miara
Lebesgue'a jest równa zeru, lecz którego wymiar Hausdor�a jest uªamkowy.

Z poj¦ciem atraktora dziwnego wi¡»e sie pojecie chaosu.
Zwykle mówimy, »e na zwartym zbiorze niezmienniczym A ⊂ G wyst¦puje

chaos , gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce trzy warunki:
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• Zbiór punktów okresowych w A jest g¦sty w A;

• Istnieje takie r > 0, »e dla ka»dego x ∈ A i ka»dego ε > 0 mo»na znale¹¢
takie y ∈ A, »e ‖x− y‖ < ε, lecz ‖ϕ(t;x)− ϕ(t;y)‖ > r dla pewnego
t > 0 (jest to tzw. czuªa zale»no±¢ od warunków pocz¡tkowych);

• Istnieje x̂ ∈ A o tej wªasno±ci, »e zbiór {ϕ(t; x̂) : t ∈ R } jest g¦sty w
A (jest to tzw. topologiczna tranzytywno±¢).

Jest to tylko jedna z wielu (nierównowa»nych!) de�nicji chaosu.

10.9 Ukªad Lorenza

Ukªadem równa« ró»niczkowych Lorenza nazywamy ukªad

(ULor)


x′ = σ(y − x)
y′ = ρx− y − xz
z′ = −bz + xy,

gdzie (x, y, z) ∈ R3, za± σ, ρ i b s¡ parametrami dodatnimi.
Ukªad (ULor) zostaª wprowadzony przez Edwarda N. Lorenza 5 w pracy

Deterministic nonperiodic �ow , Journal of the Atmospheric Sciences 20(3)
(1963), 130�141.

Jest on ukªadem dysypatywnym. Ponadto, zbiór G ma trójwymiarow¡
miar¦ Lebesgue'a równ¡ zeru.

Badania numeryczne wskazywaªy na chaotyczne zachowanie si¦ na zbiorze
G (atraktorze Lorenza), dla pewnych warto±ci parametrów (na przykªad, dla
σ = 10, b = 8/3 i ρ = 28). Przez dªugi czas jednak nie udaªo si¦ wykaza¢ w
sposób ±cisªy, »e atraktor ten jest atraktorem dziwnym.

Dopiero na pocz¡tku obecnego stulecia Warwick Tucker 6 udowodniª to
(w swojej rozprawie doktorskiej), wykorzystuj¡c mi¦dzy innymi rachunek in-
terwaªowy (zaanonsowane w 2001, peªny dowód w A rigorous ODE solver
and Smale's 14th problem, Foundations of Computational Mathematics 2(1)
(2002), 53�117).

5Edward Norton Lorenz (1917 � 2008), matematyk i meteorolog ameryka«ski.
6Warwick Tucker (ur. 1970), matematyk pochodzenia australijskiego, obecnie w Szwe-

cji.
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