Symulacje Komputerowe
Lista Zadan

1 Tydzien I. Zadania wprowadzajace.

Funkcja random() w Pythonie generuje liczbg pseudolosowa z rozktadu jednostaj-
nego U(0,1). Oznacza to, ze liczbe z przedziatu [a,b], 0 < a < b < 1 wylosujemy
z prawdopodobieristwem b — a. Jesli X jest zmienna losowa z rozktadu U(0,1), to
A+ B-X jest zmienng losowa z rozktadu U(A,B+A).

Zmienna losowa z rozktadu dyskretnego przyjmuje przeliczalng liczbg wartosci
X1,X2,.... Kazdej z tych warto$ci mozemy przypisa¢ okre§lone prawdopodobienstwo:
P (X = x,-) = Di.

Zmienne losowe dyskretne mozna tatwo wygererowad, jesli mamy do dyspozycji
zmienng losowa z rozktadu jednostajnego. Przyktadowo rzut symetryczna moneta mo-
zemy symulowaé w nastgpujacy sposob:

1. Losujemy zmienng losowa X z rozktadu U(0, 1)
2. jesli X > 0.5, to zwracamy O. W przeciwnym wypadku zwracamy R.

Na pierwszych zajeciach zajmiemy si¢ podstawami metody Monte-Carlo i implemen-
tacja podstawowych narzedzi.

Zadanie 1

e (2 pkt) Grzes i Jas rzucaja moneta do czasu, az w trzech ostatnich rzutach po-
jawi sig sekwencja OOR (wygrywa Ja$) lub ORR (wygrywa Grzes). Oszacuj
prawdopodobienstwo zwycigstwa Grzesia.

o (2 pkt) Grzes ma 25 bitcoinéw, a Jas 5 bitcoinéw (grupa srodowa: 5). Przy kazde;j
rozgrywce kazdy z nich stawia jednego bitcoina. Chtopcy graja tak dtugo, az
jeden z nich zbankrutuje. Jakie jest prawdopodobiefistwo bankructwa Grzesia?

e (w domu, 3 pkt) Do gry dolacza si¢ Tosia z 50 bitcoinami i sekwencja RRR.
Jakie teraz sa prawdopodobienistwa zwycigstwa i bankructwa kazdego z graczy?
Czy da si¢ znaleZ¢ takie kapitaly poczatkowe, aby kazdy z graczy rozbijat bank
(doprowadzat do bankructwa pozostatych graczy) z takim samym prawdopodo-
biefistwem?

Zadanie 2 (6 pkt) Dana jest préba losowa X rozmiaru n. Dystrybuanta empiryczna
nazywamy funkcje
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Zaprogramuj funkcje, ktora, przyjmujac jako argumenty X € R" oraz x € R jako wy-
nik zwrdci warto$¢ dystrybuanty empirycznej proby X w punkcie x. Nastgpnie napisz



funkcje, ktéra rysuje wykres dystrybuanty empirycznej (na jakim$ sensownym prze-
dziale - jakie heurystyki wydaja si¢ sensowne?) préby X. Z definicji dystrybuanty em-
pirycznej wynika, ze dystrybuanta empiryczna jest funkcja schodkowa, niemalejaca, w
ktérej *schodki’ wystepuja w punktach x € X i kazdy ze schodkéw ma *wysokos$é’ k/n.

2 Tydzien II. Catkowanie Monte-Carlo. Metoda od-
wracania dystrybuanty.

Zadanie 3 (5 pkt) Napisz funkcje, ktéra dla zadanego przedziatu [a,b], funkcji f i
liczby powtérzen Monte-Carlo N szacuje warto$¢ catki

/ab S(x)dx.

Przetestuj funkcje dla f = sin(x) na przedziale [0,2n], f(x) = ¢* na [0,1] oraz f(x) =

ﬁ na przedziale [—100, 100] (na zajeciach wystarczy jedna z wymienionych funkcji,

pozostate do domu). Uwaga! Trzeba bedzie przekazaé funkcje jako argument.

Zadanie 4 (3 pkt) Napisz funkcje do oszacowywania liczby T metoda Monte-Carlo.
Koto o promieniu 1 wpisujemy w kwadrat o boku 2. Wybieramy losowo, nieza-
leznie kolejnych N punktéw z kwadratu (wspdtrzedna X z rozktadu jednostajnego
U(0,2) i wspétrzedna Y niezaleznie tez z U(0,2)). Liczbg punktéw, ktére znalazty
si¢ w kole oznaczmy przez m. Teraz m/N bedzie dazy¢ do mt/4 (dlaczego?). Zbadaj,
jak szybko ten stosunek zbiega do wartosci granicznej: sporzadZ wykres oszacowa-
nej $redniej réznicy ry = |m/N — /4| w zaleznosci od N: w tym celu dla kazdego
N =10,20,50, 100,200,500, 1000 wykonaj M = 1000 préb Monte-Carlo, aby oszaco-
waé ry. Uzyskane wartosci nanie$ na wykres. Nastepnie sporzadZ ten sam wykres ze
skalg logarytmiczna na wybranej osi.

Zadanie 5 (2 pkt, w domu) Czym rdznig si¢ algorytmy Monte Carlo od algorytméw
Las Vegas? Zaimplementuj algorytm Bogosort (tzw. ,,zwariowane sortowanie”) i me-
toda Monte Carlo oszacuj Sredni czas potrzebny do posortowania tablicy (lub listy)
5-elementowej. W tym celu przyda si¢ funkcja do ’tasowania’ elementéw: w Pythonie
jestto

import random ;
random.shuffle(array)

Zadanie 6 (3 pkt, w domu) W podobny sposéb jak w Zadaniu 4, oszacuj szybko$¢
zbieznosci do prawidtowego wyniku oszacowan funkcji sinx i e* z Zadania 3, tzn. jak
dobre (Srednio) oszacowanie dostajemy dla réznych N i wybranych funkcji? Prawi-
dlowy wynik potrafimy obliczy¢ analitycznie.



Zadanie 7 (2 pkt) Zaprogramuj za pomoca metody odwracania dystrybuanty funkcje
generujace liczby z rozktadéw:

e Exp(A)
o N(u,0%)
e Gamma(a,b)

Wszedzie tam, gdzie potrafimy wyliczy¢ jawne wzory na dystrybuantg odwrotna, ko-
rzystamy z nich. Tam, gdzie si¢ nie da, siggamy po wskazéwki do Internetu (np. funk-
cje norminv, gaminv w Matlabie).

(w domu, 2 pkt) Kazdy napisany generator testujemy, rysujac histogram, gestos$¢
teoretyczna, dystrybuantg empiryczna, dystrybuante teoretyczna, wykres kwantylowy
(QQ-plot) a takze liczac Srednig i wariancjg, i testy zgodnosSci. Poczytaé o najwaz-
niejszych testach zgodnosci. Dla rozktadu normalnego ciekawy artykul mozna znalezé
tutaj: http://smarterpoland.pl/index.php/2013/04/wybrane-testy-normalnoci/

Podsumowanie Wszystkie rozwiazania wysta¢ po skoficzonych zajeciach na adres
jacek.mucha@pwr.edu.pl. Na nastgpnych zajgciach begdziemy si¢ zajmowali genero-
waniem liczb pseudolosowych z ustalonych rozktadéw ciagtych i dyskretnych oraz ich
implementacja. Dla zainteresowanych: przypomnijcie sobie, co to jest zlozono$¢ ob-
liczeniowa. Ponadto przypomnijcie sobie relacje migdzy najwazniejszymi rozktadami
prawdopodobieristwa i o ich wystepowaniu w nauce i technice. Zrédta, np.

1. Wikipedi
2. Tohn D. Cookl

3. R. Magiera, Modele i metody statystyki matematycznej

3 Tydzien II1. Uogdlnienie metody akceptacji-odrzucenia.

Zadanie 8 (3 pkt) Napisa¢ funkcje, ktéra, korzystajac z metody akceptacji-odrzucenia,
generuje zmienng losowa o rozktadzie P(X = 0) = %, PX=1)=PX=3)= 12—0,
P(X=2)=P(X =4)= 55, P(X =5) = P(X = 6) = P(X = 7) = %. Narysowac hi-
stogram i wykres d.e. Funkcja powinna przyjmowac jako argument stownik o kluczu:
warto$¢ zmiennej losowej i wartosci: prawdopodobiefistwo przyjecia tej wartosci.

Zadanie 9 (zadanie dodatkowe, ponadprogramowe, do domu, 7 pkt) Trzy rody rzym-
skie, Fabiusze, Emiliusze i Korneliusze po wygnaniu Tarkwiniusza Pysznego sktadaja
si¢ wylacznie z mp,mg,mg mezczyzn. W kazdym pokoleniu mezczyzna moze miec
do n synéw, ktérzy zapewniajg przedtuzenie rodu. Napisz funkcje, ktéra jako parametr
dostaje liste P = (po, p1,---Pn), gdzie p; oznacza prawdopodobiefistwo posiadania i-
synéw przez jednego mezczyzng, i m (poczatkowa liczba mezczyzn) a ktéra zwraca
oszacowanie prawdopodobienistwa, ze réd o ptodnosci P i liczbie mg¢zczyzn m wyginie
w ciagu T pokolen. Oszacuj prawdopodobiefistwo wyginigcia wymienionych rodéw



dla Pr = (0.4,0.1,0.2,0.3), mg = 3, Pz = (0.3,0.5,0.05,0.05,0.05,0.05), mg = 5,
PK = (05,05), mg = 20.

To zadanie stanowi przyktad tzw. branching process. Podany tu przypadek da sig¢
wyliczy¢ analitycznie za pomoca tzw. funkcji tworzacych.

Zadanie 10 (5 pkt, czyli 1 pkt za kazdy podpunkt) Metoda akceptacji-odrzucenia dla
rozktadéw ciagtych o nos$nikach zwartych.

Napisz funkcje generujace n zmiennych losowych z ponizszych rozktadéw, uzywajac
metody akceptacji-odrzucenia. Zadbaj o wykresy: dystrybuantg teoretyczna, empi-
ryczna, histogram, gestos¢ teoretyczna. Policz takze Srednia i wariancjg.

L f(x)=3(1-x2), x€[0,1],

2. Rozktad tréjkatny f(x) = %, x€la,cl, f(x) = %, x € [c,b],

3. f(x) = S22 na 0,7,
4. f(x) = 3 sin(x) cos?(x) na [0, 7).

5. Rozklad Beta (z zadanymi parametrami)

4 Tydzien IV. Metoda Boxa-Miillera.

Zadanie 11 (4 pkt) Zaimplementuj metod¢ Boxa-Mullera generowania zmiennych
losowych z rozktadu normalnego. Zbadaj zgodnos¢ rozktadu dla préb 10, 100, 10000-
elementowych, uzywajac testu Kotmogorowa-Smirnowa: w Matlabie jest to http://www.mathworks.com/help/stats/kstest
w Pythonie za$ scipy.stats.kstest. Wygeneruj za pomoca funkcji wbudowanej 10-elementowa
prébe X, z rozktadu N(0.5,2) i zbadaj, czy 10-elementowa préba X; wygenerowana za
pomoca metody B-M pochodzi z tego samego rozktadu, co X,. Jak czgsto test K-S od-
rzuca hipotezg o zgodnosci tych rozktadéw z rozkladem normalnym? Przeprowadzié¢
10000 préb dla obu metod.
(w domu, 2 pkt ) O czym méwi wynik testu i jak go nalezy interpretowac? Co to jest
p-warto$¢? Na jakiej statystyce oparty jest ten test? Jakie sg zwiazki Testu K-S z Pod-
stawowym Twierdzeniem Statystyki Matematycznej? Jak uzyc tego testu do badania
zgodnosci rozktadéw dwéch préb losowych? Poczytaé, co ASA sadzi na temat bezkry-
tycznego uzywania p-wartosci (np. tutaj http://amstat.tandfonline.com/doi/pdf/10.1080/00031305.2016.1154108
lub tutaj: http://smarterpoland.pl/index.php/2016/03/publikacja-wyroku-w-sprawie/ ).
Uwaga. Pochodng mozna policzy¢ na kartce albo w Wolframie.

Zadanie 12 (3 pkt) Za pomoca metody odwracania dystrybuanty potrafimy genero-
wac zmienne losowe z rozktadu wyktadniczego. Mozemy wigc zastosowaé metodg
akceptacji-odrzucenia dla pewnej klasy rozktadéw o no$niku [0,e0). Napisaé funkcje
do generowania zmiennych losowych z uogélnionego rozktadu normalnego o gestosci
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(w domu, 1 pkt) Czy, uzywajac rozktadu wyktadniczego, moglibySmy wygenerowac
zmienne losowe z rozktadu Weibulla z parametrem o > 1? Dlaczego?

Zadanie 13 (3 pkt) Metoda Boxa-Mullera wymaga obliczania wartosci funkcji sinx
lub cosx, co znaczaco wydluza obliczenia. Zaimplementuj metode biegunowa Boxa-
Mullera.
success=false ;
while !success do
Vl1=unif(-1,1), V2=unif(-1,1);
R2=V1*V1+V2*V2;
if R2<= 1 then
‘ success=true;
end
end
X=V1*sqrt(-2*1og(R2)/R2);
Y=V2*sqrt(-2*log(R2)/R2);
return (X,Y);
(w domu, 2 pkt) Przetestuj, ktéra metoda dziata szybciej (biegunowa, czy zwykta).
W Matlabie mozesz uzy¢ np.

start=cputime;

//generowanie 1000000 zmiennych ;

end=cputime ;

end-start;

Uwaga! Szybkos¢ dziatania obu metod moze zalezen od szczeg6léw implementa-
cyjnych, od wersji uzywanego jezyka, od rodzaju procesora (niektére procesory moga
mieé¢ wbudowane koprocesory matematyczne przyspieszajace liczenie np. funkcji try-
gonometrycznych).

Narysuj wykres funkcji czasu dziatania (np. w mikrosekundach) obu algorytméw
na Twoim procesorze w zalezno$ci od liczby zmiennych do wygenerowania.

Zadanie 14 (w domu, 4 pkt) Zaimplementuj funkcje, ktéra rysuje wykres kwanty-
lowy préby losowej w odniesieniu do zadanego rozktadu. input: X - préba losowa, F -
rozktad, wzgledem ktérego rysujemy QQ-plot, ... - parametry rozktadu F. Nalezy zde-
cydowad, czy F bedzie funkcja kwantylowa, dystrybuanta, a moze gesto$cia. Funkcja
powinna dziata¢ dla nastgpujacych F: rozktad normalny, rozktad log-normalny, roz-
ktad Gamma, rozktad Pareto, rozktad Poissona, rozktad jednostajny.

Zadanie 15 (dodatkowe, w domu, termin: przed pierwszym sprawozdaniem) Zaim-
plementuj testy normalnoSci wymienione w http://smarterpoland.pl/index.php/2013/04/wybrane-
testy-normalnoci/ (1,5 pkt za kazdy test, +1 pkt za kazdy test, ktéry nie pojawit si¢ w
artykule). Wytlumacz, co to jest moc testu (0,5 pkt). Potrafimy generowaé zmienne
losowe z rozktadéw ciaglych o zadanej gestosci. Przetestuj i poréwnaj czuto$¢ swoich
testow dla préb z rozktadéw o réznego rodzaju odchyleniach od rozktadu normalnego
(innymi stowy nalezy powtdérzy¢ badanie prof. Biecka) - 1 pkt. za kazde sensowne



odstgpstwo od normalnosci, +0.3 pkt za kazde odstgpstwo, ktére nie pojawito si¢ w
artykule. Wskazéwka: w artykule jest podana bibliografia i kody niektérych testéw
w R. R jest jezykiem otwartym, mozna zajrze¢ do implementacji kazdego z testéw
osobiscie. Do celéw edukacyjnych mozna si¢ nimi inspirowac.

5 Tydzien V. Generatory liczb pseudolosowych.

Zadanie 16 (2 pkt) Zaimplementuj generator liniowy kongruentny liczb pseudolo-
sowych z zakresu [0,M] (1 pkt). Podaj statystyki opisowe. Zbadaj zgodnosé liczb
generowanych ta metoda z rozktadem réwnomiernym. (2 pkt)

Generator ten generuje (w sposéb deterministyczny) rekurencyjnie liczby pseudolo-
sowe z zakresu od 0 do m — 1 za pomoca nastgpujacego wzoru:

Xi = ((,1 cXi—1+ 1) mod m. (3)

X1 to tzw. ziarno. Aby zapewni¢ ’losowo$¢’, warto za x| przyjaé np. liczbe (integer!)
zwracang przez cputime. m powinno by¢ bardzo duze, w przeciwnym razie istnieje
duza szansa, ze wpadniemy w cykl. a najlepiej wybrac tak, aby bylo o rzad mniejsze
od m. Najczgsciej zaleca si¢ wybor a = w21, gdzie w jest jaka$ liczba parzysta.
Ciekawostka. W jezyku ANSI C generator liczb losowych wyglada nastgpujaco:

xi = (1103515245 -x;_1 4+ 12345)  mod 2%, @)

Co sig stanie, jesli przyjmiemy a = 19, m = 381, x; = 0? (1 pkt)

Zadanie 17 (1 pkt) Zaimplementuj generator Fibonacciego,
Xn = (Xy—1+x,—2) mod m.

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, zbadaj zgodnos¢ rozktadu z rozktadem réwno-
miernym.

Zadanie 18 (2 pkt) Zaimplementuj za pomoca jednej z poznanych metod generator
liczb pseudolosowych z rozktadu Poissona.

Zadanie 19 (3 pkt) Korzystajac z generatoréw liczb pseudolosowych catkowitych,
zaimplementuj generator liczb pseudolosowych z rozktadu U (a,b). Narysuj histogram
i wykres kwantylowy. Wykonaj testy statystyczne. Oceniany jest takze pomyst!
Motto: Some programmers, when confronted with a problem, think “I know, I’ll
use floating point arithmetic.” Now they have 1.999999999997 problems. — @tomscott

Zadanie 20 (2 pkt.) Niech

bi=a\bi_1+ ...+ arb;_xmod 2, (®)]



i=k+1,k+2,..,gdzie a,az,...ax, b1, ...,bx € {0,1}. Zaimplementuj generator Tau-
swortha

L
Ui=Y 27bigyj, (6)
=

i=0,1,2..., natomiast s jest ustalong liczba nieujemna.

6 Tydzien VI. Jednorodny proces Poissona.

Zadanie 21 (4 pkt.)
Zaimplementujemy metode generowania czasOw oczekiwania na kolejny skok. Ozna-
czenia:
I - liczba skokéw N(t) na [0,T],
S1,...,87 - momenty skokow,
t - suma czaséw oczekiwania T;.

1. Podstaw I=0, t=0.

2. Generuj U z rozktadu U(0, 1).

3. Wstaw t =¢ — %log U. Jeslit > T, to koniec, w przeciwnym przypadku przejdz
do 4.

4. Wstaw I=I+1, S; =1¢.
5. Wréé do 2.

Wygeneruj 5 trajektorii procesu Poissona powyzsza metoda i nanie§ wygenerowane
trajektorie na wykres. Pamigtaj, ze trajektoriami procesu Poissona sa funkcje schod-
kowe.

Zadanie 22 (4 pkt.)
Druga metoda generowania procesu Poissona polega na generowaniu momentéw
skoku.

1. Generuj n ~ P(AT).

2. Jesli n=0, to koniec (brak skokéw).

3. Generyj Uy, ...,U, -iid., U; ~U(0,T).

4. Sortyj (Uy,...,U,) aby otrzymaé (Uy.n, Uspy -, Upin)
5. Wstaw S; = Uy, (statystyki pozycyjne), i =1,...,n

Wygeneruj 5 trajektorii procesu Poissona powyzsza metoda i nanie§ wygenerowane
trajektorie na wykres.



Zadanie 23 (4 pkt.)

Poréwnaj metody z zadan 1. i 2. Wygeneruj po 100000 realizacji procesu Pois-
sona kazda metoda dla ustalonych A i T. Ktéra metoda jest szybsza? Jakie sg ich
wady? Zaproponuj metod¢ symulowania procesu Poissona w czasie rzeczywistym, tj.
stworz watek (thread; dodatkowe plusy za uzycie watku w sensie programistycznym),
ktéry bedzie wydawat krétkie sygnaty dZzwigkowe w momentach skoku. Czy ktéras z
powyzszych metod si¢ do tego nadaje?

(w domu, dodatkowe, 3 pkt.) Stworz animacje,ktéra pokazywaé bedzie ewolucje
trajektorii procesu Poissona. Zadbaj o estetyke.

Zadanie 24 (6 pkt.) Korzystajac z funkcji generujacych momenty kolejnych skokéw,
napisz funkcje, ktéra dokonuje transkrypcji danej trajektorii procesu Poissona na tekst
odczytywany na podstawie Alfabetu Morse’a. Co bedzie kropka, a co kreska?
Tutaj przydatny link (nie musi by¢ az tak profesjonalnie, chcg, abyScie uzywali wia-
snych, by¢ moze niedoskonatych, pomystéw, uczymy si¢ by¢é wynalazcami!) https://wwwhome.ewi.utwente.nl/ ptde-
boer/ham/rscw/algorithm.html
(dodatkowy 1 pkt.) Ile Srednio trzeba czekaé, az zostanie wygenerowany napis
,.NAVIGARE EST”? (co najmniej 10 préb Monte-Carlo) A w przypadku generatora,
ktéry generuje kazda literg z tym samym prawdopodobieristwem (to ostatnie policzy¢
analitycznie)?

7 Tydzien VII. Niejednorodny proces Poissona.

Za M(t) przyjaé A (¢) = sin*s, A (1) =%, A3(t) = e, Aa(f) = t, natomiast A5 (7)
nalezy wymysli¢ samodzielnie (kazda grupa powinna miec inne).

Zadanie 25 (5 pkt) Niech M > max,¢[o, 7] A(t). Pierwsza metoda polega na wygene-
rowaniu momentow skokow S;.

Pseudokod:
1. Podstaw t=0, I=0.
2. Wygeneruj U; ~ U(0,1).
3. Podstaw t =t — +-log U (~ Exp())). Jesli ¢ > T, to koniec.
4. Generuj U, ~ U (0,1) (U i U; - niezalezne)
5. Jesli Uy < M) o 1=I41, 5, =1

6. Wrdé¢ do punktu 2.

Zadanie polega na zaimplementowaniu powyzszej metody i narysowaniu kilku przy-
ktadowych realizacji NPP.

Zadanie 26 (5 pkt) Generowanie kolejnych czaséw oczekiwania na skok. Niech N(¢)
bedzie niejednorodnym procesem Poissona z funkcja intensywnosci A(z). Jesli proces
N(t) miat skok w punkcie s to dystrybuanta czasu oczekiwania na kolejny skok jest

réwna Fs(x) =1—- e(* ngX}L(u)du)



Pseudokod:
Zalozenie: Potrafimy wyznaczy¢ F,~! (y) - funkcje odwrotna do F;(x) wzgledem zmien-

1. Wstawt=0,1=0.

2. Generuj Uy ~U(0,1).

3. Wstaw 1= F, }(U),t =t +1. Jeslit > T, to koficzymy
4. Wstaw I =1+1,85=t¢

5. Wré¢ do punktu 2.

Zadanie polega na zaimplementowaniu powyzszej metody z wybrana funkcja A i nary-
sowaniu kilku przyktadowych realizacji NPP.

Zadanie 27 (5 pkt) Cel: wygenerowanie wektora momentéw skokéw (Sy,...,S,) na
[0,T].

Niech N(¢) bedzie niejednorodnym procesem Poissona z funkcja intensywnosci
A(t). Wtedy warunkowy rozktad wektora momentéw skokéw (Si,...,S,) pod warun-
kiem N(¢) = n, jest rtéwny rozktadowi wektora statystyk pozycyjnych (Vi., ..., Vin)s

gdzie zmienne losowe V1, ..., V), sa niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozktadzie
M1)

o gestosci f(t) = —p—=——,1 € [0,T]. Niech n - liczba skokéw N(t) na [0, T],
A(u)du
0
S1,...,Sy - momenty skokow.
Pseudokod:

T

1. Generuj n ~ Poiss(/ Mu)du).

2. Jeslin=0,to koﬁczglmy

3. Generuj niezaleznie zmienne losowe Vi, ...,V,, za pomoca metody akceptacji-
odrzucenia

4. Sortyj Vi, ...,V,, aby otrzymaé (Vi ..., Vi)

5. Wstaw S; =V, i =1,...,n.

Zadanie polega na zaimplementowaniu powyzszej metody i narysowaniu kilku przy-
ktadowych realizacji NPP.

Zadanie 28 (8 pkt.) Poréwnaj wszystkie trzy metody, nanoszac na wykres $redni
czas dziatania kazdej z nich na wybranym horyzoncie czasowym.

8 Tydzien VIII. Mieszany proces Poissona. Ruch Browna.
Zadanie 29 (3 pkt) Zaimplementuj nastgpujacy algorytm:

1. Generuj jedng realizacj¢ A zmiennej losowej A.
2. Ustawt =0,/ =0.



3. Generuj U ~ U(0,1), U i A - niezalezne.

4. Wstaw t =1 — %log(U). Jeslit > T, to koniec.
5. WstawI=1+1, 8 =t

6. Wré¢ do 3.

Zadanie 30 (3 pkt) Zaimplementuj nastgpujacy algorytm:

Generuj jedna realizacj¢ A zmiennej losowej A.
Generuj n ~ Pois(AT).

Jesli n = 0, to koniec.

Generuj Uy, ..., U, - iid, U; ~ U(0,T), U;||A
Sortuj Uy, ..., U, aby uzyskaé (Ui, ..., Upp).
Wstaw S; = Uy, i=1,...,1.

A

Zadanie 31 (3 pkt) Przetestuj r6zne rozktady zmiennej losowej A, np. rozktad wy-

ktadniczy. Wygeneruj 200 realizacji MPP, (Nt(i))ze[o,T], i =1,2,...200 i narysuj histo-

gramy dla (N(Zl),N(Iz), ... ’N(Zzoo)) oraz (N;l)7 ;2)7 ... 7N;zoo)). Co mozna zaobserwo-

wacé? Czy umiesz odgadnaé rozktad zmiennej Nz ?

Zadanie 32 (2 pkt) Niech A; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu
wyktadniczego z parametrem A = 1 i niech T; beda iid (niezalezne takze z A;) z roz-
ktadu U(0,T). Niech (Nz(l>)ze[ox,»] bedzie rodzina mieszanych proceséw Poissona z
intensywnosciami A;; i = 1,...300. Narysuj histogram zmiennej losowej z rozktadu

NT'

Zadanie 33 (4 pkt) Zaimplementuj symulator trajektorii dwuwymiarowego ruchu
Browna. Narysuj przyktadowe trajektorie na przedziale [0,7T] z rozdzielczo$cia u.
Uwaga na skalg! Skorzystaj z faktu, ze

By, — B, =a \Vtiv1 — tiZ;,

gdzie Z; sa niezalezne o rozktadzie N(0,1).

Zadanie 34 (1 pkt. za kazdy podpunkt) Niech W;, ¢ > 0 bedzie jednowymiarowym
procesem Wienera. Zbadaj rozktad zmiennej losowej

Xn:‘{iGN:VVti'VVtHI <07i<n}‘, (7
gdzie

1. tiZTio

2. tiz%

3. lizl_l
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4. t,-:ei
5. t; =|sin(i/10)]
6. t; =1

Jaka musi by¢ rozdzielczo$¢ procesu, aby uzyska¢ sensowne rozktady X,,?

9 Tydzien IX. Proces Coxa. Model Blacka-Scholesa.

Podwdjnie stochastyczny proces Poissona.

Metoda 1

1. Generuj A(¢) na [0,T].
2. Generuj N(t) na [0, A(t)]
3. Wstaw N(t) = N(A(¢)), t €[0,T].

Metoda 2

Generuj A(¢) na [0,T].

Wyznacz A > maxA(t),t € [0,T]

Wstaw t =0, I =0.

Generuj U; ~U(0,1)

Wstaw t =t — %log Uy, jeslit > T to koniec
Generuj U, ~ U(0,1)

Jesli Uy <M o1 =1+1,85 =1

Wré¢ do 4.

XN AN B LD =

Uwaga!
!
Alr) = /0 A(s)ds. ®)

Zadanie 35 (3 pkt., dodatkowe) Zaimplementuj Metode 1.
Zadanie 36 (3 pkt.) Zaimplementuj Metodg 2.

Zadanie 37 (6 pkt., po 1.5 za kazdy podpunkt) Przetestuj powyzsze metody dla na-
stepujacych A,

e Ai(t) =max{0,InX;}, X, ~ N(2,1),t=1,2,3...,100

o (1) =exp(—X,), X; ~ N(0,£?),t=1,2,3...,100

e A\3(t) =X, -exp(—Y,), X; jest zmienng z rozktadu wyktadniczego z parametrem
A = sin®(t), ¥; jest niezalezna od X; i pochodzi z rozktadu Cauchy’ego, t =
1,2,3...,100

e A\4(t) = |B,|, gdzie B; jest ruchem Browna
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Zadanie 38 (8 pkt) Model Blacka-Scholesa. Rozwazmy proces stochastyczny (geo-
metryczny ruch Browna)

S, = Soe(#-%"z)t+cv"r7 )

gdzie W, jest standardowym ruchem Browna, u = 1 to trend, Sop = 5 to cena poczatkowa,
a 6 = 0.8 to zmienno$¢ (volatility). GRB stosowany jest do modelowania zmiennosci
cen akcji. Oszacuj prawdopodobienistwo p, ze w ciagu dwoch lat (za jednostke czasu
przyjmujemy 1 dzien) cena akcji spadnie ponizej Sn—o n =15. Nastepnie narysuj wykresy
funkcji:

e p(u)
e p(o)

e p(n).

10 Tydzien X. Proces ryzyka.

Zadanie 39. Proces ryzyka (5 pkt.) Kapitat firmy ubezpieczeniowej jest wigc dany

wzorem:
Ny

R(t)=ro+p(t) =} X; (10)
i=1
Gdzie N; jest jednorodnym procesem Poissona o intensywnosci A, X; to wielkosci
szkéd (np. z rozktadu gamma, Pareto, Weibulla), ry to kapital poczatkowy, a p(t)
to funkcja zyskéw. Stworz symulacje takiego procesu, ktdra zatrzymuje si¢ przy ude-
rzeniu w 0, z p(t) = ct i X; ~ Exp(K).

Zadanie 40 Zbadaj rozktad (histogramy, statystyki opisowe) czasu ruiny w zalez-
nosci od rg,c, X, A (po 1,5 pkt. za kazdy parametr; weZ pod uwage rézne poziomy
pozostalych parametrow).

Zadanie 41. Ruina Paryska (2 pkt.) Uog6lnij symulacj¢ z Zadania 39, aby firma
nie bankrutowata automatycznie po uderzeniu w 0. Firma bedzie teraz bankrutowac
po T jednostkach czasu przebywania ponizej 0 (po wyjsciu ponad poziom 0 zegar
restartujemy).

Zadanie 42 (2 pkt.) Dla takich parametréw ry, ¢, K, A, dla ktérych firma w klasycz-
nym przypadku bankrutuje ,,czgsto” na przedziale czasu od 10 do 100, zbadaj $redni
czas bankructwa paryskiego w zaleznosci od T z Zadania 41.

Zadanie 43. Zabawa (5 pkt.)

R(1) =ro+pa(t) = Y. Xi, (11)
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Zaktadamy, Ze firma ubezpieczeniowa ma liniowe przychody ( po(t) = ct,c =1/3
); wyplaty odszkodowan obserwujemy jako niejednorodny proces Poissona N;, przy
czym intensywno$¢ A(r) w dziefi powszedni zwykly wynosi 0.8, w dziedi powszedni w
sezonie wakacyjnym 1.0, w weekendy zas$ i Swigta 1.3. Wielko$¢ wyptat pochodzi z
rozktadu wyktadniczego E(3). Kapitat poczatkowy firmy to ry = 3. Jeden dziefi trwa
jedng jednostke czasu.

Jesli trafimy w O:

1. rozpoczynamy odliczanie paryskiego zegara: jesli bedziemy na minusie dtuzej
niz 4 dni, przegrywamy.

2. nowe py(x) =0.9- p,_(x) (zaciagamy kredyt, nasze dochody spadaja)
3. jesli spadniemy ponizej -10, to automatycznie przegrywamy

Niech k bedzie liczba dotychczasowych inwestycji (na poczatku k = 1). Jesli majatek
firmy wzro$nie powyzej 20k, to:

1. k++
2. pu(t) = pu—1(x) - 1.05 (inwestujemy, wigc dochody wzrastaja)
3. Inwestycje to koszty: od obecnego majatku odejmujemy 10k.

Oszacuj prawdopodobieristwo ruiny w ciagu 5 lat.

Zadanie 44, dodatkowe 3 pkt. Dobierz stala ¢ przy po(t) z poprzedniego zadania
tak, aby prawdopodobienistwo ruiny wynosito ok. 0.1.

11 Tydzien XI. Proces Odnowy.

Proces liczacy N(¢) nazywamy procesem odnowy, jezeli czasy oczekiwania na ko-
lejny skok {7;} sa niezaleznymi dodatnimi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie. Oznaczmy S, = Y" | T;. Wtedy N(t) = max{n € N: S, <1}.

Zadanie 45. Proces Odnowy (3 pkt.) Napisz funkcje generujaca proces odnowy,
ktéra jako parametry bedzie przyjmowaé T (chwila, do ktérej chcemy generowaé pro-
ces), f - funkcje generujaca zmienne losowe bedace czasami oczekiwania na kolejny
skok, par - listg parametréw dla f, N - liczbg trajektorii do wygenerowania.

Zadanie 46 (2 pkt.) Narysuj kilka przyktadowych trajektorii procesu odnowy dla
dwoch réznych f.

Zadanie 47 (2 pkt.) Niech M, = N, — U, gdzie Uy jest procesem odnowy, w ktérym
czas oczekiwania pochodzi z rozktadu U(2,4), natomiast N; jest jednorodnym proce-
sem Poissona o intensywnosci A = 3. Jaka jest warto$¢ oczekiwana EM; w dowolnej
chwili t > 0? Wygeneruj i nanie§ na wykres kilka przyktadowych trajektorii procesu
M;.
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Zadanie 48 (2 pkt.) Oszacuj prawdopodobieistwo p = P(max¢|o, 100 M; > 10). Na-
rysuj histogram rozktadu zmiennej losowej Mqg.

Zadanie 49 (dodatkowe, 2 pkt.) Powtérz powyzsze zadanie w przypadku, gdy N;
jest niejednorodnym procesem Poissona z funkcjg intensywnosci A(#) = 3 +sin(t/Ag),
Ao > 0. Dla jakich A prawdopodobieiistwo p bedzie najwigksze w rozwazanym przy-
padku?

Zadanie 50, odbity ruch Browna (2 pkt.) Zaimplementuj funkcj¢ do symulowania
jednowymiarowego procesu Wienera odbitego w a € R.

Zadanie 51 (3 pkt.) Niech {7;} beda iid czasami oczekiwania na kolejny skok, a

{X;} ciagiem iid niezaleznym od {7;}. Zaktadamy, ze ET} < oo. Zbadaj symulacyjnie
dla dwoch wybranych par rozktadéw, ze
N()

Zi—l Xi IEXl

= = 12

t ETy a2

prawie na pewno przy ¢ — oo.

Zadanie 52 (dodatkowe 6 pkt.) Niech X;, ¥; beda niezaleznymi procesami Wienera.
Nioech Z, = |X;| -e", Narysuj kilka trajektorii Z, i poréwnaj rozktad czasu trafienia
Z; w barierg A = {(x,5),x € R} z rozktadem czasu trafienia dwuwymiarowego ruchu
Browna w A.

12 Niedogarki. ELancuchy Markowa. Miara harmo-
niczna (kind of)

Niedogarki nalezy odda¢ do konica semestru.

Zadanie 39 Niech B; bedzie ruchem Browna w R? o jednostkowej macierzy kowa-
riancji. Badamy warto$¢ procesu B, w momencie wyjscia ze zbioru D, Tp, czyli By,.
W przypadku, gdy D jest kulg jednostkowa, D = B((0,0), 1), rozktad zmiennej losowej
By, jest rozktadem jednostajnym na sferze S((0,0),1).

e Sprawdz to eksperymentalnie! Narysuj histogram punktéw wyjscia z B((0,0), 1),
parametryzujac je katem ¢ € [0,2mw) (5 pkt.)

e Powtérz powyzsze zadanie w przypadku, gdy D jest kwadratem [—1,1] x [—1,1]
oraz tréjkatem réwnobocznym o Srodku w (0,0). Ze wzgledu na niezmienni-
czo$¢ ruchu Browna na obroty, histogram mozna narysowa¢ w jednym wymia-
rze. (dodatkowe, 8 pkt.)

Zadanie 40. Bladzenie losowe na grafie. Czas pokrycia.
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13 Dodatkowe zadania uzupelniajace

Na podstawie m.in.: Ross, Simulation. Do oddania najp6Zniej na przedostatnich
zajeciach.

Sumy zmiennych jednostajnych (1pkt.) Niech Uy, ...,U, beda niezaleznymi zmien-
nymi losowymi z rozktadu jednostajnego U(0,1). NiechN =min{ne N: Y% ,U; > 1.
Zbadaj EN poprzez wygenerowanie 100, 1000, 10000 zmiennych N. Jaka mozesz
postawic hipoteze?

Tloczyny zmiennych jednostajnych (1 pkt.) Niech M = max{n: [[",U; > e¢3}.
Wyznacz symulacyjnie EM oraz P(M = i) dlai=1,2,3,4,5,6,7.

Korelacje, 1 pkt. Wyznacz symulacyjnie wielkosci Corr(U,+/1 — U?) oraz Corr(U?,V/1 = U?).

Permutacje losowe (3 pkt.) Napisz funkcj¢ shuf fle(n), ktéra zwraca losowa per-
mutacje liczb 1,...,n. Kazda permutacja powinna wystgpowaé z tym samym prawdo-
podobiefistwem.

Warunkowa wartos¢ oczekiwana (1 pkt.) Niech X bedzie zmienna z rozktadu wy-
ktadniczego z parametrem A = 1. Oszacuj E(X|X < 0.1).

Nierownos¢ z artykutu Pruitta (3 pkt.) Niech Y bedzie zmienng losowa z dowol-
nego rozktadu o wartosciach w R i niech s > 0. Uzasadnij (dla kilku wybranych roz-
ktadéw) symulacyjnie nieréwnos¢

(¥ <) < [ (13)

rysujac wykres lewej i prawej strony nieréwnosci ww zaleznoSci od s > 0.

Kwadratura kota, 6 pkt. Na obwodzie kwadratu [—1, 1] x [—1, 1] rozmieszczone sg
réwnomiernie punkty Sy, ...,S,. Rozwazmy n niezaleznych ruchéw Browna z dodana
silg przyciagania (,,potencjalem”™), X1, .. X,,,taklch 7e X; startuje z S; oraz X; jest ruchem
Browna na prostej wyznaczonej przez wektor 03;, natomiast »potencjal” wynosi 0S;
dla |X;| < |Si| oraz —08; w przeciwnym wypadku. Wykonaj animacje powyzszego
procesu. Oszacuj Sredni czas T(€) taki, ze |X;(T)| € [|S1| —¢&,[S1| +€],.-, | Xu(T)] €
[1S1]| —€,|S1] + €], czyli kiedy ,.kwadrat zamieni si¢ w koto”.

Subordynacja, 4 pkt. Rozwazmy dwuwymiarowy ruch Browna (¥;,Z;) w R2. Niech

T, = inf{s : ¥; > t}. Narysowaé trajektorie procesu X; = Z;,. Czy jest to proces Cau-
chy’ego?
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ASEP, 5 pkt. Rozwazmy graf o n wierzchotkach V1, ...V}, taki, ze V; jest potaczony
z Vi1 oraz Viy 1. W V| pojawiaja sig¢ czastki niezaleznie z intensywnoscia o i zajmuje
ten wierzcholek. Teraz intensywnos¢ skoku z wierzchotka V; do Vit (o ile wierzchotek
6w nie jest zajety) wynosi 1, natomiast do V;_; (o ile nie jest zajety) wynosi g € [0, 1).
Prawdopodobieristwo opuszczenia uktadu przez czastke znajdujaca sie w V,, wynosi .
Proces mozna symulowac jako losowa liczbg zaleznych czastek btadzacych po grafie
albo jako proces Markowa o 2" stanach. Stwoérz program do symulowania takiego
procesu. Zbadaj przypadki, gdy:

ea>1—qg,B>1—¢q

e a+f<l—gq

e ktoérys z pozostatych (znak = ma znaczenie)
Metoda generowania zmiennych normalnych metoda przyblizonga - badanie, 5
pkt. Napisz generator zmiennych losowych o rozkladzie normalnym, uzywajac:

e Sumy N zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym

e Rozktadu dwumianowego B(n, p)

e Rozktadu Poissona z parametrem A. Zbadaj, jak zmienia si¢ szybko$¢ generowa-
nia zmiennych losowych w zaleznosci od N,n, p,A oraz jak dobre przyblizenia
dostajemy. Poréwnaj te generatory z wczesniej zaimplementowanymi generato-
rami zmiennych losowych z rozktadu normalnego.
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