LISTY ZADAN DO KURSU

ANALIZA MATEMATYCZNA 2
(MAT1422, MAT1738, MAT1741)
LISTA 1. (na 1 éwiczenia)

Calki niewlasciwe
stru.

Czesé A. Zadania do samodzielnego rozwigzania, czyli to, co nalezy umieé¢ z poprzedniego seme-

1.1. Poda¢ funkcje pierwotne funkcji f:
(a) flz) = e,

1 1 1
b = =—F— (d ==\
0) f@) = =5 @) ) = g (@) ) = s
1.2. Napisa¢ wzor na catkowanie przez czesci i obliczy¢ catki:
1
(a) /:c - sin 2z dz, (b) /9[; 27 dx, (c) /n—jdm, (d) /e’”” sin z dz.
x
1.3. Obliczy¢ cakki, stosujac odpowiednie podstawienie:
x dz
@ [ =dr ) [

dz (C)/ dx
22 — 8x + 25’

dz
3 ) (d) /
xvVinz
1.4. Naszkicowa¢ krzywe o réwnaniach:

14+ Vz+2
1 1 1
—3x
e R b = s == y d — .
(a)y=ce (b) y TEEE (c)y N (d) y RIS
1.5. Obliczy¢ granice funkcji:
-1 2
(a) lim arc tgL, (b) lim arctg(2x +5), (c) lim In ’ 1 L (d) lim (z + 3) - e,
r—00 r——00 r—00 €T r—00
Czesé B. Zadania na ¢wiczenia i do samodzielnego rozwigzania.
1.1. Obliczy¢ calke niewlasciwg. Podaé jej interpretacje geometryczna, wykonujac odpowiedni
rysunek.
T dx T ode T dx 7 7 dx
) b / ) / ) d / d ) / T
()O/:U—i—l (>23:2—:c <C>exlnx ()Oxe . (e)i x? — 6x + 10
0 1 e 3
dx dz
vl
0 © )




1.2. Zbadac¢ zbieznos$é¢ calki niewtasciwej. Sformutowaé wykorzystane kryterium.

oo

o [ 0 [ / e (@) fsntar

T
5

()/xf:\l/— (f) J xa\/dm’ (8) O/Smixdz’ 0/ Vsinz

1.3.

a) Zbadaé, czy pole obszaru D = { (z,y) e R?: 1<z <00, 0 <y < jest skonczone.
y P Y J

7]

Czy objeto$¢ bryly powstajacej przez obrét obszaru D wokét osi OX jest skonczona?

(b) Wyznaczy¢ wartosci parametru «, dla ktérych pole obszaru
:L\Oé

1
D:{(m,y)€R2:1<x<oo 0< y<}

jest nieskonczone i jednocze$nie objetos¢ bryly powstajacej przez obréot obszaru D wokdt osi OX
jest skonczona.

(c) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f(z)

i jego asymptota.
Wykonaé¢ rysunek.

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozna znaleZé w skrypcie:
M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2. Przyklady i zadania, Oficyna Wydawnicza
GiS, Wroctaw 2019, rozdzial 1.

Jolanta Sulkowska



LISTA 2. (na 2,5 ¢wiczeri)

Szeregi liczbowe i potegowe

Czesé A. Zadania do samodzielnego rozwiazania, czyli to, co nalezy umie¢ z poprzedniego seme-
stru.

2.1. Obliczy¢ granice ciagéw liczbowych o wyrazach:
4n+1 19

1
(b) by, = sin —, (c) cn = 22 g

(a) a, = cos et o

Qn
2.2. Dla podanych par ciagéw liczbowych obliczyé¢ granice ilorazu o

n

() ap =27, b, = 2" 43", (b) @ = 3", b, =2"+3";
(¢) ap,=n, b, =+vn%>+2n+3; (d) a, =n? b, =+vVn>+2n+3
1 1 1 1
n — 2= bn:* f n — 2z bn:f
(e) a, = sin - - (f) a, = sin - =
2.3. Dla danego ciagu (a,) dobraé ciag (b,) postaci b, = n? lub b, = " tak, aby n}lﬂrgo % =k,
0<k<oo: "
n n+1 9 22nt1
n — o 1 b n — ) n T o0 1 En d n — .
(@) an= 377 (D) an="~ (©an=g"mr ([Dan=177
2.4. Dla podanych ciggéw liczbowych obliczyé¢ granice ilorazu I+,
aTL
2 1 4271
(a) an = n3n+ 17 (b) an = Sin ;7 (C) an == 2n + 377,’ (d) an - ﬁ

Czesé B. Zadania na ¢wiczenia i do samodzielnego rozwigzywania.

2.1. Wyznaczy¢ sumy czesciowe podanych szeregow i zbadac ich zbieznosé:
“n-—1

1
(a)nz:; n! Z\/n—i— 1+n’ (C);(n+1)(n—l—2)’

2.2. Zbada¢ zbieznos¢ szeregdéw liczbowych. Sformutowaé wykorzystywane kryteria.

(a) i i (b) i o (c) i _ (d) i sin
n=2 n2 7 n:lng4>]‘7 n:1n2+n+2’ n=1 2 ’
9] n 00 92n o0 pdntl o (271)‘
Yy 2
)y n%e", () > _(arcctg cosﬁ k) > CO;:W, @M > ( n3)

n=1 n=2 n=1 n=1



2.3. Uzasadni¢, ze szereg jest zbiezny i obliczy¢ przyblizong sume z bhgdem nie wigkszym niz 0, 01:

N P S = NENC DUt

n=1 n=1

2.4. Zbada¢ zbieznos¢ oraz zbieznos$¢ bezwzgledng szeregow:

a) f:l(—l)mrl Sinn—l— T (b) i(—l)” cosi, (c) i(_l)nlnnn’
d) i(_l)nﬂn?ZT (e) i%’ (0) i 2<_ &

2.5. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego. W przyktadach (e), (f) wykorzystaé
warunek zbieznosci szeregu geometrycznego.

fe’e) " o) (l’+3)n [e%e) 22n+1

@) 2(—1)”;, w3 ; S
i qn+1 2$+1)n’ (e)iwa 23” (z + 1)

1
2.6. Wykorzystujac szeregi Maclaurina funkcji e*, sinz, cosz, g wyznaczy¢ szeregi Maclau-
x

rina podanych funkcji. Podaé przedzialy zbieznosci otrzymanych szeregéw. Obliczyé f33)(0) oraz

F0(0).

(a) f(z) = ze 2", (b) h(z) = cos(mx), (c) g(z) = sin % cos %,
@ J@) =g ©F@ =g 0 f@) =

2.7. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje f(z), f/'(x), [ f(t)dt. Podaé promienie zbieznosci
0

otrzymanych szeregow.

(0) Fla) = 5

2. 8 Korzystajac z sumy szeregu geometrycznego oraz wyprowadzonych na wyktadzie wzoréw:
vt

Z nz" = 7, Z(—l)” = 7 dla|z| <7, obliczy¢ sumy szeregdw:
=0 n—+1
= (n+41)2" = 3n+1 N e > n
——F7—, (b —— (d —_—
WL T UL Oy Wi

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozna znaleZé w skrypcie:
M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 2. Przyktady © zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2019, rozdzial 2.

Jolanta Sulkowska



LISTA 3 (na 4,5 éwiczen)
Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

Czes¢ A. Zadania do samodzielnego rozwigzania, czyli to, co nalezy umie¢ z poprzedniego seme-
stru.

3.1. Wyznaczy¢ dziedzine naturalna funkceji

. x? —4 1
) fa) = Vasiuz, b) f@) =g, o) f@) = 5,

)
_172

d) f(z) = arccos(2z + 5).

3.2. Narysowa¢ wykres funkcji

a) f(x) =22 +22+3, b) f(z)= Va2, ¢ flz)=2+z, d) flz)=1—sinz.

3.3. Narysowa¢ wykres funkcji y = f(z). Podaé, postugujac sie wykresem, zbior punktéw ciagtosci
funkcji.
dla cosx dla x>

sin x x =20 -
a)ﬂ‘r):{sin%s dla <0 b)f(x)_{cosg dla z<7 -

3.4. Obliczy¢ pochodng funkcji

a) f(x) =x e, b) f(z) =z ++V3x+4, c) f(x):x2ﬁ_8,
_cos®(4x — 1) B 5 B T
d) f(f)—x—ﬂ7 e) f(a:)—arctg;, f) f(x)—xlng.

3.5. Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji y = f(z) w podanym punkcie

a) f(x)=v3-z—¢* (0,50); b) f(z) = sin® z, (7, 90)-

3.6. Funkcja f ma ciagla pochodna. Obliczy¢ ¢'(x).

D) gla) =2 (@), b) g(x) = fsina), o) gla) = 2

RS

3.7. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji. Wykorzysta¢ II warunek wystarczajacy istnienia eks-
tremum.

9 o 1—2lnz 9

a) f(r) =a-e, D) fla) = ——, ¢ fla)=2"——.

T T
3.8. Wyznaczy¢ najmniejszag i najwiekszg warto$é¢ funkcji na wskazanym przedziale
¢) f(z) =0,5cosda —cos2z, [0,2x]; d) f(z)==z—2yx, [0,5].

3.9. Wyznaczy¢ punkt krzywej y = 22 lezacy najblizej punktu (0, 5).



Czesé B. Zadania na ¢wiczenia i do samodzielnego rozwigzywania.

3.1. Wyznaczy¢ i narysowac¢ dziedzine naturalng funkeji

2 2
—4
) f(e.)) = Vi E0SE. b) f(r.y) = aresin(2e —y +3), ¢) flr.y) =g G
2 .2
Q) gla,y.2) = —, o) gle,y.2) =I(a® +97 +22), 1) gle,y.2) = yaY+ VE- L

3.2. Narysowaé poziomice funkcji odpowiadajaca danemu poziomowi h lub przechodzaca przez
dany punkt (zo,yo)

2) flay) = arcte?, h=T ; b) fla,y) = 2lal+ [yl . h=0,1,2,3,... ;
C) f(x>y) = €x2+y2+21—1 ) (l‘o, yO) = (07 1) ) d) f(x,y) =VYy — $2 ) ('IOv yO) = (O’ 0) .

3.3. Naszkicowa¢ wykres funkcji

_ 24y N _ 1
a)f($?y>_ 22 ) b)f(l',y)——Q Y +y ) C)f(m’y)_ﬂ—i—y?—l—l’
Vi =G5 Ofen =0 )=
g) f(z,y) =1+cosy, h) f(x,y)=4-2z, i) f(x,y) =6 — 2z + 3y.

3.4. Naszkicowa wykres funkcji. Postugujac sie wykresem podac zbiér punktéw ciggtosci funkeji.

_[fy+1 dla  y <2 _fy+1 dla >0
)i ={ 3N G VS wsew={ Y. B 220

[ sinz dla y>0 2?4y dla 22+ y? <2
O =105 @ yoo. OSEn={3 " Ga RiRI)

3.5. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanej funkcji
z
a) f(z,y) =2° + 32y’ —y+5, b)g(r,y,2)= Toexp c) f(x,y) = 2%y - cos(z + 7y),

, ) f(z,y)=1In (arctgi) :

.2
d) g(x,y,z):x?f_zng ’ 6) f(xvy):w
3.6. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny stycznej

a) w punkcie (1,1, z) do wykresu funkcji z = x,/y — e”Iny,
b) w punkcie (xg,2,1) do powierzchni 2% + y* + 22 = 7,

c¢) do wykresu funkcji z = 22 + y%. Plaszczyzna styczna jest réwnolegta do plaszezyzny
3r—6y+2z—17=0.

3.7.

a) Krawedzie prostopadloscianu maja dtugosci a = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢, stosujac
rozniczke funkcji, jak w przyblizeniu zmieni sie dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu, gdy dtugo-
sci wszystkich krawedzi zwiekszymy o 2 cm.

b) Masa ciata zwazonego z dokladnoscia 20g wynosi M=4000g, a jego objetosé¢ zmierzona z do-
ktadnodcig lem?® wynosi V=800cm?. Z jakim btedem bezwzglednym i wzglednym mozna obliczy¢
gestosé tego ciata?

c¢) Cialo rozpoczeto ruch jednostajnie przyspieszony. Czas ruchu ¢t = 4,000 £ 0,002 s, natomiast
przyspieszenie wynosi a = 8,0 % 0, 1%. Z jakim btedem bezwzglednym i wzglednym mozna obli-

czy¢ droge przebyta przez to ciato?



3.8.
a) Obliczy¢ pochodne kierunkowe funkeji f(z,y) = |z| + |y| w punkcie (0, 1) w kierunku wersoréw

0
—f(O, 1) = 0?7 Naszkicowaé¢ wykres

271 = [07 1]7 272 = [07_1]7 173 = 6'17

1 1
——, —|. Dla jakich wersorow
V2 V2 !
funkcji z = |z| + |y| 1 zinterpretowa¢ wyniki obliczen.

b) Wyznaczyé¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = (/x(y — 1)? w punkcie (1,1) w kierunku
wersora U = (v, v,]. W jakim kierunku pochodna ta ma warto$¢ najwicksza, a w jakim jest réwna
zeru?

3.9.

w punkcie <\g§, —?) w kierunku

arcsin y

a) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkeji f(x,y) =

=55

wersora U = |—, —|.
5 D

b) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = In /a2 4+ zy? w punkcie (2,4) w kierunku wer-

sora tworzacego kat % z dodatnig czescig osi OX.

arccos

0
¢) Wyznaczy¢ wersor U = [v,, v,] wskazujacy kierunek, w ktérym —f(?), 4) =0,

ov
jesli f(x,y) = arctgg.
x

0
d) Wyznaczy¢ taki wersor ¢ = [v,, v,], aby a"i(l, —1) = 1 dla funkcji f(x,y) = 2?+y?%. Dla jakiego
U
0
wersora pochodna kierunkowa 85;(1, —1) przyjmuje warto$¢ najwieksza? Jaka jest to wartosé?
3.10. Sprawdzi¢, czy
. —>\t . . ’ . . a/u/ 821,6
a) funkcja u(x,t) = e~ sinx spelia réwnanie przewodnictwa: 5 = )\ﬁ;
x
: : : o : v 0%
b) funkcja v(z,t) = sin(ant) sin(nz), n € N, spelnia réwnanie falowe: 92 = O 5
x
: . . 0?U  0*U
c¢) funkcja U(zx,y) = In /22 + y? spelnia réwnanie Laplace‘a: el + i 0;
T Y
1 0’U  9*U 0%
d) funkcja U(x,y, z) = spelnia rownanie Laplace‘a: + + =0.

VT +yr+ 22

3.11. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

or?  0y* 022

a) f(z,y) = (2w —y?)-e™®, b) f(z,y) = 2® + 3ay® — 51z — 24y
e) flw,y) =T +ev e, o) f(z,y) =2+ 2y + Iny.

3.12. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji dla argumentow spekliajacych podany warunek

a) f(z,y) = 2% +y?, 3z + 2y = 6; b) f(z,y) =2 +y*> —8x+ 10, z —y* + 1 = 0;
c) fz,y) =2’y —Inz, 8z -3y =0; d) f(z,y) =e ¥ (a*+2y), y=2".

Podaé¢ geometryczna interpretacje przyktadu a) oraz b).



3.13. Wyznaczy¢ najmniejsze i najwieksze wartosci funkcji na wskazanym zbiorze

a) fz,y) =2>+y*, |a|+1lyl <2

b) f(z,y) =2 +y*, 2*+y*<9;

) f(z,y) = 2? + y* — 62 + 4y na trojkacie ograniczonym osiami uktadu wspotrzednych
i prosta 3x — 4y — 12 = 0;

d) f(z,y) = re¥ — 2 — €Y na prostokacie ograniczonym osiami uktadu wsp6irzednych
iprostymi x =2, y = 1.

3.14.

a) W tréjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B =(1,4), C = (2,—3)znalez¢ punkt, dla ktérego
suma kwadratow jego odlegtosci od wierzchotkéw jest najmniejsza.

b) Wyznaczy¢ wymiary prostopadlodciennej otwartej wanny o pojemnosci V' i najmniejszym polu
powierzchni.

¢) Znalez¢ odleglo$¢ miedzy prostymi sko$nymi

1+s

2s , s€ER.

2—2s

d) Wyznaczy¢ punkt ptaszcezyzny 7 : 4x + y — z — 8 = 0 lezacy najblizej punktu A = (5,3, —3).

Przyktady c) i d) rozwiaza¢ rowniez metodami geometrii analityczne;.

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozina znaleZé w skrypcie:
M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 2. Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2019, rozdziaty 3-4.

Jolanta Sulkowska



LISTA 4. (na 4 ¢éwiczenia)

Catki podwédjne i potrojne

4.1. Obliczy¢ calki iterowane. Narysowac¢ obszar catkowania.
1 2 1 2

0 1
(a) / dx/12(:v+y—|—1)2 dy, (b) / dy/e%_y dz, /d:v/a:sm zy) dy,
0 0 -1 0 ™

0
3 x2

d)/zdx7:c2ydy, (e)/dy/y\/y2—|—16 dz, (f)/de 4/_ (z + 2y) dy.

0 0
4.2. Catke podwdjna / / f(z,y) dedy zamienié na caltke iterowana lub sume takich catek dla dwoch

D
kolejnosci catkowania, jezeli obszar D jest ograniczony podanymi krzywymi.

(a) 2 +y =2 y=laf (b)y—2=0 y-20=0, y=4%
(y=x—1, x=>5—4y+y% (d)y=2r—2% y=vV4—22 x=0.

4.3. Dla podanych catek iterowanych narysowaé¢ obszar calkowania, a nastepnie zmieni¢ kolejnosé
catkowania.

1 1 ||

/dy/fwy @)/dx/f@wﬁm
0 [ o

V2-y? 4
4.4. Obliczy¢ catke podwojng wprowadzajac wspotrzedne biegunowe.

[\

f(x,y)dx, /da: / fx,y)dy.

0 4 —12

o\

a) //a;ydxdy, D:{(x,y)eRQ: >0,y>0,1<224+y° <2}
D

)/y26”2+y2dxdy, D={(z,y) €R?*:y >3, a* +1? <3};
D

c) / ydedy, D={(z,y) eR?:y<0, (z+1)?+y*<1};
D

4) //<$2+y2)dfvdy, D={(x,y) eR*:y>0,y<a?+y* <z}
D

4.5. ‘Obliczy¢ pola obszaréw ogrniczonych podanymi krzywymi lub opisanych podanymi nieréw-
nosciami.
(a)y=z-2, z=2-2y+y>% (b) zy =2, x+4+y=3;
() 2 +9y* —2y <0, z22+79y*>2; (d) 22 +y* — 42 <0, y>uz.
4.6. Obliczy¢, stosujac catke podwdjng, objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami.
(@)r=0, y=0, 2=0, 20—y+z=4;, (b)z=0, z=2—-22—9% |z|+]y <1

(c) z =222+ 42, 2=3—2%—y% (d) z=v22+ 2, 22+1y?+y=0, z=0.



4.7. Obliczy¢ pola podanych ptatéow powierzchniowych.
(@) z+2y+22=2, >0, y=>0, z+y<lI; (b) z =xy, 2*+y*><9;
() z2=v2—22—y2 2?2+¢y*<1,; (d) z=3—VaZ+y2, 220.

4.8. Obliczy¢ podane catki potrojne.

(a) // 2w +y+ 2)dwdydz, U =1[0,1] x [1,2] x [0, 2];
(b) /// ;dedydz, U=1[1,2] x [1,€] x [e, ¢?;

© [[[ ertededydz, U= {(@.y,2) e R —w <y<1,0<2< s
U

2
(d) /// (m+y+z+1)3d$dydz’ U:{(:p,y,z)ER3:x>O,y>O,O<z<1—x—y}.
U

4.9. W calce iterowanej zmienic¢ kolejnosé¢ catkowania wg podanego schematu

2—2x 3—3z—1,5y ? ?

(a) /1dx / dy / f(x,y,z)dz:/dy/dz/?f(x,y,z)dx;

(b) /dw /0 dy / f(a:,y,z)dz:/?dz/?dx/?f(a:,y,z)dy;
2 VP o ? ? ?

3 vz z—x2 ? ? ?
(c) /dZ/ dx / f(fc,y,Z)dyz/dx/dy/f(rc,y,z)dZ-
0 -V Via? ? ? ?

4.10. Obliczy¢ catki wprowadzajac wspotrzedne walcowe

(a) /// (;p2—|—y2)dxdydz, U:{(xvyvz)€R33x2+y2<4,1—(L’<z<2_x};
U

(b) /// 2dzdydz, U:{(xv%z)ER3¢$>0,vx2+y2<z<2};
U

(@ [[] wydrdydz. U ={(x,9.2) € R0 442 < 2 <24 VT FF:
U

(d) // dxdydz, U:{(x,y,z)€R3:x2+y2+z2<25,z>4}.
U



4.11. Obliczy¢ catki wprowadzajac wspotrzedne sferyczne

dxdydz, U:{(a:,y,z) cR?: 4 <22+ 92+ 22 <09, y>0};

1
(&) /U//m
(b) /// (x2+y2)d$dydz, U:{($,y,z)€R3:\/$2+y2<z<\/1—x2—y2};
U
(c) *drdydz, U ={(z,y,2) e R3: 22 +¢y* + (2 — 2)2 < 4};
/U//z xdydz {xyz >4y z }
(d) // dxdydz, U:{(x,y,z)€R3:x2+y2+z2<25,z>2,5}.
U

4.12. Obliczy¢, stosujac catke potrojna, objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami.
1

(3)224—y2’ Z:2—|—y27 QE:—17 :E:2’ (b)22m7 2207 $2+y2:1,
2 2
() z2=va2+y2, 2=vV2—22—y2 2,y>0; (d) 2= x—;)—y’ 2 =/4 — 2% — 2.

4.13. Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka masy jednorodnego obszaru:
(a) trojkata réownoramiennego o podstawie a i wysokosci h;
(b) éwiartki kota o promieniu R;
(c) U:{(x,y,z)€R3:0<a:<1,0<y<1,0<z<1—x};
(d) pétkuli o promieniu R.
4.14. Obliczy¢ momenty bezwladnosci jednorodnych obszaréw o masie M:
(a) tréjkata prostokatnego, wzgledem jednej z przyprostokatnych;
(b) poétkola o promieniu R, wzgladem osi symetrii;
(c) stozka o promieniu podstawy R i wysokosci H, wzgledem osi stozka,
)

(d) kuli o promieniu R, wzgledem $rednicy.

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozna znaleZé w skrypcie:
M. Gewert, Z.Skoczylas, Analiza matematyczna 2. Przyklady i zadania, Oficyna Wydawnicza GiS,
Wroctaw 2019, rozdziaty 4-5.

Jolanta Sulkowska



LISTA 5 (na 2 ¢wiczenia)
Transformacje caltkowe

5.1. Narysowaé wykres funkcji y = f(t) i korzystajac z definicji obliczy¢ jej transformate Laplace‘a

0 dla |[t—2]>1 [0 dla t<0Vvit>1
D r0={7 Ga 12521 wso={] . 4 oSies
0 dla t<0 0 dla t<OVvVt>2
O f)={t dla 0<t<1l, d)ft)={t da 0<t<lI
1 dla ¢t>1 2—t dla 1<t<?2

5.2. Korzystajac ze wzorow podanych na wyktadzie i wtasnosci przeksztatcenia Laplace‘a napisaé
transformate podanej funkcji

a) f(t)=2t—1, b) f(t) =4cos2t —0,5sin2t , c) f(t)=te ", d) f(t) = e *(cos 3t + 4sin3t) .

5.3. Wyznaczy¢ funkcje ciagta o podanej transformacie Laplace‘a

3s —2 1—s s+1
F(s) = b) F(g) = ——° F(s)= "~
D6 =222 0 - o R -
3s+ 10 25+ 3 e~ 38
F - 7 F e — f) F = .
DE) =372 9T =G50 DIFO=77

5.4. Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe

(a)y +y=c¢e; y(0)=0,5; M)y —2y=1; y(0)=2;
)y +y —12y=0; y(0)=0,40)=7 (d)y" -2/ +y=1 »(0)=0,4(0)=1;
(e) 4" +y =sint; y(0) =6,y (0) =0; (f) vy + 4y + 13y = 13t +4; y(0) =0,y(0) = 2.

5.5. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ transformate Fouriera podanej funkcji

[0 dla [t—1]>1 11—t dla |t/ <1

D f0={1 a0 2121, wro={y "M a Hs1.
_ int dl t <

Q) f(t) =M, afo={ 3" @ s

5.6. Korzystajac ze wzorow podanych na wyktadzie, wynikow poprzedniego zadania i whasnosci
przeksztatcenia Fouriera napisa¢ F-transformate podanej funkcji

_ 3 da -2i< {3t dla t—130
a)f(t>—{0 dla [t—2|>1" b)f(t)_{o & iZi1Z4
c) f(t) = e, = 1(t t

T

_ SinE dla |t| <27 COSQt dla |t < =

) f(t) = { M3 | 3
0 dla [t|>27 dia [t] > 5

g) f(t) =1(t) - e " cost, f(t)=1(t) - e - sin 2t.



5.7. Poda¢ funkcje o podanej transformacie Fouriera

. 1 : in(2 ¢ L

) fw =1 D)= SIan) ) o) Jw) =550
) e—iw R 1 . ein

VW =17 ©SIW=g—s DfW=7175

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozna znaleZé w skryptach:

1.M.Gewert, Z.Skoczylas, Rownania rozniczkowe zwyczajne. Teoria, przyktady, zadania, Oficyna
Wydawnicza GiS, Wroctaw 2016, rozdziatl 4.

2.Jolanta Dtugosz, Funkcje zespolone. Teoria, przyktady, zadania, Oficyna Wydawnicza GiS, Wro-
ctaw 2005, rozdziat 6.

Jolanta Sulkowska



LISTA POWTORKOWA 1

P1.1. Obliczy¢ catki niewlasciwe. Poda¢ ich interpretacje geometryczng, wykonujac odpowiednie
rysunki.

0 0 e 5
T dx dx
b /761, / , d /7
3/ x—|—3 x—i—5) )0 edr C)l rln® )25 V25 — 22

P1.2. Zbada¢ zbieznos¢ calek niewtasciwych. Sformutowaé¢ wykorzystywane kryteria.

o0

a)f T+ 2 / e + 2 /5 )isingdx
/ :c2+\/_+1 o1 ) Va?+ 4 gzt

2

P1.3. Obliczy¢ pole obszaru

a) ograniczonego wykresem funkcji f(z) = ze ",z > 0, i asymptota tego wykresu;
: N >4+ 1,
b) ograniczonego wykresem funkcji f(z) = 715 i asymptota tego wykresu,
x
1
¢) ograniczonego wykresem funkcji f(x) = ——, osia OX i asymptotami tego wykresu.

V1—22

Sporzadzi¢ rysunki obszarow.

P1.4. Zbadac zbieznos¢ szeregdéw liczbowych. Sformutowaé wykorzystywane kryteria.

Z 7; \/W , d) ;(_1) Smﬁa

gk
S
ﬂ —
=

3\'

3

3

w
_|_

\]

[

e’} 32n+1 0 42n+1 [e%e} n12 . 2n e’} (_1)n
— f —_— —_ h —_ .
P1.5. Uzasadni¢, ze szereg jest zbiezny i obliczy¢ jego sume z bledem nie wiekszym niz 0,01.
o (=1)" — (=" o (=1)"
b —_ .
a),§5n+17 )n;(nﬂ)-sn’ C>n§(2n)!

P1.6. Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potegowego

>, 2+l X (x—1)" > (x+e)” > n(2x +1)"
a 43" , qy ST n
)n}::ln‘l—l—l(x ) )22n+3n Z\/n+ 50 )n; n+ 10

P1.7. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje f(x), f'(z), [ f(t) dt. Podaé promienie zbieznosci
0

otrzymanych szeregéw.

a) f(x) = b) f(x) = ze™, c) f(x) = 2%sin =, d) f(z) = z cos (22?).

P1.8. Wykorzystujac szeregi Maclaurina funkcji In(1 + z), obliczyé sumy

szeregow liczbowych:

> n = 2n+3 > > n
VL P2 T Zn+2(e—1)n’ d);m‘

n=1 n=2 TL_O




P1.9. Wyznaczy¢ i narysowa¢ dziedzine naturalng funkcji oraz poziomice dla poziomu A = 0

a) f(z,y) = arcsin(y — z?), b) f(z,y) =1n W, ) f(z,y) = \/%y—i_T

/ 0
P1.10. Dana jest funkcja f(z,y) = ,/In o1 Wyznaczy¢ i narysowac zbior {(Jc, y) € Dy : 3f < 0}.
Y Y

P1.11. Napisa¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej
a) w punkcie (4,2, 29) do powierzchni z = (Inx — 21Iny)?,
b) w punkcie (3, o, —5) do powierzchni 2% + y* — 22 = 0,

c¢) do wykresu funkcji f(z,y) = 2 + 32y — 10z + 2y. Plaszczyzna styczna jest réwnolegta do
plaszczyzny m : 4o — by + 2z = 0.

P1.12. Oszacowad, stosujac rézniczke, z jakim btedem bezwzglednym i wzglednym obliczona be-
dzie wartos¢ z, jesli

a) z=/z2+y3 ©=1,00£0,02, y =2,00 £ 0,03;
b) z:x\/§+lnx4, x=1,00=+0,01, y = 10000 =+ 10.

P1.13. Obliczyé¢ pochodna kierunkows funkcji f w punkcie (xg,y9) w kierunku wersora o. Dla
jakiego wersora pochodna ta ma warto$¢ najwieksza, dla jakiego — najmniejsza, a dla jakiego jest
rowna zeru?

a) f(z,y) = ya® =8y, (zo,40) = (0,0), Db) flz,y) = |z| +[yl, (zo,y0) = (1,0) .
P1.14. Dana jest funkcja f(z,y) = e 3V,

a) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (2, —1) w kierunku wersora v = [12 2 }

137 13
b) Dla jakiego wersora ¥ pochodna kierunkowa %(2, —1) ma warto$¢ najwieksza? Jaka jest to
wartos¢?
c¢) Dla jakiego wersora ¢ pochodna kierunkowa %(2, —1) ma warto$¢ najmniejsza? Jaka jest to
wartosc?

’ — 7 o
d) Wyznaczy¢ wersory 9, dla ktorych 8—5(2, —-1)=0.

P1.15. Wiadomo, ze 2L (xo,90) = 1 dla wersora v = {@ ﬁ} i 2L (20,90) = 0 dla wersora

ovi 27 2 ov3
= [—?, ?] Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (o, yo) w kierunku wersora

U= [l —@] (Funkcja f ma w punkcie (xq,yo) ciagle pochodne czastkowe).

Wl

27 2

2 2

0 0
P1.16. Wyznaczy¢ —= + —= dla podanych funkcji
ox? 0y
1

1
a) flo,y) =2z —dey + Jxy’ — oy®, b) flz,y) = mgeryQ c) fz,y) = arctg%-

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozna znaleZé w skrypcie:

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2. Przyktady i zadania, Oficyna Wydawnicza
GiS, Wroctaw 2019, rozdziaty 1,2,3.

Jolanta Sulkowska



LISTA POWTORKOWA 2

P2.1. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
a) f(z,y) =a* —ay+y* —bdlny , D) flz,y) =2’ —day+2y* . ¢) f(z,y) = (2® —y*) "

P2.2. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji dla argumentow spetniajacych podany warunek

a) f(z,y) =2>+y°, xy=4 b) f(z,y) =2*+ a2y —y* +vy, 2043y =1;
¢) flz,y) =e " 2z +y?), x—y=0.

P2.3. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkeji

a) f(z,y) = zy* na kole 22 + y?> < 1,

b) f(z,y) = 2x2—|—2y2—|—(x 1)2+ (y—1)? na obszarze trojkata o wierzchotkach (0, O) (1,0), (0, 1),
c¢) f(z,y) = 2* — zy + y* — 27 + y na obszarze okreslonym nieréwnosciami: x < 0, |z| + |y| <

P2.4.

a) Metodami rachunku rézniczkowego wyznaczyé odlegto$é plaszczyzny 2x — 2y + z = 5 od po-
czatku uktadu wspotrzednych.

b) Metodami rachunku rézniczkowego wyznaczy¢ punkt osi OZ lezacy najblizej proste;

r=t+1, y=t, z=t—2, teR.
c¢) Koszt wykonania m? dna prostopadto$ciennego pojemnika jest dwukrotnie wyzszy niz koszt

wykonania m? $ciany bocznej lub pokrywy. Jakie powinny by¢ wymiary pojemnika o danej obje-
tosci V, aby koszt jego wykonania byt najmniejszy?

P2.5. Catke podwdjng / / f(z,y) dxdy zamieni¢ na calki iterowane (dla dwoch kolejnosci catko-

D
wania), jezeli obszar D jest ograniczony podanymi krzywymi.
(a)* +y=2, y=-—V2—-22 (bO)y=hz, z+y=1 z-2=0;
(c)y=42*—-2, y=2>+1; (d) y = arcsinz, y = arccosz, z =0.

P2.6. Dla podanych catek iterowanych narysowa¢ obszar catkowania, a nastepnie zmieni¢ kolejnos¢
catkowania.

0 2e*—1 1 Vi—z2 1 1+4/1—2
(a) / dx / f(x,y) dy, / / (z,y)dy, (c) / dy f(z,y)dz
—In2 0 -1 —

P2.7. Narysowac obszar catkowania i obliczy¢ catke podwdjna.

a) // xy dxdy, jesli obszar D jest ograniczony krzywymi: x = ¢, z =1+ /1 —y?;
D

b) // e’ dzxdy, jesdli obszar D jest ograniczony prostymi: y =z, y=z+2, y=2, y=3;
D

2
) // :;2 dxdy, jesli obszar D jest ograniczony krzywymi: y =x, x =2, xy=1.
D



P2.8. Obliczy¢ catke podwdjng wprowadzajac wspotrzedne biegunowe.

(a) //6x2+y2 drdy, D= {(m,y) eER?*:y>|z|, 2> +y* < 1};
D

(b) //rcdl"dy, D={(z,y) eR*: y < &, % +y* — 5y < 0};
D

dzdy, D:{(x,y) eR?>:y>uw 22+ <x}.

© g/ —

P2.9. Obliczy¢ pola obszarow ograniczonych podanymi krzywymi lub opisanych podanymi nie-
rownosciami.

(@)zy=4, z+y+5=0 () 2>+y*—-20r-2y<0, >0, y>0.
P2.10. Obliczy¢ pola podanych ptatéw powierzchniowych.
(a) 6z —3y+22=6, >0, y<0, 20—y<2; (b)z=a>+y? 2>+y><8.

P2.11. Obliczy¢ catki potrdjne:

() // 2z dzdydz, jesli U jest czworoécianem o wierzcholkach (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,1,1);
U

) [[[ Vadedydz, jesti U = {(z,9.2) e R*: 1 <2 <4, 0 <y <m0 < 2 <sinyls
U

(C) /// LEQ Sin(ﬂ-y) dl’dydz, Jeéh U = {(x,y7 Z) c R3 -0 < y < 1’ 0 <z < 1_ x2}.
U

P2.12. Obliczy¢ catki wprowadzajac wspotrzedne walcowe lub sferyczne

() [[[ 2 dvdydz, josti U= {(,9,2) e R¥ 122 442 <9, 1 -y <z <2 = gy
U

) [[[ ydwdydz, jesti U = {(@,y,2) € R?: 2>+ <2 <24 VT F 42, 2> 0, y < O;
U

(© /// zdedydz, U = {(m,y,z) ER’ I +y? +22°<5, 2> 0};
U

(d) /// Prdxdydz, U = {(a:,y,z) eR3:\/3(22+1y?) <2< m}
U



P2.13. Obliczy¢ objetosci bryt ograniczonych podanymi powierzchniami.

(a) 2=0, z=1-2% z=y% (b)z=1-Va2+¢? z=3-2"—y%
z =VI—a?2—y? 2= 2Z+ 2

P2.14. Wyznaczy¢ wspotrzedne srodka masy jednorodnego obszaru:

(a) poétkola o promieniu R;
(b) D:{(x,y)ERQ:x2<y<1};
(c) U:{(x,y,z)€R3:x2+y2<4,0<z<6,x>0,y>0};

(d) U={(z,5.2) eR*: VT TP <2< VI 22— .

P2.15. Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe stosujac transformacje Laplace‘a:
(a) y' — 5y =3e", y(0) = -1 (b) ¥ =3y = 6e™), y(0) =2
€y +y=2t y0)=2 (d) 2y" +3y' —2y=0; y(0) =1,9'(0) = 0;
() y" —y' =2(1—-1); w(0)=1y(0)=1; (f) y" 42y +5y=15 y(0)=5,4'(0) =0.

Podobne zadania (z rozwigzaniami lub odpowiedziami) mozna znaleZé w skryptach:

M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2. Przyklady i zadania, Oficyna Wydawnicza
GiS, Wroctaw 2019, rozdzialy 3,4,5.

M. Gewert, Z. Skoczylas, Rownania rézniczkowe zwyczajne. Teoria, przyktady, zadania, Oficyna
Wydawnicza GiS, Wroctaw 2016, rozdzial 4.
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