Zastosowania rOwnan rézniczkowych czgstkowych
Lista 1: Rownania pierwszego rzedu i metoda charakterystyk

1. (Zachowanie) Niech u = u(x,t) bedzie gestoécig (na jednostke dtugosci) pewnej substancji

spelniajacej prawo zachowania bez Zrédet. Zaktadajac, ze ujest x-calkowalna na R a strumiers
znika w nieskoniczonosci pokaz, ze catkowita ilo$¢ u nie zmienia sie¢ w czasie.

. Rozwigz podane zagadnienia. Naszkicuj rodzine charakterystyk oraz rozwigzanie u(x, t)
dla kilku czaséw t (wspomoz sie komputerem, gdy nie da si¢ inaczej). Sprawdz recznie, czy
otrzymana funkcja jest rzeczywiScie rozwigzaniem danego zagadnienia.

){ut—HOux:O, t>0, x€eR; b){ut—l—ZtuX:—u, t>0, xcR;

u(x,0) = 1+1X2 x € R, u(x,0) =e™>, xeR.

) u —x*u, =sinu, t>0, x>0 ) w + 2tu, =xtu, t>0, x€eR;
u(x,0) = 2arctanx, x>0, u(x,0) =%, x€eR.

. (Latarnia morska) Latarnia znajduje sie w x = 0 oraz przez caly czas wysyta sygnat o natezeniu
b(t).
(a) Przez u = u(x,t) oznaczmy natezenie Swiatta w dowolnym punkcie (x, t). Wiedzac, ze
Swiatlo rozchodzi sie ze stala predkoscia ¢ znajdz u(x,t) dla x > 0.

(b) Rozwigz to samo zagadnienie zakladajac, ze Swiatto jest thumione przez chmury i inne
czgsteczki zawieszone w powietrzu proporcjonalnie do jego natezenia.

. (Zagadnienia poczgtkowo-brzegowe) Czasami musimy rozwigzaé zagadnienia, w ktérych po-
dany jest zaré6wno warunek poczatkowy oraz brzegowy. Rozwigz nastepujace problemy.
w+cu, =0, t>0, x>0, ¢>0 w+tu, = —u?t t>0, x>0
a){ u(x,0) =d(x), x>0 b)< u(x,0)=x, x>0
LL(O, t) = ll)(t)» t >0, $(0) = 11)(0)) u(oa t) =sin t, t>0,

Jakie warunki musza by¢ spelnione aby zagadnienie a) miato rozwigzanie dla ¢ < 0?

. (Dane na dowolnej krzywej) Niech warunek dla réwnania u; + cu, = 0 bedzie zadany na
dowolnej krzywej t = T(x) to znaczy

u(x, t(x)) = d(x), xeR.

Na przyktad, zwykly warunek poczatkowy to t(x) = 0. Przeprowadz analize nastepujacych
zagadnien

) w+cu, =0, t>0, xeR, ) w+cu, =0, t>0, xeR,
u(x,kx) =x%, kc#1, x€ER, u(x,cx) =x3, x €R.

Wyprowadz ogdlny warunek konieczny dla istnienia rozwigzania zagadnienia

{ we + c(x, t)uy

=g(x,t,u), t>0, xeR
u(x, t(x)) = ¢(x),

x € R.

6. (Réwnania quasi-liniowe) Rozwiaz podane zagadnienia oraz naszkicuj charakterystyki.

) w+lhuu, =0, t>0, xeR; b) wtu =u?, teR, x>0
u(x,0) =€, x€eR, u(0,t) =YP(t), teR.

C){ut‘Fuzu,X:O, t>0, xcR; d){ut+u—1u,xzo, t>0, x>-—1I;

u(x,0) =%, x>0, u(x,0) =, x> —1.
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Znajdz rozwigzanie nastepujacego zagadnienia quasi-liniowego

w+uu, =—u, t>0, xekR,
{ u(x,0) =—x, x€eR.

(Problem nielokalny) Kiedy szybkos¢ propagacji jest zalezna od wartosci funkcji na pewnym

nietrywialnym podzbiorze dziedziny to méwimy o zagadnieniu nielokalnym. Ponizsze zagad-

nienie opisuje zjawisko konwekgdji, ktérej predkos¢ zalezy od tego ile substancji juz znajduje

sie w obszarze. Takie réwnanie modeluje wchianianie si¢ pokarmu w jelicie - pokarm dobrej

jakosci wchlania si¢ powoli a fast-food przelatuje bardzo szybko.

ut+(f0 (u(y ))dy)uX—O t>0, 0<x<T;

u(x,0) = d(x), 0<x<T
(Ot) 0, t>0,

dla pewnej funkgji F klasy C'. Rozwigz to zagadnienie najpierw dla ogélnego przypadku a
pozniej potéz ¢(x) = x oraz F(u) = u. Sprawdz, czy otrzymana funkcja jest rzeczywiscie
rozwigzaniem roéwnania.

(Zagadnienie jednorodne) Funkcje f = f(x, t,u) nazywamy jednorodng jesli dla dowolnej stalej
A istnieje liczba k taka, ze zachodzi warunek

f(Ax, At, Au) = A*f(x, t,u).

(a) Podaj kilka przyktadéw funkgji jednorodnych.

(b) Niech u spetnia réwnanie
u + c(x, t,u)u, = f(x, t,u), t>0, x€eR.

Zal6zmy, ze c i f sa jednorodne z taka samg stata k. Pokaz, ze ukltad dwéch réwnan
charakterystyk moze by¢ zredukowany do jednego réwnania rzedu pierwszego.
Wskazowka. Napisz réwnanie na dU/dx i wprowadZ nowe zmienne: niezalezng i
zalezng.

(Model populacji ze strukturg wieku) Niech u = u(a,t) oznacza gestos¢ rozkladu populacji w
czasie t i wieku a. To znaczy u(a, t)Aa okredla w przybliZzeniu iloé¢ ludzi majacych od a do
a+ Aa lat. Dla badania ewolucji struktury demograficznej wystarczy skupi¢ sie na licznosci
kobiet tak, ze ich catkowita liczba w chwili t wynosi (Dlaczego catkujemy do c0?)

N(t) :J u(a,t)da.
0
(a) Motywujac swoje rozwazania prawem zachowania pokaz, ze gesto$¢ struktury popu-
lacji spelnia réwnanie
u + u, = —m(au,
gdzie m(a) jest wspdtczynnikiem $miertelnosci na osobe. Jest to réwnanie McKendricka-
Von Foerstera.

(b) Niech b = b(a,t) oznacza érednig liczbe dzieci, ktére rodzg kobiety w wieku a i czasie
t. Jakie og6lne warunki musi spetnia¢ b? Pokaz, Ze catkowita ilo$¢ porodéw w chwili
t wynosi
B(t) :J b(a,t)u(a,t)da,
0
a nastepnie uzasadnij réwnos¢ B(t) = u(0, t).
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(c) Zaléz, ze b = b(a) a m jest state. Ponadto przyjmij, ze poczatkowy rozktad populacji
wynosi u(a,0) = ¢(a). Sprowadz réwnanie McKendricka-Von Foerstera do réwnania
catkowego na B zwanego réwnaniem odnowienia.

(Rozwigzanie 0gdlne) Pokaz, ze jesli F i G sg catkami pierwszymi ukladu charakterystycznego
dla u;+c(x, t,u)u, = g(x,t,u) to¥Y(F(x, t,u), G(x,t,u)) = 0 okresla rozwigzanie u = u(x, t)
tego réwnania. Jakie warunki musza spetnia¢ ¥, Fi G, zeby to zachodzito?

(Réwnanie tylko z pochodnymi) Zat6zmy, Zze nieliniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego
rzedu nie zawiera w spos6b jawny zmiennych x, t oraz u, to znaczy ma posta¢ F(u,, ;) = 0.
Znajdz jego rozwigzanie z warunkiem poczatkowym u(x, 0) = ¢(x).

Znajdz rozwigzania nastepujgcych réwnan nieliniowych

a) w+u =uy, t>0, xekR; b) ww, =1, t>0, xeR,
u(x,0) =2x, x€R, u(x,0) =x*, xcR.

) wW4+u =0, t>0, x€eR; ) dug—ui=4x* 0<t<3 xeR
u(x,0) =%, x>0, u(x,0) =0, xeR.

(Réwnanie eikonatu inaczej) Okazuje sig, Ze rownanie eikonatu wystepuje réwniez w bardzo
przyziemnych zastosowaniach - opisuje ono ksztalt usypanej pryzmy piasku lub innego
sypkiego materiatu. Zakladajac, ze u = u(x,y) opisuje wlasnie ten ksztatt a wspétczynnik
tarcia' materiatu wynosi 0 < p < 1 wyprowadz réwnanie
1
wuw=——1.
v 2
(Pryzma piasku) Znajdz ksztatt pryzmy piasku, ktéry zostal usypany tak, ze jego podstawa
jest okregiem
ux,y)=0 dla x*+y*=1.

Wskazoéwka. Dane nie sg typowym warunkiem poczatkowym. Jednak bez problemu mozna
skorzysta¢ z metody Charpita wprowadzajagc X = X(s,t) oraz Y = Y(s,t), gdzie t jest
parametrem podstawy, to jest

X(0,t) =cost, Y(0,t) =sint, te[0,2mn].
(Catki zupetne) Znajdz catki zupelne dla nastepujacych réwnan
aAuw =1 bul+yuy—u=0; c)ju’= m; d) weu, = xy.

(Réwnanie bez zmiennych niezaleznych) Pokaz, ze catka zupelna dla réwnania F(u, u,, uy) =0

ma postac
du

g(u,a)’
gdzie funkcja p = g(u, a) jest wyznaczona z réwnania rézniczkowego.

f(x,y,u, a,b) :X+ay+b_J

tukasz Plociniczak

1Sita tarcia jest proporcjonalna do sktadowej stycznej silty ciezkosci.
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