Réwnania ré6zniczkowe w technice
Lista 2: R6wnania zwyczajne pierwszego rzedu

. Rozwiaz nastepujace zagadnienia poczatkowe oraz narysuj wykres rozwigzania. Dla jakich
x-Ow rozwigzanie jest okres§lone?

dy 3x*+4x+2 dy 1
_—— —— = ]' b —_ = ] —2 2 = ——
@ 4 1) y(0) =1; b) 4, = =27 y(0) =—2
y y 4 y 2 - 3/ dx - 4y3 7 y — \/z.

. ZnajdZ réwnanie rézniczkowe, ktérego rozwigzaniem jest dana rodzina krzywych.

(@)y = Ccosx+x; (b)x*+y?>=C2

. (Datowanie izotopem wegla ' C) W archeologii stosuje sie metode wyznaczania wieku probki za
pomocg pomiaru zawartosci izotopu wegla 'C. Jest to metoda opracowana przez Willarda
Libbiego w latach czterdziestych. Stosunek izotopu wegla '*C do wegla '*C utrzymuje sie
na stalym i znanym poziomie przez cale Zzycie organizmu. Z momentem $mierci wegiel
zaczyna sie rozpadac z czasem poéizycia réwnym 5568 lat (czyli okresem po jakim rozpadia
sie potowa probki). Niech Q(t) oznacza stosunek ilosci wegla '*C do wegla '>C w chwili t.
Zat6zmy, ze w chwili $mierci stosunek ten wynosit Q.

(a) Wyjasnij dlaczego rozpad promieniotwdrczy moze by¢ opisany réwnaniem Q' = —rQ.
Znajdz Q = Q(t) oraz ustal ile wynosi 7.

(b) Przypu$émy, ze znajdujemy prébke, ktéra zawiera 20% poczatkowej zawartosci wegla
C wzgledem '*C. Znajdz wiek prébki.

(c) (Jaskinie w Lascaux) W tych francuskich jaskiniach znaleziono slynne malowidla na-
skalne wykonane weglem drzewnym. Kiedy przeprowadzono badania okazalo sie, ze

stosunek wegla *C do *C w tych malowidlach jest 8 razy mniejszy niz w przypadku
organizméw zywych. Korzystajac z réwnania rozpadu oszacuj wiek malowidel.

(d) (Stonehenge) Prébka pochodzaca ze Stonehenge wykazata stosunek izotopéw réwny w
przyblizeniu (1.65)™" poczatkowej wartosci. Oszacuj wiek tej konstrukgji.

. (Naiwny model licznosci populacji ludzkiej) Zat6zmy, ze ludzie rozmnazaja sie z szybkoscia
proporcjonalng do ich licznoséci. Szacuje sig, ze w czasie t = 0 (A.D. 1650) na $wiecie byto
600 milionéw ludzi a w czasie t = 300 (A.D. 1950) ich liczba wzrosta do 2.8 miliardéw.
Znajdz wyrazenie okre$lajace liczno$¢ populacji w dowolnym czasie. Zat6zmy, ze Ziemia
moze utrzymac¢ maksymalnie 25 miliardéw ludzi. Kiedy ta granica zostanie osiggnieta?

. (Lepszy model demograficzny) Zastosuj model logistyczny do opisu liczby mieszkaficéw Wro-
clawia podanej w tabelce. Dlaczego nie dziafa tutaj model wyktadniczy?

rok 1950 1960 1970 1978 1988 2002
ludnoé¢ 309 430 526 598 639 639

Tablica 1: Liczba ludnosci Wroctawia (w ty$). Dane pochodza ze spisu powszechnego.



6. (Model Gompertza) Benjamin Gompertz zaproponowal model opisujacy rozwéj guzéw w

10.

ciele cztowieka. Wyraza si¢ on za pomocg réwnania

y ' =ryln <E>
y )

gdzie y = y(t) okresla rozmiar guza.

(a) Poréwnaj model Gompertza z modelem Malthusa (wyktadniczym) oraz Verhulsta (lo-
gistycznym).

(b) Rozwiagz to réwnanie z warunkiem poczatkowym y(0) = yo.

(c) Zastosuj powyzszy model do danych opisujacych ludnosé Wroctawia.

(Model populacji ze zmienng szybkoscig wzrostu) Wyobrazmy sobie, ze pewien gatunek insekta
rozmnaza si¢ z okresowo zmiennym tempem opisanym réwnaniem

dy 1 )
(a) Jesli y(0) = 1, znajdz czas T w ktérym licznoé¢ populacja si¢ podwoita. Sprawdz jak
ten czas zalezy od dowolnego warunku poczatkowego y(0) = yo.

(b) Zat6zmy, ze wspoétczynnik wzrostu (w tym przypadku jest to wspétczynnik propor-
cjonalnosci miedzy pochodng a funkcjg) zastgpiony jest jego wartoscia $rednig (ile ona
wynosi?). Wyznacz czas podwojenia T dla tego przypadku.

(c) Jesli zmienimy sin t na sin 27t (czyli zwiekszymy czestotliwo$¢ zmian) to jak zmieni sie
czas 1?7

(d) Narysuj wykresy rozwigzan (a), (b), (c) na jednym rysunku i poréwnaj je.

(Reakcje chemiczne) WyobraZzmy sobie sytuacje, w ktérej pewna substancja C jest tworzona z
polaczenia sie dwoéch innych substancji A i B. Przez sj oraz sg oznaczmy poczatkowa ilo§é
A i B oraz zauwazmy, Zze utworzenie si¢ substancji C wymaga zredukowania sa oraz sg o
pewna wielko$¢ proporcjonalng do iloéci C. Zatézmy réwniez, ze zmiana C w czasie jest
proporcjonalna do pozostatej iloéci substancji A oraz B. Ostatecznie, niechy = y(t) oznacza
ilos¢ substancji C w czasie t.

(a) Wyjasnij dlaczego y spelnia nastepujgce réwnanie

Yy’ =1(sa —ny)(sg — my),

gdzie n i m s3 stalymi zaleznymi od przyjetych jednostek. Dlaczego prawa strona
powyzszego réwnania zawsze musi by¢ dodatnia?

(b) Znajdz y.

(Kropla) Kulista kropla wody paruje z predkoscig proporcjonalng do jej powierzchni. Jesli
jej promienr poczatkowy wynosi 3mm, a po pét godziny zmniejszyt sie do 2mm, wyznacz jej
promien w dowolnym czasie.

Uwaga: mozesz zaproponowac tutaj wiele modeli, z ktérych nie wszystkie musza by¢ po-
prawne. Ostateczna weryfikacja teorii zawsze pochodzi z eksperymentu.

(Gorgce kakao) Temperatura kubka z gorgcym kakao zmniejsza si¢ zgodnie z prawem New-
tona. Zal6ézmy, ze zalewamy kakao mlekiem w temperaturze 93°C, a po minucie chtodzi si¢
ono do 88°C. Kiedy kakao bedzie odpowiednie do picia (ok. 65°C)?
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11. (Kubki termiczne) Kubkéw termicznych uzywamy po to, zeby zminimalizowa¢ straty ciepta
naszej herbaty.

(a) W naszym prostym modelu zal6zmy, ze kubek doskonale chroni przed czynnikami
zewnetrznymi. Herbata oddaje ciepto i przekazuje je kubkowi zgodnie z prawem
Newtona. Napisz réwnania na zmiane temperatury herbaty H' oraz kubka K.

(b) Rozwiaz te rownania i opisz rozwigzania.

(c) Rzeczywiste kubki nie sg doskonale szczelne termicznie - oddajg cieplo na zewnatrz.
Popraw swoje rownania tak, aby model bral pod uwage wymiane ciepta z otoczeniem
o temperaturze A.

12. (Smakosz) Zat6zmy, ze pewien dociekliwy smakosz zamoéwil w restauracji odpowiednio
wysmazony stek. Kelner przyniést mu danie, ale po zasmakowaniu go$¢ pozostat nieufny
co do odpowiedniej temperatury smazenia migsa. Pom6z smakoszowi dowiedzie¢ sig, czy
temperatura podczas smazenia nie byla zbyt wysoka lub za niska.

(a) Na podstawie prawa Newtona napisz réwnanie opisujace stygniecie steka oraz rozwigz
je dla zadanej temperatury poczatkowej Ty (czyli temperatury smazenia). Zaléz, ze
temperatura otoczenia oraz stala charakteryzujaca stygniecie miesa sg znane oraz nie-
zmienne w czasie.

(b) Od czasu zdjecia miesa z patelni do dostarczenia dania smakoszowi mingt czas .
Gos¢ zmierzyt wtedy temperature steka i wynosila ona 0 (kazdy smakosz zawsze ma
przy sobie termometr spozywczy). Na podstawie tego pomiaru znajdz temperature
smazenia.

(c) Ale chwileczke! Kazdy pomiar obarczony jest niepewnoscig (zwlaszcza ten dokony-
wany na poczekaniu w restauracji). Zaléz, ze rzeczywista warto$¢ temperatury steka
rézni sie od zmierzonej 6 o nie wiecej niz niepewnos¢ pomiarowa €. Okresl przedziat,
w ktérym w tej sytuacji musi si¢ znajdowac temperatura smazenia To.

(d) Powiedz co dziatoby sie, gdyby smakosz czekal dtugo na swéj positek (docelowo T —
00). Czy istnieje wtedy szansa na znalezienie temperatury smazenia?

13. (Prosty model zanieczyszczonego jeziora) Rozwazmy jezioro o objetoéci V = V(t) zawierajace
objetos¢ Q(t) zanieczyszczen w chwili t. Oznaczmy przez c(t) := Q(t)/V(t) stezenie za-
nieczyszczenia w jeziorze. Zalézmy, ze z predkoscia r do jeziora wptywa woda zawierajaca
zanieczyszczenia o stezeniu k. W takim samym tempie woda jest usuwana z jeziora. Dodat-
kowo, pobliska fabryka zanieczyszcza jezioro w statym tempie P.

(a) Niech c(0) = ¢y oraz V(0) = V,. Ile wynosi V(t)? RozwigZz napisane réwnanie i znajdz
postac c(t) oraz zanieczyszczenie graniczne, gdy t — oo.

(b) Zat6zmy, ze nagle zanieczyszczanie jeziora ustaje (k = 0 oraz P = 0 dla t > 0). Wyznacz
czas T, po ktérym zanieczyszczenie zmaleje do potowy oraz do jednej dziesiatej.

(c) Korzystajac z tabelki zawierajgcej dane dotyczace Wielkich Jezior w USA oraz z czesci
(b) zadania, znajdz czas T potrzebny na zmniejszenie zanieczyszczenia do 10%.
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14. (Model logistyczny ze zmienng pojemnoscig Srodowiska) Jesli pojemno$é srodowiska zmienia sie
w czasie, czyli K = K(t), to réwnanie logistyczne przyjmuje postaé

r_ -
9 _m<1 K(t))'



Jezioro V (km?® x 10°) 1 (km?/rok)

Goérne 12.2 65.2
Michigan 4.9 158
Erie 0.46 175
Ontario 1.6 209

Tablica 2: Objetos¢ oraz przeptywy dla Wielkich Jezior. Dane wzigte z [1].

(a) Rozwigz powyzsze réwnanie.
Wskazéwka. Jest to szczegdlny przypadek réwnania Bernoulliego, ktére mozna sprowa-
dzi¢ do réwnania liniowego poprzez podstawienie u(t) = (y(t))".

(b) W ogodlnosci réwnanie Bernoulliego ma postac

y' +p(ty =q(thy", n#0,1.
Znajdz odpowiednie podstawienie i zastosuj je, aby otrzymac rozwigzanie.

15. (Potéw ryb) Rozpatrzmy populacje ryb. Zalézmy, Ze rozmnazaja si¢ one zgodnie z modelem
logistycznym. Dodatkowo ryby sa fowione, a szybkos¢ towienia jest proporcjonalna do ilosci
ryb: im wiecej ich jest tym tatwiej jest ztowi¢. Wyjasnij, ze jesli liczno$é populacji w czasie t
wynosi y(t), to prawdziwe jest rownanie

Jest to tak zwany model Schaefera.

(a) Znajdz licznoé¢ populacji w czasie t wiedzac, ze na poczatku w akwenie Zyto y, ryb.

(b) Pokaz, ze dla E < r istniejg dwa rozwigzania (punkty) stacjonarne: y; = 0 iraz y, =
K(1—E/r) > 0.

(c) Wyijasnij, dlaczego y; jest niestabilny a y, asymptotycznie stabilny. (Niestabilno$¢ - mate
wychylenie z punktu powoduje, ze rozwigzanie nigdy juz nie wraca na swoje miejsce).

16. (Epidemia) Niektore choroby, takie jak na przyktad dur brzuszny mogg, rozprzestrzeniaé
sie przez nosicieli, czyli osoby, ktére pomimo zainfekowania nie odczuwajg negatywnych
skutkéw choroby. Oznaczmy przez x liczbe zdrowych ludzi podatnych na chorobe oraz
przez y liczbe nosicieli. Zat6zmy, ze nosiciele sg identyfikowani i usuwani z populacji
zgodnie z prawem

dy
a By.
Zat6zmy réwniez, Zze choroba rozprzestrzenia sie proporcjonalnie do ilodci nosicieli oraz

ludzi podatnych na chorobe
dx

dt

(a) Znajdzy z pierwszego réwnania jako funkcje t przy warunku poczatkowym y(0) = yo.

= —axy.

(b) Nastepnie znajdz x = x(t) z warunkiem x(0) = x,.

(c) Znajdz utamek populacji, ktérej uda sie pozosta¢ zdrowa dla dtugiego czasu trwania
epidemii.

[1] R.-H.Rainey, Natural Displacement of Pollution from the Great Lakes, Science 155 (1967), 1242-1243.



17. (Réwnania jednorodne) Rownanie rézniczkowe nazywamy jednorodnym, jesli jest postaci

)

Zastosuj podstawienie y(x) = xu(x) i sprowadz dane réwnanie do réwnania o zmiennych
rozdzielonych. Sprawdz swojg metode rozwigzujac

d X d x? —xy — y?
(a)d_y:_+1i; (b)d_y:#'

it~ AU S »ne 2
(c) T ex + (d)(XU+U)dX y

18. (Jazda na rowerze 1) Zalt6zmy, ze typowa warto$¢ (kwadratowego) wspéiczynnika oporu
powietrza dla rowerzysty wynosi ¢ = 0.2 N's/m?. Catkowita masa rowerzysty wraz z
rowerem wynosi 80kg. W chwili t = 0 rowerzysta ma predkos¢ vo = 20m/s, przestaje
pedatowac i jedzie az do calkowitego zatrzymania. ZnajdZz charakterystyczny czas T =
m/(cvy). Po jakim czasie jego predkos¢ zmniejszy sie do 15m/s, 10m/s, 5m/s? (Uwaga:
milczace zalozenie o pomijalnosci tarcia jest sensowne dla rozwazanych predkosci).

19. (Jazdanarowerze 2) W tym zadaniu uwzglednimy tarcie przy opisie ruchu rowerzysty. Szacuje
sie, ze sita tarcia dynamicznego F, wynosi 3N. Napisz réwnanie rowerzysty, ktéry jedzie bez
pedatowania. Nastepnie rozwiaz je i policz ile czasu uptynie, zanim predkos¢ zmniejszy sie
z 20m/s do 10m/s. Po jakim czasie rowerzysta catkowicie si¢ zatrzyma?

20. (Ogélniejsza postac sity oporu osrodka) Ciato porusza sie w poziomie i dziata na nie sita oporu
osrodka F,, = —bv — cv?. Napisz réwnanie Newtona dla rozwazanej sytuadji i je rozwiaz.
Narysuj wykres zaleznoSci v od czasu t.

21. (Swobodny spadek) Przy rozpatrywaniu zagadnieri zwigzanych z rzutami, bardzo czesto za-
kladamy, ze przyspieszenie ziemskie jest state. Jest to oczywiScie bardzo dobre zalozenie
przy zatozeniu niezbyt duzej wysokosci rzutu (Czy potrafisz poda¢ doktadniejsze oszaco-
wania?). W sytuacjach, w ktérych ruch obiektu odbywa sie w znacznej odlegltosci od Ziemi,
konieczne jest wziecie pod uwage zmieniajgcej sie sity grawitacji.

(a) Niech r = r(t) oznacza odleglos¢ ciata od $rodka Ziemi, a v = v(t) jego predkosc.
Wyjasnij, dlaczego z prawa Newtona wynika nastepujgace réwnanie rézniczkowe
dv. ~GM
a2’
gdzie G jest stala grawitacji, a M masa Ziemi. Zakladamy réwniez, ze opdér powietrza
jest znikomy (to zatoZenie jest na pewno prawdziwe w przestrzeni kosmicznej).

(b) Znajdz zaleznos¢ predkosci ciala od przebytej drogi, to jest napisz v = v(r) i skorzystaj
z reguly fancuchowej, aby otrzymac pochodng § w terminach v oraz $¥. Przyjmij, ze
v(0) = v,y oraz, ze Cialo leci centralnie w dot.

Lukasz Plociniczak



