Zastosowania rOwnan rézniczkowych czgstkowych
Lista 3: Fale uderzeniowe

1. (Fale uderzeniowe) Rozwigz podane zagadnienia, narysuj charakterystyki oraz trajektorie fali
uderzeniowe;j.

w+utu, =0, t>0, xeR; w+2uu, =0, t>0, xeR;
2, x<0 b 3, x<O0;
Y “(X’O):{1 0>0 | “(X’O):{z x>0

2. (Dopasowywanie fali) Przeprowadz analize podanych zagadnieni oraz postaraj sie naszkicowac
rozwiazanie u = u(x, t) dla kilku czaséw.

w+uw, =0, t>0, xeR; w+uu, =0, t>0, x€eR,

a) 1, x<0; b) 1, x < 0;
ux,0)=<¢ =1, 0<x<T; ux,0)=<¢ 1—x%x, 0<x<1,

0, x>1, 0, x < 1.

3. (Farba) Warstwa farby o grubosci u(x, t) sptywa po $cianie. Jak zostato pokazane na wykta-
dzie, r6wnanie ewolucyjne ma posta¢

w+utu, =0, t>0, x€eR.
Rozwigz je dla warunku poczatkowego

0, x<Oorx>1,
1, 0<x<1.

u(x,0) = {

4. (Ruchuliczny) Niechu = u(x, t) bedzie gestoécig liniowg samochodéw na drodze (iloé¢ samo-
chodéw /kilometr). Przez q(x,t) oznaczmy strumien, czyli ilo§¢ samochodéw na jednostke
czasu, ktére przejezdzajg przez x w prawa strone w czasie t.

(a) Pokaz, ze przy braku Zrédet spetnione musi by¢ rownanie zachowania
W + Jx = 0.

(b) Poprzezv = q/u zdefiniujmy $rednig predkos¢ samochodéw (dokladnie tak jak w przy-
padku konwekgcji). Prostym i dosy¢ dokladnym modelem jest przyjecie, ze predkosé
zeruje sie gdy ilo§¢ pojazdoéw osiggnie pewng krytyczng wartosc¢ (korek).

v(u) = v (1 — i) .
U

Znajdz strumieni i wyprowadz réwnanie ewolucji ruchu ulicznego.

(c) (Swiatlo zielone) Rozwiaz zagadnienie ruchu ulicznego w przypadku, kiedy nagle w
czasie t = 0 Swiatto czerwone zmienia sie na zielone w x = 0

U, x<O0;
”(X’O):{ 0, x>0.

(d) (Swiatto czerwone) Teraz, sygnallizacja w x = 0 przelacza si¢ na $wiatto czerwone i
wszystkie samochody muszg sie zatrzymac

u(x,0) =uwy, xeR, u(0,t)=u.,, t>0.
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(e) (Ciezarowka) W czasie t = 0 samochody poruszajg sie wzdtuz drogi ze stalg predkoscia
ré6wng %v,,. W tej samej chwili ciezaréwka wkracza na droge w x = 0 i jedzie z
predkoscig 1v,,. Kiedy dojedzie do x = L zjezdza z autostrady.

5. (Przedtuzanie niecigglosci) Niecigglte warunki poczatkowe moga by¢ rozumiane jako granica

10.

gladkich przyblizeri. W tym zadaniu rozwazmy jedynie ich ciggte przyblizenia. Rozwigz
w+uu, =0, t>0, xeR,

dla kazdego z dwéch warunkéw poczatkowych

1, x<0 0, x<0
a)u(x,0) =¢di(x) =9 T—%, 0<x<e blux0)=dx):=<¢ %, 0<x<g¢
0, x>e¢e, 1, x>e.

W kazdym przypadku rozwaz granice € — 0 oraz poréwnaj z analogicznymi zagadnieniami
dla niecigglych warunkéw poczatkowych.

(Czas utworzenia sie fali uderzeniowej) Znajdz czas, w ktérym powstanie fala uderzeniowa dla
nastepujacych zagadnien. Ponadto, znajdZ rozwigzanie kazdego z zagadnierh w tak prostej
postaci jak tylko sie da.

u(x,0) = e u(x,0) = 1.

){ut+qu:O, t>0, xeR; b){ut—i—uuxzo, t>0, x€eR;

w+uu, =0, t>0, xeR,

u+uu, =0, t>0, xeR;
’_ 2 ' . 1» XSO;
c 2—x5 x<l, d -
u(x,0) = u(x,0) = ¢ cosx, 0<x<7;
1, x> 1. ﬂ
O, X>7.

(Potgczenie dwdch fal) Rozwigz podany problem, w ktérym dwie fale uderzeniowe 13cza sie
w jedna
w+uu, =0, t>0, xeR,

2, x<0;
ux,0)=< 1, 0<x<T;

0, x>1.

(Rozwigzania stabe oraz klasyczne) Pokaz, ze gladkie rozwigzanie stabe danego zagadnienia
jest rozwigzaniem klasycznym.

. Znajdz stabe rozwigzania nastepujacych zagadniers

w+(e*)y =0, t>0, x€eR, u+2uu, =0, t>0, xelR
) ]2, x<0 ) VX x <0
w0 =97 i w0 =910 " x>o.

(Niejednoznacznos¢) Niech u bedzie rozwigzaniem

u; +uu, = 0.

Pokaz, ze zachodzi wtedy
(f(uw), + (g(w), =0,

dla odpowiednio dobranych Fi G. ZnajdZ warunki jakie musza spetnia¢ te funkgje.
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11. (Ogdlny warunek R-H) Niech u jest rozwigzaniem

zawierajgcym fale uderzeniowg. WyprowadZ warunek Rankine’a-Hugoniota dla tak posta-
wionego problemu.

12. (Warunek entropii) Rozwazmy nasz zabawkowy problem

w+uu, =0, t>0, xeR;

0, x<0;
u(x,0) :{ I x=o.

Niech viw bedg zdefiniowane poprzez

0. x < L 0, x<0;
v(x,t) = ’ 2 owx,t)=<¢ % 0<x<t
1, x> =, t
2 1, x>t
Naszkicuj te funkcje i sprawdz czy sa rozwigzaniami danego zagadnienia poczatkowego.
Co sie stanie je$li zalozysz warunek entropii?

13. (Osrodek porowaty) Osrodek porowaty jest to kolekcja bardzo skomplikowanej konfiguracji
kapilar, kanalikéw oraz poréw. Jednym z najwazniejszych przykltadéw takiego osrodka
jest gleba. Rozpatrzmy jej warstwe nienasycong czyli obszar, w ktérym nie wszystkie pory
sa wypelnione wodg (w rzeczywistosci jest to warstwa do okoto Tm pod powierzchnig
gruntu). Przez u = u(x, t) oznaczmy stopien nasycenia gleby czyli wilgotnosé¢ objetosciowg na
glebokosci x i w czasie t (u = 1 oznacza pelne nasycenie poréw).

(a) Kroétko uzasadnij dlaczego spetnione jest prawo zachowania wody
u+q (U)X =0.

(b) W bardzo duzej ogélnosci dla przeplywéw zdominowanych przez grawitacje' mozemy
zatozy¢, ze strumienn ma posta¢ potegowsq, to jest q(u) = ku™ dla pewnych statych
k (przewodnosci hydraulicznej) oraz n. Wyznacz réwnanie rézniczkowe opisujace
przeplyw wody w strefie nienasycone;.

(c) Potézmy k = 1 (odpowiedni dobdr jednostek) oraz n = 2 (typowa gleba). Rozwigz
zagadnienie z nastepujgcymi warunkami

LL(X,O) = %) U(O,t) = { 1,
2

Lukasz Plociniczak

Kiedy ci$nienie kapilarne jest dostatecznie silne wystepuja réwniez efekty dyfuzyjne.
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