Réwnania ré6zniczkowe w technice
Lista 3: R6wnania zwyczajne drugiego rzedu. Oscylacje i rezonans

1. (Réwnania, w ktérych nie wystepuje zmienna zalezna) Gdy do czynienia mamy z réwnaniem
y” = f(t,y’) mozemy zawsze dokonaé podstawienia u = y’ i wtedy otrzymamy u’ =
f(t,u), ktore jest rownaniem pierwszego rzedu. Takie rownanie potrafimy juz rozwigzac
a niewiadoma y otrzymujemy catkujac dy/dt = u. Uzyj tego podstawienia, aby znalez¢
rozwigzania podanych réwnar.

a)tly” +2ty’ —1=0, t>0; b)2tly”+ (y')? =2ty’, t>0;
c)y”+y’=e*‘; d) tzy//: (y/)z.

2. Znajdz rozwigzania ponizszych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu o stalych wspét-
czynnikach z warunkami poczatkowymi. Naszkicuj zachowanie sie rozwigzania.

a)y" +y'—2y =0, y(O) , y'(0)=1 b2y"+y —3y=0, y(0)=0, y'(0)=1;
)49 +zy +3y=0, y(0)=0, y'(0)=1, d)y"+4y’ +4y=0, y(0)=2, y'(0)=—
ey’ -2y’ +6y=0, y(0)=0, y'(0)=1;, Hy”"—-2y'+5y=0, y(n/2) =0, y’(ﬂ/)
g)y”"+y +1.259y=0, y(0)=3, y'(0)=1, h)y’"—6y’ +9%y =0, y(0)=0, y'(0) =

3. (Réwnania, w ktérych nie wystepuje zmienna niezalezna) W przypadku réwnan y” = f(y,y’)
mozemy szukaé rozwigzania postaci y’ = g(y). Wtedy y” =y’ dg/dy = g dg/dy. Teraz
nasze réwnanie jest pierwszego rzedu i ma posta¢ g dg/dy = f(y, g). Mozemy rozwigzaé
uwazajac Yy jako zmienng niezalezng a g jako szukang funkcje. Na koniec, niewiadomg y
znajdujemy catkujgc dy/dt = g(y). Sprawdz wszystkie podstawienia w tym zadaniu oraz
rozwigz nastepujgce rOwnania

a)yy"+ [y =0 by"+y=0 9y”+yy)’=0
4. (Réwnania wyzszych rzedow) Znajdz rozwigzania ogélne nastepujacych réwnar jednorodnych
rzedéw wyzszych niz drugi.

a)y™ +2y" +y=0; b)y”—12y"+22y' —20y=0; )y™ —y=0.

5. (Metoda redukowania)

(a) Zal6ézmy, ze znamy jedno z rozwigzan fundamentalnych réwnania liniowego

y" +pt)y’ +g(t)y =0.

Oznaczmy je przez y;. Pokaz, ze jesli szukamy drugiego rozwigzania postaci y,(t) =
f(t)yi(t) to f spetnia réwnanie pierwszego rzedu.
(b) W mechanice ptynéw, przy opisie przeptywéw turbulentnych wokét cylindra pojawia
sie rownanie
y"+alxy’+y)=0.

Pokaz, ze jednym z rozwigzan tego réwnania jest yi(x) = exp(—ax?/2). Znajdz drugie
rozwigzanie fundamentalne.



6. (Faktoryzacja operatora) Pokaz, ze r6wnanie

y// + “ _tz)y - O)

(5 o

Koniecznie zwrd¢é uwage na to, ze kolejnos¢ sktadania operatoréw jest istotna! Uzyj tej
taktoryzacji aby znalez¢é rozwigzanie wyjsciowego rownania.

moze by¢ zapisane jako

7. (Orbity keplerowskie)' Rozpatrujgc klasyczne zagadnienie dwoch ciat i rozpisujac prawo New-
tona we wspétrzednych biegunowych pokazac¢ mozna, ze promien wodzacy czastki spelnia
rownanie

dr kU
M T e e
gdzie p jest (zredukowang) masg uktadu, 1 jest momentem pedu (jedng z jego sktadowych)
oraz k = Gmym,. Rozwigz to réwnanie w nastepujacy sposéb. Chcemy znalez¢ ksztatt
orbity v = r(¢), gdzie ¢ jest katem np. miedzy Ziemig, Storicem i peryhelium. Najpierw
podstaw u = 1/r i skorzystaj z tozsamosci (druga réwnoé¢ wynika z zasady zachowania
momentu pedu dla naszego uktadu)
d dpd L d

dt = dtdp wpr2do
aby otrzymac réwnanie dla u w funkgcji kata ¢

W) = —u(e) + b

Zapisz rozwigzanie powyzszego rOwnania w postaci

u(p) = %L(] + ecos )

przy warunku u’(0) = 0. Ostatecznie wyraz postaé orbity w postaci

C

r(®) = 1+ecosd

Narysuj rézne orbity dla kilku wartosci c i €. Upewnij sie, Ze otrzymate$§ wszystkie znane
Tobie krzywe stozkowe.

8. Rozwigzaniem ogélnym jakiego réwnania jest funkcja y(x) = c1e®* + c,e 3?2

9. Rozwazmy réwnanie
y’'—y=0, y0)=1, y'(0)=-B,
gdzie 3 > 0.

(a) Rozwiaz zadane zagadnienie poczatkowe, Zeby otrzymac funkcje ys(t).

(b) Narysuj wykres funkgji dla r6znych wartosci 3. Znajdz minimum yg(t) w zaleznosci
od parametru f3.

!Doktadne oméwienie zagadnienia znajdziesz w niemalze kazdej ksigzce z mechaniki klasycznej (np. Taylor) oraz
na wykladzie z fizyki.



(c) Oblicz inf{f : yg nie ma minimum jako funkgja t}.
10. Rozwiaz nastepujgce réwnanie rézniczkowe z warunkami poczatkowymi
uwWH2u' +3u=0, u0)=1, u(0)=-1+V2.
Znajdz liczbe T > 0 takg, ze [u(t)| < \/g dla kazdego t > T. Postaraj sie aby T byto tak mate

jak to tylko mozliwe. Nastepnie korzystajac z komputera sprawdz ile wynosi najmniejsza
liczba Ty, dla ktérej zachodzi powyzszy warunek. Poréwnaj jg z Twoim wynikiem.

11. (Nieliniowe wahadfo) Na wykladzie wyprowadziliSmy réwnanie opisujgce ruch wahadta

d’o g .
E = —T sin 0.
W przypadku kiedy wychylenia sa duze nie mozemy zastapi¢ funkcji sin 0 jej liniowym

przyblizeniem.

(a) Pomnéz stronami nieliniowe réwnanie wahadta przez £ i skorzystaj ze wzoru na

dt
pochodng funkcji ztozonej aby otrzymac’

d (1/d0 g
(b) Przyjmij warunek poczatkowy 6(0) = 6o, 42(0) = 0 oraz scatkuj powyzsze réwnanie w
celu otrzymania réwnania pierwszego rzedu

do /2
I =+ Tg\/cose—coseo.

(c) (Rozwigzanie ruchu wahadta) Zauwaz, ze mozemy rozdzieli¢ zmienneiotrzymacé rozwigzanie
ruchu wahadta jako funkcje t = t(0)

0
t(0) = + lJ de .
2g Jo, v/cos @ — cos B

Wyrazenie to mozna odwrdcié i zapisa¢ wynik w terminach funkgji eliptycznych Jaco-
biego.

(d) (Okres drgan wahadta) Pokaz, ze jesli T jest okresem drgan wahadta to

NI

0o
T= zf\[ —4 lj X k=sin.
\/coscp—coseo 9Jo /T—Ksin’x 2
Calka po prawej stronie powyzszego wzoru jest nazywana zupetnq catkq eliptyczng pierw-
szego rodzaju® i wystepuje w réznych zagadnieniach zwigzanych z obliczaniem obwodu
elipsy. Nie jest mozliwe przedstawienie catki eliptycznej jako kombinacji funkcji ele-
mentarnych. Jednak w tatwy spos6b mozna otrzymac rozwinigcie w szereg, ktére daje

ostatecznie
211—] " m| 1 2 9 4
1+Z( o >k] 27{\/;<1+4k+64k >

TzZﬂf

Poréwnaj okres wahadta liniowego z powyZzszym wyrazeniem.

2Zachecam do przestudiowania tego tematu. Drugi tom Fichtenholza jest dobrym zrédtem.

3



12. (Wydzielanie niejednorodnosci) Pokaz, ze rozwigzanie zagadnienia poczatkowego

y" +pt)y +qt)y =f(t), ylto) =yo, Y'(to) =y,

moze by¢ zapisane w postaci y(t) = u(t) + v(t), gdzie u jest rozwigzaniem odpowiedniego
zagadnienia jednorodnego z niezerowymi warunkami poczatkowymi a v jest rozwigzaniem
odpowiedniego zagadnienia niejednorodnego z zerowymi warunkami poczatkowymi.

13. Znajdz rozwigzania nastepujacych réwnan

a)y" — 2y’ =3y = 3e’; by’ +2y'+y=2e;
o)y’ +y' +4y = 2sinht; d)y”"+y' —2y=2t, y(0)=0, y'(0)=1;
e)y” —2y’ — 3y =3te*, y(0)=1, y'(0) =0.

14. Napisz rozwigzanie ogélne dla nastepujacego réwnania

N
a
y" Ay = ?0 + Z (a, cosnmt + b, sinnrt),

n=1

gdzie A > Ooraz A #nmndlan = 1,...,N. Zauwaz, ze prawa strona powyzszego rownania to
suma czeSciowa szeregu Fouriera (przy pewnych zalozeniach mozemy wzigé¢ nawet N — o0).
Wyjasénij jakie znaczenie ma wyprowadzone przez Ciebie rozwigzanie.

15. (Nieciggta sita) W wielu rzeczywistych problemach konieczne staje si¢ rozwigzanie zagadnie-
nia, gdzie sita wymuszajaca jest inna na réznych przedziatach. Rozwazmy réwnanie

" / _ 1» OStS%I»
y"'+ 2y +59—{0 .

T
) 2°

Rozwigz je z warunkami poczatkowymi y(0) = 0 oraz y'(0) = 0.
Wskazowka: Rozwigzréwnanie najpierw dlax < 71/2 zwarunkami poczatkowymi. Nastepnie
nieznane stale w rozwigzaniu dla x > 7/2 wyznacz zadajac, aby y oraz y’ byly ciagle w /2.

16. (Butelka w wiadrze) Butelka jest zanurzona w wiadrze wypelnionym woda. W potozeniu
rownowagi butelka zanurza sie na glebokos¢ d, ponizej powierzchni wody. Zatézmy, ze
wpychamy butelke na glebokos¢ d = do + x i puszczamy. ZnajdZz réwnanie opisujace
x = x(t) oraz okres oscylacji. Oblicz okres drgani dla przypadku, kiedy dy = 20cm.
Wskazéwka: Skorzystaj z Prawa Archimedesa.

17. (Standardowa posta¢ oscylacji) Pokaz, ze zawsze mozemy znaleZ¢ takie state Ri 9, Ze zachodzi

Cy cos wt + C, sin wt = Rcos (wt — ).

18. (Ciezarek) Na koricu sprezyny o k = 80N/m zaczepiony jest ciezarek o masie m = 0.2kg a
sprezyna drga poziomo. Znajdz czestos¢ kotowa w oraz czestotliwos¢ f i okres drgan T. Jesli
polozenie poczatkowe jest rowne xo = 0 a predkos¢ vo = 40m/s, to jaka jest amplituda R
oraz faza 6 drgan?

19. (Sprezyna z ttumieniem) Rozwaz woézek zaczepiony na sprezynie z wspélczynnikiem thumie-
nia 3 oraz czestoScia wlasng wy = 2. W chwili poczatkowej xo = 1. Narysuj wykresy
polozenia x = x(t) dla r6znych parametréow = 0,1, 2,4, 6, 27, 10, 20.



20. (Dudnienia)>* Rozwaz réwnanie oscylacji, w ktérych nie wystepuje ttumienie a czestotliwos¢
wlasna wynosi wy. Niech oscylacje bedga wymuszane przez sinusoidalng site f, cos wt.

(a) Znajdz rozwigzanie tego zagadnienia dla zerowych warunkéw poczatkowych i pokaz,
ze moze by¢ zapisane w postaci

21, [ wy—w . Wo + W
y(t) = R sin ( > t) sin (Tt> .

(b) Zatézmy, ze réznica czestosci |wy — w| jest mata w poréwnaniu z ich sumag wy + w.
Wyijasnij dlaczego w tej sytuacji mozemy méwié o szybkiej oscylacji, ktérej amplituda
zmienia si¢ sinusoidalnie (jedna fala moduluje drugg). Zjawisko to nazywamy dudnie-
niem.

(c) Poksperymentuj i podstaw kilka wartosci za wy i w dla f; = 1. Narysuj na komputerze
wykresy oscylacji i doktadnie wskaz zjawisko dudnieni.

(d) Rozwaz przypadek, kiedy obecne jest ttumienie 3 > 0.

Lukasz Plociniczak

3Dudnienia s3 ciekawym zjawiskiem, ktére ma wazne zastosowania. Stroiciele pianin uzywaja kamertonu, aby
ustysze¢ dzwigk referencyjny. Standardowy kamerton nastrojony jest na czestotliwoé¢ 440Hz, ktéra odpowiada
dzwiekowi A4. Jesli nasze pianino jest lekko roztrojone, to klawisz A4 bedzie miatl czestotliwos¢é niewiele réznigca
sie od 440Hz. Kamerton i klawisz uderzone jednoczesnie wytworza zjawisko dudnien, ktdre eliminuje sie regulujac
struny (bardzo trudna sztuka). Ciekawe jest to, ze ucho ludzkie potrafi wychwyci¢ dudnienia réznigce sie o 0.06%.
“Drugim zastosowaniem dudnieni jest modulacja amplitudy fali noénej uzywanej w telekomunikagji. Fala radiowa
ma czestotliwo$¢ lezacg poza spektrum styszalnosci (i cate szczescie). Modulacja amplitudy (AM) dziala w ten
spos6b, ze wysokoczestotliwosciowq fale nosng moduluje sie falg o czestotliwosci akustycznej. Tak zmodulowany
sygnat dociera do radioodbiornika, ktdry z fali no$nej odzyskuje akustyczng modulacje.
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