Réwnania rézniczkowe w technice
Lista 5: Uklady réwnan rézniczkowych

1. Zamierh ponizsze réwnanie trzeciego rzedu na ukfad trzech réwnan oraz przetransformuj
podany ukfad na réwnanie rézniczkowe. Podaj rozwigzania tych zagadnieni.

w

X1 = 3x1 — 2xa, x1(0) =

X5 = 2x1 — 2%y, x2(0) = 5.

a)u” —u=0; b){

1
2

2. (Obwod elektryczny) Rezystor, kondensator oraz cewka indukcyjna potagczone s szeregowo
do sily elektromotorycznej E. Korzystajac z praw Kirchhoffa napisz uktad réwnan réznicz-
kowych opisujacych spadek napiecia na kondensatorze oraz natezenie pradu.

3. (Portrety fazowe) Rozwazmy ukfad réwnan

dx

at = ax + by,
d
d—li = cx + dy,

gdzie mozemy zatozy¢ (dlaczego?), ze D := ad — bc # 0. Dodatkowo, niech ax + by # 0w
pewnym otoczeniu poczatku uktadu ptaszczyzny fazowej x —y. Pokaz, ze kazda trajektoria
(x(t),y(t)) na ptaszczyznie fazowej spetnia

dy  ex+dy

dx ax+by’
Znajdz ksztatt trajektorii dla nastepujacych przypadkoéw.

(a) Na rozgrzewke znajdz rodzine rozwigzaridlab =c =0 oraz a = d.

(b) Dla d = —a pokaz, ze trajektorie spetniajg
cx? — 2axy + by? = C,

dla pewnej statej C. Pokaz, Zze powyzsze réwnanie opisuje rodzineg elips lub hiperbol w
zaleznosci od znaku D.

4. Rozwigz nastepujace uktady réwnan rézniczkowych o statych wspétczynnikach. Ponadto
opisz zachowanie si¢ rozwigzan dla t — oo oraz narysuj portrety fazowe.

, (11 ' , (1 =2 ) ;L 2 1 _ , (2 =5 )
a)x—(4 —Z)X’ b)x—(3_4>x, c)x—(_32>x, d)x—<1 —Z)X’
, (-1 —4 ) , 2 —% . , (3 —4 ) , (4 =2 .
e)x—(] _1)x, f)x—(% _])x, g)x—(] _])x, h)x—(8_4)x,

5. (Réwnanie o st. wsp. po raz kolejny) Rownanie
ay” + by’ +cy =0,

sprowadz do ukladu dwoéch réwnan liniowych pierwszego rzedu. Znajdz wyrazenie
okreslajace wartosci wlasne tak powstatej macierzy i wskaz jego zwigzek z wielomianem
charakterystycznym powyzszego réwnania.
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6.

10.

(Bifurkacje) Rozwaz uktad

, (=1 =1
X = X -1 X.

Podaj jego rozwigzanie w zaleznoéci od parametru « a nastepnie znajdz krytyczng wartos¢
«, dla ktérej jeden rodzaj zachowania si¢ rozwigzan zmienia si¢ w inny (nastepuje zmiana
stabilnosci). Zjawisko to nazywane jest bifurkacjg.

Bez rozwigzywania uktadu sklasyfikuj jakiego typu jest jego portret fazowy.
, o 0 1 i , 5 2 i , [ =3 4
a)x—(_2 _3)x, b)x—(_15 _5>x, c)x—(_2 S)X.

(Romeo i Julia) Zastanéwmy sie nad alternatywnymi historiami Romea i Julii. Niech R(t)
oznaczaja uczucia (mierzone w jakiejkolwiek jednostce jaka tylko zdotasz wymys$li¢) Romea
wzgledem Julii a J(t) Julii wzgledem Romea. Dodatnie wartosci reprezentujg mitos¢ a
ujemne niecheé. Mozemy rozwazy¢ uktad réwnarn

R’ = aR +bJ,
]’ =cR+d]J,

ktory opisuje zmiane poziomu uczué w zaleznosci od poziomu w chwili biezacej oraz uczué
drugiej osoby. Tutaj a, b, c i d mogg by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

(a) Rozwazmy prosty przypadek, jeslia = d =0 orazb > 0ic < 0. Jak zinterpretujesz
taka sytuacje?

(b) Aco,jedlia=0,b>0,c<0id>0?

(c) Czy przeciwienistwa sie przyciagaja? Opisz przypadek a,b > 0,c = —borazd = —a.

(d) Jak wyglada przypadek Romea, ktdry jest staly w uczuciach: a =b = 0?

(Oscylator ttumiony raz jeszcze) Rozwaz réwnanie opisujace ruch oscylatora ttumionego
X"+ 2Bx" + wix = 0,

gdzie 3, wy > 0. Zapisz to rownanie w postaci ukltadu réwnan. Sklasyfikuj typ portretu
tazowego w zaleznosci od réznych wartosci 3 i wy. Jak te wyniki majg sie do rzeczywistego
sposobu oscylagji (stabo-, mocno-, krytycznie thumione)?

(Metoda nieznanych wspotczynnikéw) W celu rozwigzania liniowego uktadu niejednorodnego
mozemy postapi¢ doktadnie tak samo, jak dla pojedynczych réwnan drugiego rzedu. Niech
dany bedzie uktad

x'=A(t)x +f,

gdzie A jest macierzg a f znanym wektorem. Z tatwos$ciag mozna pokaza¢, ze rozwigzanie
powyzszego zagadnienia mozna zapisa¢ jako

x(t) = CixV(t) + Cox? (1) + (1),

gdzie x'V sq rozwigzaniami fundamentalnymi a ¢ jest pewnym rozwigzaniem szczeg6lnym.
W celu znalezienie ¢ mozemy skorzysta¢ na przyktad z metody nieznanych wspéiczyn-
nikéw. Postaraj sie uogélni¢ swojg wiedze z rownan drugiego rzedu w celu rozwigzania
nastepujacych ukladow.
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12.

13.

14.

a)x’:(; ;)x+(_24>t; b)x’:(_s15 _25)x+(cotst).

(Metoda diagonalizacji) Gdy mamy do czynienia z uktadem réwnan liniowych o statych wsp6t-
czynnikach, mozemy zastosowac diagonalizacje. Niech dany bedzie uktad

x' = Ax+f,

gdzie A jest stalag macierzg n x n, dla ktérej istnieje n liniowo niezaleznych wektoréw
wlasnych. Wtedy mozemy zapisaé A = PDP~', gdzie D = diag(ry,...t) jest macierza
diagonalng zawierajaca wartosci wlasne A, a P macierzg przejscia.

(a) Udowodnij, ze powyzszy uklad jest rownowazny nastepujgcemu

y' =Dy +g,

dla pewnego wektora g(t) = (g;(t));. Jak y zalezy od x?
(b) Korzystajac z tego, ze y(t) = (y;(t)); spetnia uktad rozdzielonych réwnan, pokaz, ze

t
yi(t) = eTitJ e °gj(s)ds + Cjen",

to
gdzie C; sa stalymi catkowania.
Sprawdz te metode na uktadach réwnan z Zad. 10.

(Metoda uzmienniania stalych) Uogdélnij metode uzmienniania statych do przypadku uktadéw
réwnan. W tym celu zal6z, ze rozwigzanie ogélne ukladu niejednorodnego z Zad. 10 moze
by¢ zapisane jako

x(t) = &(t)e(t),

gdzie & = (xV); jest wektorem rozwigzari fundamentalnych. Nieznany wektor c(t) nalezy
wyznaczy¢ tak, zeby powyzszy ansatz spetniat uktad réwnan. Sprawdz te metode na przy-
ktadach z Zad. 10 oraz poréwnaj wynik z tym otrzymanym metoda diagonalizacji.

(Transformata Laplace’a dla ukladéw) Skorzystaj z metody Transformaty Laplace’a i rozwigz
nastepujgce uklady réwnarn.

x" —4dx+y" =0, _ . B o

>{yw+%_4w "o X0 =0,x(0) =1, y(0) =1, y'(0) = 2,

X' +4x+y =1, B B
w{w_h+y:€; x(0) =2, y(0) = 1.

(Sledzenie toksyn w krwi) W tym zadaniu opiszemy obieg toksyny w organizmie ludzkim.
Skupimy sie na otowiu, ktéry dostaje si¢ do naszego ukladu ze sSrodowiska zewnetrznego.
Jest wdychany razem z powietrzem oraz wchlaniany w pokarmie oraz wodzie. Ol6w osadza
sie we krwi, tkankach oraz kosciach. Na szczeScie organizm potrafi wydali¢ czes¢ ofowiu za
pomoca nerek oraz, po czeSci, przez wlosy, paznokcie oraz pot.
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(@) Niech B = B(t), K = K(t) oraz T = T(t) oznaczaja stezenie olowiu odpowiednio w
krwi, ko$ciach oraz tkankach. Dobrym modelem dynamiki toksyny w organizmie jest
nastepujacy uklad réwnan

T = kuB —(koz +ki2)T

B'= —(koi + ka1 +ks31) B+ kT +KkisK+1
K’ = k3B — k3K

gdzie I oraz ki; > 0 sa stalymi. Na podstawie powyzszych réwnan rozrysuj diagram
transportu ofowiu oraz wyjasnij role kazdej statej k;.

(b) Rozwiaz powyzszy uklad.

(c) Skorzystaj z komputera i narysuj przebiegi B(T), K(t) oraz T(t) dla rzeczywistych
danych wzietych z pracy Rabinowitza, Wetherilla oraz Kopple’a! (wszystkie state maja
jednostke dzier )

=493, ko = 0.0211, ko = 0.0111, k3 = 0.0039,
ko = 0.0162, ki, = 0.0124, k;3 = 0.000035.

Omoéw otrzymane wyniki.

(Réwnanie Duffinga) ZnajdZ réwnanie opisujace trajektorie rownania, ktére jest pierwszym
przyblizeniem dla nieliniowego oscylatora

d*o
a2
Wsk. Podstaw x = 0 iy = do/dt.

+0—ad> =0, o>0.

(Uktady prawie liniowe) Dla kazdego z podanych uktadéw réwnan znajdz wszystkie rzeczy-
wiste punkty stacjonarne. Nastepnie napisz zlinearyzowany uktad réwnan odpowiadajacy
kazdemu punktowi krytycznemu. Znajdz jego warto$ci wlasne i tym samym sklasyfikuj typ
danego punktu. Nastepnie narysuj portrety fazowe dla ukfadu nieliniowego oraz liniowego
oraz poréwnaj wyniki. Czy zawsze uktad liniowy doktadnie opisuje zachowanie sie trajek-
torii w poblizu punktu stacjonarnego?

X/ :(2+X)(U_X)> b) / :X_UZ) C) X/ :(1+X)Sil’1y,

Yy =4 —x)(y+x); "=y —x% y' =1—x—cosy;

X' =1-xy, {x =y +x(1—x*—y?), f){X’ =1-vy,

Yy =x—vy} Yy =—x+y(l—x—y?); Yy =x—yh

Yy =1-3x% y’ =y — 7y* — 3xy; y =(01-x)y—x

x" = (24+x)(y—x), k){x =(2+x)(y—x), 1){X’ =—(x—y)(1T—x—y),
Yy =y +x—x); Yy =@4—x)(y+x) Yy =x(2+4vy).

!Rabinowitz, Michael B., George W. Wetherill oraz Joel D. Kopple, Lead metabolism in the normal human: stable
isotope studies, Science 182(4113) (1973), pp. 725-727.
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(Wspétzawodnictwo) Rozwaz nastepujgce modele wspéizawodnictwa dwéch populacji

Q) { x' =x(1.5—x—0.5y), b) { x" =x(1.5—0.5x —y), ) {x’ =x(1—x—1y),
y' =y(2—y—0.75x); y' =y(2—y—1.125x); y' =y(1.5—y—x).

Omow dynamike uktadéw wokét punktéw krytycznych, narysuj portrety fazowe oraz zin-
terpretuj wyniki w terminach licznoéci populagji.

(Drapieznik-ofiara) Rozpatrzmy wreszcie rownanie Lotki-Volterry opisujgce dynamike dwéch
populagji, z ktérej jedna zeruje na drugiej (np. lis vs. krolik, wilk vs. 108, szczupak vs. ptoc)

{ x' =x(a—"by);
=Y

y’ (—c + dx),

gdzie oczywiscie a, b, c,d > 0.

(a) ZnajdZ punkty krytyczne.
(b) Zlinearyzuj uktad w otoczeniu punktéw krytycznych i zbadaj ich typ.

(c) Napisz i rozwigz réwnanie rézniczkowe na dv/du wyznaczajace trajektorie w poblizu
tego punktu krytycznego, ktory jest stabilny. Jakie krzywe ono opisuje?

(d) Zjakim w przyblizeniu okresem oscyluja liczno$ci populac;ji?

(e) Narysuj portret fazowy dlaa=1,b =0.5, ¢ =0.75, d = 0.25 i zinterpretuj go.

(Modele epidemiologiczne (SIS)) Jednym z prostszych modeli opisujacych dynamike rozwoju
epidemii jest model SIS. Zaktada on, ze populacja dzieli si¢ na dwie czesci: S - podatnych na
chorobe (susceptible) oraz I - zainfekowanych (infectious). Osoby podatne moga zachorowa¢
i tym samym przejs¢ z klasy S do klasy I. Po wyzdrowieniu, wracaja z powrotem do S. Jest
to dobry model przezigbienia lub grypy. Niech N oznacza catkowitg licznoé¢ populacji w
chwili t, to jest N(t) = S(t) + I(t).

(a) Zinterpretuj kazdy czton w uktadzie SIS

dS

— =al—DbSI
a ¢

dI

a = bSI — (lI,

oraz dodajac réwnania stronami pokaz, ze N = const. Tutaj a,b > 0.

(b) Zapisz S w terminach I oraz N i sprowadz uktad réwnan do pojedynczego réwnania
na liczbe zainfekowanych. Rozwiagz to réwnanie oraz zinterpretuj jego rozwigzanie w
terminach epidemiologicznych.

Lukasz Plociniczak



