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Co to s3 problemy odwrotne?

® Bardzo czesto w zastosowaniach matematyki interesuja nas pytania ,na
odwrét”.

B [stotniejsze jest dopasowanie modelu (wyznaczenie fizycznych
parametréw) niz poznanie jawnej postaci rozwigzania (bo ja mierzymy).

® Przyktad: znana kazdemu regresja liniowa, czyli wyznaczanie
wspotczynnikéw prostej. Wiemy, ze pewne wielkosci sg liniowo zalezne
(rozwigzania). Pytamy o ilosciowe zaleznosci.

m (Czesto spotykane cechy: brak rozwiazan, brak jednoznacznego
rozwigzania, brak stabilno$ci.
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Proste przyktady

= Wielomiany
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Woprost: majac dany wielomian znalez¢ jego warto$¢ w punkcie.

Na odwrét: majac dane warto$ci w punktach znalezé wielomian, ktéry je
przyjmuje.

Rozwigzanie: interpolacja.

Duzo wieksza ztozonos¢ zagadnienia odwrotnego.

Mamy jednoznacznos$¢ i stabilnosé.



Proste przyktady

= Wielomiany

0 Woprost: majac dany wielomian znalez¢ jego warto$¢ w punkcie.

0 Na odwrét: majac dane warto$ci w punktach znalezé wielomian, ktéry je
przyjmuje.

0 Rozwiazanie: interpolacja.

0 Duzo wieksza ztozono$¢ zagadnienia odwrotnego.

O Mamy jednoznaczno$c i stabilnosé.

m Testy na inteligencje

O Woprost: majac dany wzér ciggu a, znalezé jego n-ty wyraz.

o Na odwrét: majac dany ciag np. 2, 3, 5, 10 znalez¢ kolejne wyrazy.

O Rozwiazanie: 20, 40, 80, bo kazdy nastepny jest suma poprzednich (od
trzeciego). A moze 33 i 70?7 Bo s3 to numery tramwajéw odjezdzajacych z
przystanku Galeria dominikanska.

0 Brak jednoznacznosci rozwigzan.
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Dalsze przyktady

® Poszukiwania zt6z
O Podziemne ztoze mineratu zmieni potencjat grawitacyjny.
0 Woprost: znamy rozktad masy i chcemy wyliczyé potencjat.
O Na odwrét: znamy potencjat i pytamy sie o rozktad masy (ztoza).
U Rozwigzanie: p(t) - gestos¢ masy w punkcie t na gtebokosci h, s - potozenie
czujnika na powierzchni ziemi. Wtedy przyczynek sity grawitacji ma postac

AF(s) = Gm—LOAE g GMthm.
h*+ (s — 1) (h? + (s — t)?)
0 Catkowita sita ma zatem postac:
F(s) = GMh / % t.
—oo (2 + (s — t)?)

O

Z pomiaréw znamy F. Jak znalez¢ p, ktére jest pod catka?
0 Réwnanie catkowe Fredholma.
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Dalsze przyktady

m Radiolokacja (odwrotne rozpraszanie)
O Natura rozwiazata problem najlepiej: nietoperze (ale tez ludzie).
O Woprost: chcemy policzy¢ jak zmienia sie fala akustyczna po rozproszeniu na
obiekcie o znanym ksztafcie.
O Na odwrét: znamy postac fali rozproszonej i chcemy znalez¢ ksztatt obiektu.
U Rozwiazanie: fala rozproszona spetnia réwnanie Helmholtza

Au+ku=0 na R\D oraz u|sp =0,

z warunkami radiacyjnymi Sommerfelda

a—u—lku = (|x_%1) dla |x| = oco w kierunku ay
or x|
0 Rozwiazanie asymptotyczne
lk|x|
u(x)= oo( )+o(|x|—*) dla || — 0.
x| = |x|

O Jak znalez¢ obszar D na podstawie uoo?
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Dalsze przyktady

® Temperatura reaktora

O

6/ 13

Chcemy znaé temperature wewnatrz reaktora (lub pieca). Bezposredni
pomiar jest niemozliwy - niebezpieczefstwo. Mozemy zmierzy¢ temperature
na koncu preta, ktérego drugi koniec umieszczony jest w reaktorze.
Woprost: znamy temperature na brzegach i warunek poczatkowy a chcemy
wyliczy¢ temperature wewnatrz preta.

Na odwrét: mierzymy temperature na pewnym odcinku preta i chcemy
znalez¢ warunek brzegowy.

Rozwiazanie: temperature u = u(x, t) mierzymy w bezpiecznym punkcie

x = a. Niech f(t) := u(0, t) (nieznane) oraz g(t) := u(a, t) (znane).
Temperatura spetnia

U = Uy, 0<x<o0, u(x,0)=0.

Rozwiagzujac powyzsze réwnanie otrzymujemy ponownie réwnanie catkowe

Fredholma s

g(t) = 2;;/0 (t i(;—;s/z e W=7 dr.




Dalsze przyktady

= Tomografia komputerowa

0 Jak na podstawie znajomosci przekroju odtworzy¢ tréjwymiarowy obraz
ludzkiego ciata?

O Woprost: chcemy znalez¢ ttumienie sygnatu promieniowania Roentgena na
podstawie znajomosci gestosci ciata.

O Na odwr6t: znamy ttumienie i pytamy sie o gestosc.

0 Rozwigzanie: mozna wyliczy¢, ze strata promieniowania przedstawia sie
nastepujacym wzorem

Inl(co0) = —y /oo P (se"‘s + iueié) du,
— 00
gdzie s i 6 parametryzuja prosta Ls s na ptaszczyznie zespolonej
Lss: se” + iue” € C,
na przyktad proste pionowe maja s € R oraz § = 0.

O Rozwiazanie polega na odwréceniu transformaty Radona zdefiniowane;j
poprzez

(Ro)(s.) = [

— o0

p (sei‘; + iuei's) du, seR, §¢€ [07 g] .
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Dalsze przyktady

® Czy mozna ustysze¢ ksztatt bebna?

O

[}
[}
[}
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Pytanie to zadat Mark Kac w swoim artykule z 1966 roku.

Woprost: znajac ksztatt bebna mamy wyznaczy¢ jego wartosci wiasne.

Na odwrét: znajac wartosci wtasne chcemy znalez¢ ksztatt bebna.
Rozwiazanie: dopiero w 1992 roku pojawit sie bardzo nietrywialny wynik
Gordon i Webb, ktéry odpowiada na to pytanie negatywnie. Okazuje sie
bowiem, ze mozna skonstruowac parami rézne, niewypukte wielokaty, ktére
drgaja z takimi samymi czestotliwosciami.

Ale: jesli zazadamy wypuktosci, analityczno$ci oraz pewnej symetrii
obszaréw to takie same widma musza koniecznie pochodzi¢ od takich
samych bebnéw (Zelditch, 2000).



Metodologia teorii probleméw odwrotnych

® Niech X i Y beda unormowanymi przestrzeniami liniowymi oraz niech
K : X — Y bedzie (liniowym lub nieliniowym) operatorem. Réwnanie
Kx = y jest dobrze postawione, jesli:
O (istnienie) dla kazdego y € Y istnieje rozwigzanie réwnania Kx = y;
O (jednoznacznos¢) dla kazdego y € Y istnieje doktadnie jedno rozwigzanie

Kx =y;

O (stabilnos¢) rozwiazanie réwnania Kx = y zalezy w sposéb ciagty od y € Y.
Réwnanie, dla ktérego ktérys z powyzszych warunkéw nie jest spetniony
jest zle postawione.

® Okazuje sie, ze prawie zawsze mozemy zapewnic¢ istnienie rozwigzania
(np. poprzez powiekszenie przestrzeni, na ktérej pracujemy).

® Jednoznaczno$¢ tez czesto nie jest problemem, gdyz zaradzi¢ mozna na
jej brak szukaniem uogélnionego rozwigzania w sensie normy
(najmniejszych kwadratéw).

® Poniewaz zwykle pracujemy na zaszumionych danych rzeczywistych, to
stabilno$¢ jest kluczowa cecha, z ktérag musimy sie obchodzi¢ bardzo

delikatnie.
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Metodologia teorii probleméw odwrotnych

B [stnienie i jednoznaczno$¢ zapewni¢ mozemy rozwazajac rozwigzania
uogdlnione w sensie najmniejszych kwadratéw.

m Wektor (funkcja) x € X nazywany jest rozwigzaniem w sensie
najmniejszych kwadratéw réwnania Kx = y, jesli

|Kx —yll =inf {[Kz = y|| : z € Y}.

m Standardowa teoria przestrzeni Hilberta méwi nam, ze takie uogdlnione
rozwigzanie musi istnie¢ (najlepsze przyblizenie).

® O jednoznaczno$ci mozemy sie tez szybko przekona¢ zauwazajac, ze
powyzszy warunek jest réwnowazny nastepujacemu réwnaniowi
normalnemu

Kx —y € R(K): = N(K*) +— K'Kx=K"y,

gdzie R oznacza obraz, a N jadro.

= Operator KT, ktéry dla kazdego y przyporzadkowuje rozwigzanie
najmniejszych kwadratéw zagadnienia Kx = y nazywamy
pseudoodwrotnoscia Moore-Penrose’a.
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Metodologia teorii probleméw odwrotnych

® Zapewnienie stabilnosci nosi nazwe regularyzacii.

® Dla prostoty, skupimy sie teraz na przypadku, gdy K jest zwarty oraz
samosprzezony i tym samym posiada zupetny uktad wektoréw wtasnych.

® Poniewaz K jest zwarty, to \; jest ciagiem malejacym zbieznym do zera.
Mamy tez nastepujace rozkfady

oo
Ky =Y Ay v)v;,
j=1

oraz
— (y,v})
KTy:E " vj.
j=1

= Stad natychmiast widzimy, ze KT jest nieograniczony, gdy R(K) jest
nieskonczenie wymiarowe (wystarczy rozwazy¢ ciag yj := v;). Czyli
rozwigzanie naszego zagadnienia odwrotnego bedzie zwykle niestabilne.
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Metodologia teorii probleméw odwrotnych

® Regularyzacja Tichonowa polega na stworzeniu rodziny dobrze
postawionych rozwigzan x®, ktére zaleza w sposéb ciggty od parametru
a lezacych , blisko” rozwigzania x.

® Tichonow zaproponowat, zeby zdefiniowac

“=Kly = b, vi) . 1
x 1y ;Aﬁavj (1)

® Teraz pomimo tego, ze A — 0, mianownik pozostaje odgraniczony od
zera co daje stabilnos¢. tatwo sie mozna tez przekona¢, ze x* — Ky,
gdy a — 0.

® Zatem mozemy traktowa x¢ jako dobrze postawione przyblizenie
rozwigzania Kx = y.

® Od razu nasuwa sie pytanie: jakie o wybraé, aby znalez¢é najlepsze
rozwigzanie naszego problemu?

m Odpowiedz jest niestety niezbyt satysfakcjonujaca: to zalezy od danych, z

ktorymi mamy do czynienia.
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Podsumowanie

® ZobaczyliSmy ogdlny zarys probleméw, ktére moga pojawic sie przy
analizie zagadnien odwrotnych.

® Na szczescie istnieje bardzo dobrze rozbudowana metodologia, dzieki
ktérej systematycznie mozemy regularyzowa¢ problemy Zle postawione.

® Problemy odwrotne s3 wazne, bo spotykamy je w niemal kazdym
obszarze matematyki stosowane;j.
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