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Literatura. Wyktad bedzie samowystarczalny ale bardzo pomocne bedzie siegniecie do literatury.
Ponizej s moje propozycje.

1. S.J.Farlow, Partial Differential Equations for Scientists and Engineers, Dover Publications, 1993. Jest
to bardzo lekkie wprowadzenie do réwnan czastkowych. Zawiera duzo zadan i ciekawie
wylozony materiatl.

2. R.Haberman, Applied Partial Differential Equations with Fourier Series and Boundary Value Pro-
blems, Pearson, 2012. $wietna ksigzka omawiajaca przedmiot bardzo szczegétowo. Na uwage
zasluguja dokladne rozwigzania wielu przyktadéw.

Zaliczenie. Na zaliczenie przedmiotu sktadac¢ sie beda kolokwia i egzaminy. Kolokwia zaliczajg
¢wiczenia a egzamin calo$¢. Ze wszystkiego bedziemy zbiera¢ punkty.

o Kolokwia. 2x20 punktéw.

o Aktywnosé. 10 punktow.

Aby zaliczy¢ ¢wiczenia nalezy uzbieraé¢ co najmniej 20 punktéw. Pozytywna ocena z ¢wiczeni
dopuszcza do egzaminu. W przypadku uzyskania mniej niz 20 punktéw mozna podejs¢ do
egzaminu poprawkowego, ktérego zaliczenie gwarantuje ocene dostateczng. Ostateczna ocena z
przedmiotu bedzie wyliczona ze Sredniej

Cwiczenia + Egzamin

Ocena = >

Wymagania wstepne. Zeby zrozumie¢ material konieczna bedzie wiedza z Analizy, Algebry i
Réwnan zwyczajnych.

1 Wstep

Réwnania rézniczkowe czgstkowe (RRC) sg centralnym pojeciem dla bardzo wielu dziedzin nauki
takich jak matematyka, fizyka, chemia, biologia a nawet medycyna. RRC wystepuja wszedzie
tam, gdzie pojawia sie potrzeba opisu zmiany pewnych wielkoéci. Jak juz dobrze wiemy, kazda
zmiana w czasie lub przestrzeni opisywana jest poprzez pochodne. Jeéli dane zjawisko przebiega
w wiecej niz jednym wymiarze to opisujgce je pochodne sg z koniecznosci czgstkowe i zwigzane
sg rownaniami. Badaniem réwnan czastkowych zajmiemy sie podczas tego wykiadu.

Podobnie jak réwnania zwyczajne mozemy sklasyfikowaé réwnania czastkowe. Podstawowe

typy klasyfikacji to



o ze wzgledu na rzad najwyzszej pochodnej,
e ze wzgledu na liniowo$¢.

Omawianie tematu zaczniemy od réwnan pierwszego rzedu, ktére moga by¢ zaréwno liniowe jak
inieliniowe (quasiliniowe). Nastepnie przystapimy do analizy liniowych réwnan drugiego rzedu.
Okazuje sig, ze niemal wszystkie réwnania w matematyce i fizyce s3 rzedu co najwyzej drugiego.
Pod koniec semestru zrozumiemy miedzy innymi takie zjawiska jak rozchodzenie si¢ wszelkich
fal, ciepta, poznamy jak rozktada sie potencjat grawitacyjny oraz przesledzimy jak przebiega fala
uderzeniowa.

Bardziej Scile, zajmowac si¢ bedziemy rozwigzywaniem réwnan postaci

F(ty X, Wy We, Ugy Uy veny Uy Uyyy on) = 0, (1.1)

gdzie F jest pewng funkcjg, t oraz x = (x,y,z) s3 zmiennymi niezaleznymi (czasowa + prze-
strzenne), u = u(t, x) jest szukang funkcjg a pochodne czgstkowe oznaczane sg skrétowo

ou _du _0%u

30 (1.2)

Uy =
W zaleznosci od sytuacji bedziemy miesza¢ notacje tradycyjng z 0 oraz te z indeksem dolnym.
Ponadto, w wiekszosci przypadkéw ograniczymy sie do rozwazania jednego wymiaru przestrzen-
nego. Bedziemy wszedzie zakladag¢, ze funkcja u bedzie tak porzgdna jak tylko potrzebujemy (chyba,
ze bedzie napisane inaczej). Interesowac nas bedzie przede wszystkim rozwigzywanie réwnan
czagstkowych przy réznych warunkach ale nie powstrzymamy si¢ réwniez od wynikéw czysto
teoretycznych. Zaczynamy!

2 Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu. Metoda charakte-
rystyk

Bardzo wiele zjawisk w przyrodzie przebiega przy zachowaniu pewnych wielkosci. Najprostsze
przykiady tych zachowanych zmiennych to ped czy energia. Okazuje si¢, ze mozemy napisac
réwnanie, ktére opisuje wszelkie prawa zachowania w sposéb bardzo ogdlny za pomocg réwna-
nia rézniczkowego. Réwnanie to opisuje ewolucje w czasie badanej wielkosci.

Przyklad. (Prawa zachowania)

Rozwazmy pewng wielko$¢ (na przyktad gestos¢ pewnej substangji, energii, pedu, tadunku, licz-
nosci populacji), ktéra moze zmienia¢ si¢ zaréwno w czasie i przestrzeni. Oznaczmy ja poprzez
u = u(x,t), gdzie t jest czasem a x = (x,y,z) zmienng przestrzenng. Wybierzmy teraz dowolng
objetos¢ V znajdujacy si¢ w przestrzeni R® (zob. Rys. [I). Oznaczmy jeszcze powierzchnie objetosci
V przez 0V. Calkowita zmiana w czasie wielko$ci u znajdujgcej si¢ w V moze zostaé obliczona
wzorem

Catkowita zmiana u w czasie = % J” u(x, t)dx (2.1)

%
|

Calkowita ilo§¢ uw V

Zdefiniujmy teraz strumien q(x,t), czyli ilos¢ wielkosci u na jednostke czasu i na jednostke
powierzchni, ktéra przeptywa w chwili t przez jednostkowg powierzchnie o wektorze normalnym
n := q/|q| zaczepionym w x (zob. Rys. [I). Strumien jest dodatni, jezeli wielkos¢ przeplywa w
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Rysunek 1: Obszar

strone wektora normalnego (czyli wyplywa z objetosci) oraz ujemny, gdy plynie w przeciwnym
kierunku. Zatem wypadkowy przeptyw u przez powierzchnie 0V wynosi

Wypadkowy przeplyw przez 9V = — ﬂ q(x,t) -n dsS, (2.2)
)Y

gdzie catka jest catka zorientowang po powierzchni zamknietej.

Na koniec zalt6zmy, ze u moze zosta¢ stworzona lub zniszczona (na przyktad, jesli jest to
zwigzek chemiczny to méglby powstaé w skutek pewnej reakcji chemicznej; gdyby u reprezen-
towato licznoé¢ populacji to mogtaby by sie powiekszy¢/zmniejszy¢ poprzez narodziny /Smier¢).
Zdefiniujmy funkcje zZrodlowq f = f(x, t,u) jako wypadkowe tempo powstawania wielkosci u (do-
datnie lub ujemne). To znaczy, f(x, t, u) opisuje jaka ilos¢ u powstaje w jednostce czasu w chwili
t i punkcie przestrzeni x. Zauwazmy, ze f moze zaleze¢ od u. Widzimy, ze wypadkowa zmiana
ilodci stworzonej wielko$ci u w objetosci V wynosi

Tempo z jakim produkowana jest u = ”J f(x,t,u)dx. (2.3)
v

Laczac z oraz otrzymujemy
% Jﬂu(x, t).dx = — H q(x,t) -n dS + J” f(x,t,u)dx. (2.4)

% oV v

Zatem widzimy, ze tempo zmian u w objetosci V jest rowne wypadkowemu przeplywowi oraz

tempu produkgji/niszczenia tej wielkosci. Wzor (2.4) jest catkowym prawem zachowania i jest praw-
dziwy nawet dla funkcji u, q oraz f, ktére nie sg rézniczkowalne.

Jesli teraz zatozymy, ze tréjka u, q oraz f s klasy C? to mozemy wejsé z pochodng pod piersza

catke oraz skorzystac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiegoﬂw drugiej calce. Dostajemy wtedy

J” (ue(x,t) +div q(x,t) — f(x, t,u)) dx = 0. (2.5)

%

!Przypomnienie. Twierdzenie G-O pokazuje zwiazek miedzy catka powierzchniowg zorientowang z pola q =
(91,92, q3) a catkg objetosciowa. Ma ono posta¢ [[ q - ndS = [[[ div q dx, gdzie operator dywergencji zdefiniowany
oV v

; ; _ 91 992 , 943
jestprzez div q = G- + G2 + S



Poniewaz funkcja podcatkowa jest ciggla a sama catka wzieta jest po dowolnej objetosci to musi
zachodzi¢
w; +div q = f(x, t,u), (2.6)

gdzie podobnie jak dla réwnarn zwyczajnych nie piszemy argumentéw zmiennych zaleznych.
Powyzsze réwnanie nosi nazwe rézniczkowego prawa zachowania lub réwnania ciggtosci. W jednym
wymiarze przestrzennym prawo zachowania ma posta¢

U+ qx = f(X, t, LL) (27)

Zauwazmy, ze jesli nie znamy strumienia q to mamy wiecej zmiennych niz réwnan (2 vs. 1).
Wynika to z tego, ze prawo zachowania jest bardzo ogélnym réwnaniem, ktére opisuje ogrom
wszelakich zjawisk. Potrzebujemy zatem jeszcze jednego réwnania, ktére daje nam zwigzek q(u).
Réwnanie to jest inne dla kazdej sytuacji fizycznej i nazywane jest réwnaniem konstytutywnym.

Przyklad. (Konwekcja/adwekcja)

Jednym z najprostszych i najwazniejszych réwnan konstytutywnych jest to opisujace konwekgcje,
czyli transportu danej wielkosci spowodowanej ruchem osrodka. Przyktadami mogg tu by¢ roz-
przestrzenianie si¢ zanieczyszczen w rzece, dymu z komina czy samochodéw na autostradzie.
Aby wyprowadzi¢ posta¢ q bez utraty ogélnosci ograniczmy si¢ do jednego wymiaru przestrzen-
nego.

.,

qAt S

c(x,t)

e

u(x,t) Ax u (x+Axt)

Rysunek 2: Jednowymiarowa konwekcja.

Zal6zmy, ze nasza substancja o gestosci u jest unoszona przez oérodek w kierunku x-owym z
predkoscig ¢ = c(x, t). Rozwazmy krétki odcinek czasu At, w ktérym medium przemieszcza si¢
o odlegtos¢ Ax, oczywiscie

_Ax

Alglo At c(x,t). (2.8)

Wyobrazmy sobie dowolng powierzchni¢ A znajdujaca si¢ w plaszczyznie y — z (zob. Rys. [2).

Wtedy catkowita ilo$¢ substangji, ktéra przeptywa przez A w czasie At wynosi AAt q (z definicji

strumienia). Z drugiej strony ta sama ilo$¢ substancji przebywa droge Ax, zatem z definicji u (ilos¢
substancji na jednostke objetosci) mamy

AAt g = AAxu. (2.9)

Teraz wystarczy podzieli¢ powyzsze réwnanie i przejé¢ do granicy korzystajac z (2.8). Otrzymu-
jemy
q = c(x, thu. (2.10)



Jesli zalozymy, ze osrodek unosi naszg substancje z predkoscia ¢ = ¢(x, t) w dowolnym kierunku,
to
q = c(x, t)u. (2.11)
Laczac powyzsze réwnanie konstytutywne z prawem zachowania (2.6) otrzymujemy réwnanie
konwekcji
u; + div (e(x, t)u) = f(x, t, u). (2.12)

W waznym przypadku, gdy predkos¢ unoszenia jest stala mamy
u + ¢ - grad u = f(x, t,u), (2.13)

a w jednym wymiarze
w + cu, = f(x, t,u). (2.14)

Niedtugo nauczymy sie rozwigzywaé powyzsze réwnania.

Przyklad. (Farba)

Wiele sytuacji zwigzanych z zaganianiami przemyslowymi moze by¢ zamodelowana przez réw-
nania pierwszego rzedu. Rozwazmy warstwe farby, ktéra sptywa po $cianie. W przemysle bardzo
wazne jest, zeby farba pokrywata powierzchnie w sposéb réwnomierny, bez zadnych niejedno-
rodnosci. Wazne jest zatem odpowiednie dobranie lepkosci oraz cidnienia tak, zeby zapewni¢ jak
najlepsza jakos¢ pokrycia.

dou du
—_— t —_—
oy (xy,t) Ax dy (x,y+Ay,H) Ax

u (x,0,t)=0

du B
dy (x,h,t)=0
P gAx Ay

Rysunek 3: Przekréj przez warstwe farby.

Niech teraz u = u(x,y,t) jest predkoscig warstwy farby w kierunku x-owym skierowanym
pionowo w dét a h = h(x, t) jest jej gruboscia (patrz Rys. [3). Caly przeptyw rzadzony jest przez
bilans grawitacji oraz sit lepko$ciowych. Eksperyment pokazuje, ze dla wigkszosci spotykanych
substancji sity lepkoSciowe s proporcjonalne do gradientu predkosci ptynu, w naszym przypadku

Sita lepkosciowa dzialajgca na jednostke diugosci = p (2.15)

@)
gdzie wspélczynnik p zwany jest lepkoscig ptynu. Wybierzmy teraz malutki prostokat farby o
bokach Ax i Ay (Rys. [3). Wypadkowa sila lepko$ciowa dziata w kierunku pionowym i jej wartos¢
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Wynosi

Wypadkowa sila lepkoéciowa dzialajgca na elementarny prostokat =

(2.16)

ou ou
Ax (H@(X&J»t) - H@(X)y + Ayvt)) .

Powyzsza sita musi by¢ réwna sile grawitacji dziatajacej na elementarny prostokacik, to jest

ou ou
HAX <HE(X)y>t) - H@(X)y + Ay>t)) = pgAxAy, (2.17)

gdzie p jest gestoscig farby. Dzielgc teraz przez Ax i przechodzac do granicy Ax, Ay — 0 dostajemy

o’u
a_yz(x)y)t) = —, (218)

gdzie « := pg/u jest stalg. Powyzsze rownanie mozna od razu scatkowaé otrzymujac
1
u(x,y,t) = _z(xyz + A(X)t)y + B(x, t), (219)

gdzie A = A(x,t) oraz B(x,t) s3 nieznanymi funkcjami, ktére wyznaczymy z warunkéw brzego-
wych
ou
u(x,0,t) =0, @(X, h,t) =0. (2.20)
Pierwszy warunek méwi, ze farba przylega do éciany a drugi oznacza znikanie sit lepko$ciowych
na powierzchni farbyﬂ Ostatecznie otrzymujemy

ul,y, ) = ey (2h(x, ) —y). @21
Jest to paraboliczny profil predkosci farby.
Aby otrzymac réwnanie opisujgce dynamike ptynu musimy odwotac si¢ do prawa zachowania.
W naszym przypadku to masa farby jest zachowana, czyli analogicznie do mamy

d

h 0 h
— — t =0. 2.22
i |, Py g | eulxyay 2.22)

Posta¢ drugiej catki wynika z definicji strumienia oraz z tego, co powiedzieliSmy przy wyprowa-
dzaniu réwnania konwekdji (2.12). Podstawiajac (2.21) do powyzszego réwnania dostajemy

oh 1 0o " oh 1 0 (2
— 4y t) — =_— 1+ _x— [ ZR?). 2.2
0= 35t T 2%« L yi2hiot) —y)dy = 5o+ sag <3 ) (223)
Zatem ostatecznie otrzymujemy réwnanie czgstkowe pierwszego rzedu
oh ,0h
v ~— =0. 2.24
3t + ah ™ 0 (2.24)

Przyklad. (Przeplyw rzeki) Patrzac w duzych skalach przestrzennych, ruch wody w rzece jest
niemal jednowymiarowy przebiegajacy dzieki sile grawitacji. Przeptyw ten jest jednak bardzo
turbulentny co wymusza od nas przyjecie pewnych usrednionych modeli. Mimo wielu uprosz-
czen, s one nadzwyczaj dokladne - zwlaszcza w opisywaniu fal powodziowych.

2Gdyby tak nie byto to ...



Rysunek 4: Przekrdj przez koryto rzeki.

Wyobrazmy sobie koryto rzeki o polu przekroju A = A(x,t) i kacie nachylenia « (Rys. [).
Niech woda ptynie w kierunku x-owym. Poniewaz ilo$¢ wody jest zachowana to

d b
T | oAm v+ plate, — ata ) =0 2.25)
gdzie [a, b] jest dowolnym przedziatem wzdluz kierunku przeplywu a q = q(x,t) strumieniem
przeplywu na jednostke masy. Wchodzac z pochodng pod caltke, zapisujgc strumieni jako catke z
pochodnej dostajemy prawo zachowania

0A 0q
oA L9y, 22
| ox (2.26)

Obserwacje poziomu wody w réznych korytach pozwalaja zaproponowac empiryczng zalezno$é
miedzy strumieniem a przekrojem rzeki q = q(A, t). Jeden z najprostszych modeli powstaje jesli
zatozymy, ze przeptyw wody jest spowodowany bilansem grawitacji oraz sily tarcia dziatajacej
na dnie koryta. Podobnie jak w réwnaniu konwekcji mozemy pokazaé, ze Srednia predkosé
przeplywu wynosi

_ 4
v= (2.27)

Sila tarcia na jednostke dlugosci, natomiast, jest proporcjonalna do kwadratu predkoscif] to jest
F, = cv?. Z bilansu sit dostajemy zatem

cv? = pgAsin «. (2.28)

Dzieki temu mozemy znaleZ¢ strumieni

q=vA=A, /p—ch sin ot = CA3. (2.29)

Jest to tak zwane Prawo Chezy’ego. Podstawiajac posta¢ strumienia do réwnania cigglosci otrzy-
mujemy

oA 3 A
yria ZCJKa = 0. (2.30)

’Doktadnie jak we wzorze na op6r powietrza.




Z troche bardziej zaawansowanych mozemy otrzymacé ogélny model (Prawo Manninga)

0A 0A
- At = 2.31
ot +C Ix 0, (2.31)

dla pewnych statych Cin.

Przyklad. (Model demograficzny ze strukturg wieku) Demografia ma na celu wyznaczenie praw
ewolugji populagji ludzkiej wraz z rozktadem wieku poszczegdlnych jednostek. Niech u = u(a,t)
bedzie rozktadem ilo$ci kobiet w wieku a oraz czasie t (to znaczy u(a, t)da jest przyblizona iloscig
kobiet w wieku od a do a 4 Aa). Catkowita ilo$¢ kobiet wynosi

N(t) =J u(a,t)da. (2.32)
0
(Dlaczego mozemy wziaé catke do nieskoriczonosci?) Naszym celem jest napisanie réwnania
mowigcego jak N zmienia sie w czasie pod wplywem urodzin i $mierci. Niech Aa > 0. Z
dokladnoscig do wyrazéw pierwszego rzedu w Aa mozemy napisaé¢ prawo zachowania

0

3t (u(a,t)Aa) =u(a,t) —u(a+ Aa,t) — m(a)u(a, t)Aa. (2.33)
Poczawszy od lewej do prawej kolejne wyrazy opisuja: zmiane w czasie catkowitej ilosci kobiet
w wieku od a do a + Aa, zmiane spowodowang starzeniem si¢, $miertelnos¢. Funkcja m = m(a)
jest wzgledna gestodcig umieralnosci, to znaczy m(a)u(a,t)Aa oznacza ilos¢ kobiet w wieku od
a do a + Aa, ktére umieraja. Dzielgc przez Aa oraz przechodzac do granicy otrzymujemy

u du_

ot  da
Jest to tzw. model McKendricka-von Foerstera. Jako warunek poczatkowy weZmy poczatkowy
rozktad

—m(a)u. (2.34)

u(a,0) = f(a). (2.35)

Musimy teraz wzig¢ pod uwage urodzenia. Niech b = b(a, t) bedzie wzglednym rozktadem uro-
dzonych dzieci przez kobiety w wieku a oraz w czasie t. Wtedy catkowita ilos¢ nowonarodzonych
wynosi
B(t) :J b(a,t)u(a,t)da. (2.36)
0
Zauwazmy, ze u(0,t) = B(t) zatem urodzenia wchodzg do modelu jako warunek brzegowy.

Przyklad. (Chemioterapia) Ten model pochodzi od Bischoffa i opisuje rozw6j komoérek rakowych
biataczki. Niech 0 < x < 1 bedzie fizjologiczng zmienng opisujacg stan komoérki rakowej: 0 dla
nowo powstalej oraz 1 dla dojrzatej, gotowej do podziatu. Niech komérki dojrzewaja w statym
tempie, czyli & = v =const. Ponadto, przez u = u(x, t) oznaczmy gestos¢ ilosci komorek rako-
wych o stopniu dojrzatosci x w czasie t. Jesli ¢ = c(t) jest stezeniem leku chemioterapeutycznego
to sensownym modelem $miertelno$ci komoérek rakowych jest

o oc(t)
C Bc(t)

gdzie x oraz 3 s wspodtczynnikami. Widzimy, ze $§miertelno$¢ wynosi zero kiedy lek nie zostat
podany i nasyca sie do poziomu & gdy podano go bardzo duzo. Jest to tak zwany model Michealisa-
Mentena. Podobnie jak wyzej mozemy pokazaé, ze

m(t) (2.37)

0 0
v my, O<x<1, t>0, (2.38)
ot ox
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wraz warunkami
u(x,0) =uo, u(0,t)=2u(1,t). (2.39)

Zauwazmy, ze warunek brzegowy oznacza podziat dojrzatej komoérki rakowej w dwie miode.

Przyktad. (Ruch uliczny) W dosy¢ tatwy sposéb mozemy réwniez opisaé¢ podstawowg dynamike
ruchu ulicznego. Jesli u = u(x, t) jest iloscig samochodéw na jednostke dtugosci szosy. Jesli ruch
odbywa sie w jednym kierunku to liczba samochodéw jest zachowana zgodnie z réwnaniem

Ut + q(u)x = f(X> t, ‘LL), (240)

gdzie g jest strumieniem, a f jest funkcja Zrédtowa (wjazdy i wyjazdy z autostrady). Gdy na drodze
jest mato samochodéw, strumieni powinien réwniez byé maty. W druga strone: gdy samochodéw
jest duzo, ruch jest utrudniony i powstaje korek. W tej sytuacji strumieni tez pozostaje maly.
Funkcja strumienia powinna by¢ zatem zdefiniowana na przedziale [0, u.], gdzie u. jest krytyczna
wartoscig gestosci samochodéw, dla ktérej nastepuje catkowite zakorkowanie przejazdu. Mamy
q(0) = q(u.) = 0. Najprostszym modelem takiej sytuacji jest parabola q(u) = Mu(u, —u). Gre-
enberg podat, ze dla danych z Nowego Jorku pasuje q(u) = auln ==. Dla modelu parabolicznego
rownanie przyjmuje postac

w + M(u, — 2u)u, = f(x, t,u). (2.41)

Okazuje sie, ze mozna otrzymacé bardzo wiele ciekawych rezultatéw bazujac jedynie na jakoScio-
wych cechach q.

2.1 Metoda charakterystyk

Okazuje sig, ze istnieje bardzo efektywna i geometryczna metoda znajdywania rozwigzan réwnan
czastkowych pierwszego rzedu. Aby ja wyprowadzi¢ wybierzmy klase réwnan, ktérg bedziemy
bada¢. Od tej pory interesowaé nas bedg réwnania w jednym wymiarze przestrzennym.
Wréémy do prawa zachowania (2.7). Zal6zmy, ze strumien jest funkcjg czasu, przestrzeni oraz
samej zmiennej zaleznej (np. koncentracji substancji). Mamy zatem q = q(x, t, u) co po obliczeniu
pochodnej daje
W + qu(x, t,w)u, = fx, t,u) — gy (x, t,u). (2.42)

Motywuje nas to do zaproponowania nastepujacej definicji.

Definicja 1. Réwnaniem quasiliniowym nazywamy réwnanie rozniczkowe czgstkowe pierwszego rzedu
postaci
w +c(x, t,uu, = gx, ty,u), t>0, xéeR, (2.43)

gdzie c (predkos¢ propagacji) oraz f sq pewnymi funkcjami.
Gdy ¢ = c(x,t) to réwnanie jest semiliniowe a jesli ponadto g = g(x,t) to réwnanie nazywamy
liniowym.

Powyzsze réwnanie nazywane jest czesto rdwnaniem fali kinematycznej. Podobnie jak réw-
naniach zwyczajnych réwnanie (2.43) musimy zaopatrzy¢ w warunek poczatkowy (chociaz, jak
zobaczymy mamy tez inne mozliwo$éci)

u(x,0) =od(x), x€R (2.44)
gdzie ¢ jest pewnq funkcjg opisujaca poczatkowy rozktad wielkosci u. Zauwazmy ogromna
réznice miedzy réwnaniami zwyczajnymi i czgstkowymi - tutaj warunkiem poczatkowym jest

funkcjaanieliczba. Zwréémy rowniez uwage, ze nieliniowo$¢ w réwnaniu (2.43) moze wystepowac
jedynie w szukanej funkcji u a nie jej pochodnych.
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Zeby wyprowadzi¢ metode charakterystyk zauwazmy, ze lewa strona réwnania (2.43) przypo-
mina pochodng funkgcji ztoZzonej. Mozna to zauwazy¢ definiujac funkcje U(t) := u(X(t),t), gdzie
x = X(t) jest, na razie nieznang, krzywa na plaszczyznie x —t (tzw. czasoprzestrzern). Mamy wtedy

du dx
Podobieristwo do (2.43) bedzie catkowite jesli zazagdamy aby

dX

— =c(X,t,U). 2.46

= L) (2.46)
Wtedy réwnanie (2.43) przyjmie postaé

du

— =g(X,t,Uu 2.47

dt g( ym )’ ( )

Réwnania (2.46)-(2.47) sa ukladem nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Zamienili-
Smy zatem réwnanie rézniczkowe czgstkowe na zwyczajne, ktére moze wcigz by¢ bardzo trudne
do analizy. Na szczeScie réwnania spotykane w zastosowaniach maja czesto bardziej specyficzng
postaé. Powyzszy uktad réwnan nalezy zaopatrzy¢é w warunki poczatkowe, ktére zwykle maja
postac

X(0) =&, U(0) =u(X(0),0) = u(&,0) = d(&), (2.48)

gdzie skorzystalismy z (2.44). Liczba & jest parametrem méwigcym na jakiej krzywej x = X(t, &)
sie znajdujemy (z jakiego punktu startuje ona z osi t = 0). Zatem w og6Inosci, jako rozwigzanie
naszego ukladu réwnan otrzymamy dwie rodziny krzywych U = U(t, &) oraz x = X(t,§). Z
teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych wiemy, ze przy odpowiednich zatozeniachna ci g (np.
gdy sa klasy C') uktad — ma dokladnie jedno rozwigzanie lokalnie w okolicach t = 0.
Ponadto, rozwigzanie to zalezy gtadko od & oraz X;(0,t) # 0. Z twierdzenia o funkcji uwiklanej
wynika, Ze jesteSmy w stanie znalez¢ funkcje & = &(x,t), co daje nam U(t, &(x, 1)) = u(x,t),
czyli otrzymujemy nasze rozwigzanie. W praktyce jednak nie bedziemy w stanie zawsze explicite
wyrugowac parametru & z réwnan i rozwigzanie podane bedzie w postaci parametrycznej.

Definicja 2. Rodzine krzywych x = X(t,&) bedgcych rozwigzaniami réwnania z warunkiem
poczgtkowym X(0) = & nazywanmy charakterystykami réwnania (2.43).

Metoda charakterystyk ma bardzo mita interpretacje geometryczng, ktérag poznamy rozwazajac
rézne przypadki szczegdlne.

2.2 Rownania semiliniowe

Niech na poczatek g = 0, czyli réwnanie (2.43) przyjmuje postaé

u(x,0) =d(x), xeR. (2.49)

Réwnanie upraszcza si¢ do & = 0, czyli U jest funkcjq staty
U(t) = U(0) = u(X(0),0) = u(&,0) = $(&). (2.50)

{ut+c(x,t)ux:0, t>0, x€R,

Przypomnijmy sobie, Ze z definicji funkcja U jest rowna u na ustalonej charakterystyce. Z powyz-
szego réwnania wynika, ze w przypadku g = 0 szukana funkcja u jest stata na chumkterystykach!ﬂ
Aby znalez¢ warto$¢é u w dowolnym punkcie (xo, to) nalezy zatem z

dX

E = C(X>t)) X(O) = En (251)

“Na kazdej z osobna.
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X(tn E)

g

Rysunek 5: Przyktadowe charakterystyki.

znalez¢ charakterystyke x = X(t,&) przechodzaca przez (xo,to) a nastepnie ,cofnac¢” sie do
t = 0 znajdujac tym samym &(xo,to). Poniewaz u jest stale na charakterystyce to u(xo,to) =
u(&(xo,t0),0) = d(&(x0,to)). Rysunekprzedstawia calg sytuacje graficznie.

Przyklad. Dla konwekcji ze statg predkosScig propagacji mamy

u+cu, =0, t>0, xeck,
{ u(x,0) =¢(x), xeR. (2.52)
Réwnanie charakterystyki & = ¢ mozemy od razu rozwigza¢ dostajac X(t,£&) = ct + &, skad

£(x,t) = x — ct. Sa to linie proste nachylone do osi Ox pod katem arctan ! (Rys. @) Poniewaz
funkcja u jest stata na charakterystykach, to

u(x, t) = u(&(x, 1),0) = b(&(x, 1)) = b(x — ct). (2.53)
Sprawdzmy czy ¢(x — ct) rzeczywiscie jest rozwigzaniem
w + cu, = %d)(x —ct) + c&cb(x —ct) = —cd'(x —ct) + cd’(x — ct) =0, (2.54)

wiec wszystko sie zgadza.
Jesli natomiast g = g(x, t, u) to uktad réwnan (2.46)-(2.47) ma postac

dx du

a = C(X) t), E - 9(X> t, U). (2.55)
Charakterystyki wcigz dane sg tym samym réwnaniem dX/dt = c(X, t). MoZemy zatem znaleZ¢
je dokfadnie tak jak poprzednio. Nastepnie z réwnania dU/dt = g(X, t, U) dostajemy U. Tym ra-
zem u niekoniecznie bedzie stale na charakterystykach lecz bedzie zachowywato si¢ w okreslony

rownaniem sposéb.

Przyklad. Wr6émy do réwnania konwekgji ale tym razem dotagczmy czton, ktéry odpowiada za
generowanie substancji

{utJrcuX:—ku, t>0, x€R, (2.56)

u(x,O) = ¢(X)> x € R,
gdzie k > 0 jest stala. Charakterystyki sg wcigz liniami prostymi X(t) = ct — &. Znajdujac punkt
poczatkowy dostajemy & = x — ct. Réwnanie na U ma postaé

a__ _U0)e* — (E)e
T kU, U(t) =U(0)e ™ =d(&)e . (2.57)
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a=arctan(1/c)

3

Rysunek 6: Charakterystyki dla konwekcji ze statg predkoscig.

Podstawiajgc postac & otrzymujemy u(x, t) = ¢p(x — ct)e ™.

Dwa powyzsze przyklady pokazujg, ze rozwigzaniem réwnania konwekgji ze stalg predkoscia
jest fala poruszajaca si¢ w lewo. Innymi stowy, funkcja zmiennej x — ct (patrz Rys. [6). Zgadza si¢
to z naszg intuicjg dotyczacg zjawiska konwekcji - poczatkowy rozktad substangji ¢ jest unoszony
z predkodcig c. Moéwiac jeszcze inaczej, warunek poczgtkowy porusza si¢ po charakterystykach. W
przypadku zmiennej predkosci ¢ = c(x, t) sytuacja bedzie inna jedynie w tym, Ze charakterystyki
nie bedg liniami prostymi.

2.3 Nieliniowa predkos¢ propagacji

Bedziemy bada¢ nastepujgce zagadnienie zwigzane z propagacja fali
u; + C(U)'LLX = O) t > O) x € R,
{ u(x,0) = d(x), xeR. (2.58)

W tym réwnaniu predkoé¢ propagadiji jest zalezna od wartosci u. Jedli powrécimy do przykiadu z
prawem zachowania dla strumienia zaleznego tylko od u to c(u)u, = (q(u))y, czyli c(u) = gy(u).
Predkos¢ propagacji jest wiec pochodng strumienia po przestrzeni. Zobaczymy péZniej, ze niesie
to ze sobg bardzo wazne implikacje. Okazuje sie, Ze to quasi-liniowe zagadnienie mozna dosy¢
fatwo rozwigzaé¢ metodq charakterystyk. Najpierw zobaczmy, ze dU/dt = 0 jesli

dx
— = c(Uu), x(0) =& (2.59)

Czyli funkcja U jest stala na charakterystykach okreslonych powyzszym réwnaniem. Pocigga to
za sobg, ze U(t) = U(0) = u(X(0),0) =u(§,0) = d(&) na &-charakterystyce co implikuje, ze na tej
krzywej c(U(t)) = c(d(&)). Zatem charakterystyka okreslona jest r6wnaniem
dX
yrie c(p(&)), X(0) =g, (2.60)

ktére mozemy od razu rozwigza¢

X(t) = c(Pp(E))t + &, (2.61)



zatem charakterystyki sg liniami prostymi o zmiennej predkosci c(d(&))! Zagadnienie Riemanna
(2.58) ma wiec rozwigzanie dane w postaci parametrycznej

u(X(t, &),t) = (&), X(t) =c(Pp(ENt+&, &R (2.62)

Jesli z réwnania (2.61) uda nam sie wyrugowac parametr &, to znaczy otrzymac funkgje &(x, t) to
podstawiajac jg do powyzszego réwnania otrzymamy jawng postac¢ rozwigzania.

Przyklad. Bardzo waznym przykladem zagadnienia Riemanna jest tak zwane nielepkie rownanie
Burgersa
{ w+uu, =0, t>0, x€R,

u(x,0) =%, x€R, (2.63)

gdzie za warunek poczatkowy wzielismy funkcje liniowg. Charakterystyki to linie proste (Rys. [7)

X
X(tE =+E=E01+1) — £:1+t' (2.64)
Zatem rozwigzanie jest stale na charakterystykach, czyli
(%, 1) = w(X(t, ), 1) = (£, 0) = o(E) = & (2 ) = 7= (265)
u(x,t) = u(X(t, £),t) = u(E,0) = = 1) S 1r ¢ .

N2

Rysunek 7: Charakterystyki dla zagadnienia Riemanna z c(u) = u oraz ¢(x) = x.

Dla pewnosci sprawdzmy, czy (2.62) rzeczywiscie definiuje rozwigzanie zagadnienia (2.58).
Obliczmy najpierw pochodne z u

w = ¢'(E)&, u=d'(&E.. (2.66)
Potrzebne pochodne ¢ obliczamy z drugiego réwnania (2.62), to znaczy & = &(x, t) co daje
0x_20 _ (@)
3% ot [c(p(ENt+E] — & = T4 (D) ()T (2.67)
oraz podobnie
X 2 lelle)t+ - b= : 2.69)
ox  Ox T T (e () '
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Otrzymujemy zatem

W cle(E)d'(E) W d'(&)
T+ (0(E)P(E)Y T T+ (d(8) (e

skad wynika, ze u+c(u)u, = 0. Jasnejest, ze aby rozwigzanie istniato musimy zatozy¢ dodatnios¢
mianownika w (2.69). Jesli t > 0 to iloczyn pochodnych funkgji ¢ i ¢ musi by¢ dodatni, zeby
mianownik zawsze pozostal wiekszy od zera. UdowodniliSmy zatem twierdzenie. W dalszej
czedci wykladu zobaczymy jakie konsekwencje niesie ze sobg niespelnianie tego zatozenia.

(2.69)

Twierdzenie 1. Niech funkcje ¢ = c(u) oraz & = ¢(x) bedg klasy C'(R). Ponadto niech obie bedg jedno-
czesnie niemalejgce albo nierosngce. Wtedy zagadnienie ma jednoznacznie wyznaczone rozwigzanie
dane wzorem parametrycznym (2.62).

2.4 Calki pierwsze

W niektérych sytuacjach potrzebujemy znaleZ¢ jedynie rozwigzanie réwnania rézniczkowego nie
baczac na zadane warunki poczatkowe lub brzegowe. Rozwigzanie takie bedzie wtedy zalezne
od dowolnej funkgji.

Definicja 3. Funkcje F = F(x, t,u) nazywamy catky pierwsza uktadu réwnan (2.46)-(2.47) jesli jest
stata na rozwigzaniach tego uktadu.

Zalozmy teraz, ze F, # 0 to z twierdzenia o funkcji uwiklanej istnieje takie u = u(x,1t),
ze F(x,t,u(x,t)) = k dla stalej k oraz (x,t) € D dla pewnego podzbioru plaszczyzny x — t.
Zauwazmy, ze u = u(x, t) definiuje nam powierzchnie w przestrzeni x — t — u. Pokazemy, Ze tak
zdefiniowane u spelnia réwnanie rézniczkowe (2.43). W tym celu obliczmy obustronnie pochodne
czastkowe z F(x, t,u(x,t)) = k. Niech (x,t) € D, wtedy

FX + FuLLx - O) Ft + Fuut - O) (270)
skad
Q _ R B 27
WS, W= g :

Z zalozenia mianowniki w powyzszych wzorach sa rézne od zera, wiec pochodne sg dobrze
zdefiniowane na D.

Wezmy teraz rozwigzanie x = X(t), u = U(t) uktadu charakterystycznego (2.46)-(2.47). Wtedy
oczywisdcie F(X(t),t,U(t)) = k dla t w pewnym przedziale. Liczac pochodng wzgledem t i

korzystajac z (2.43) otrzymujemy
Fre +F+Fug =0, (2.72)

gdzie cate wyrazenie jest obliczone na krzywej (X(t), t, U(t)). Stad od razu otrzymujemy
F. = —é (Fee+F) mna (X(t),t,U(t)). (2.73)

Niech teraz (x,t) bedzie dowolnym punktem D. Z definicji catki pierwszej F mamy, ze x = X(t)

oraz u(x,t) = U(t). Laczac 2.71) z (2.73) otrzymujemy

Fy
u + c(x, t,u)u, = _F_t —c(x,t, u)F—
b ) . (2.74)
= t t - = t
ot (i o bWy ) 9

conalezato pokazaé. Czasem potrafimy znalez¢ dwie catki pierwsze ukladu charakterystycznego.
Pozwala nam to wtedy zdefiniowa¢ rozwigzanie ogélne réwnania quasi-liniowego.
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Definicja 4. Niech ¥ = Y(&,m) bedzie dowolng funkcjg klasy C' a F i G bedg catkami pierwszymi uktadu
-([2.47). Rozwigzaniem og6lnym réwnania nazywamy wyrazenie

Y(F(x, t,u), G(x,t,u)) =0. (2.75)

Pokazanie, ze powyzsza definicja ma sens, czyli u = u(x, t) zdefiniowane przez ¥ jest rzeczy-
wiscie rozwigzaniem pozostawiamy na ¢wiczenia. Powyzsze rownanie mozemy réwniez
zapisa¢ w postaci

F(x,t,u) = O(G(x,t,u)), (2.76)

dla pewnej funkcji ®. Czasem pozwala nam to znalez¢é jawng postaé rozwigzania. Rozwigzania
ogolne s3 alternatywa dla rozwigzan danych w formie parametrycznej i przydajq sie wtedy, kiedy
nie znamy lub nie chcemy znaé warunku poczatkowego.

Przyklad. Znajdzmy rozwigzanie ogélne réwnania

X
2tu, = ——. 2.77
st u+1 @77)
Ukfad charakterystyczny ma posta¢é
dx du X
oy, =" 2.78
dt Codt u+71 2.78)

skad z pierwszego réwnania jak zwykle mamy & = t* — x. Ale ¢ jest stala catkowania, dlatego

catka pierwsza ma postac F(x, t,u) = t* — x. Kolejng catke znajdziemy z drugiego réwnania
u_ -t
dt  U+1

R J U+ 1)U = J(tz _g)dt. (2.79)

Dostajemy ;U? + U = 11> — &t + (. Ale & = t* — x, wiec kolejna catka pierwsza ma postac
G(x,t,u) = %uz +u+ §t3 — xt a rozwigzanie ogélne moze by¢ zapisane w postaci

y (t2 — X, %uz +2u+ §t3 — xt) =0. (2.80)

Mozemy réwniez napisac
2
w4 2u+ §t3 —xt = O(t* —x), (2.81)

cojest réwnaniem kwadratowym na u. Ztatwosciag mozemy je rozwigzac otrzymujac jawng postac
rozwigzania naszego rownania.

2.5 Ogdblna postaé rownan rzedu pierwszego

Wyjatkowa cecha réwnan czastkowych pierwszego rzedu jest to, ze w bardzo duzej ogélnosci
jesteSmy w stanie zredukowa¢ ich rozwigzywanie do badania uktadéw réwnan zwyczajnych. Wi-
dzielismy to juz w przypadku réwnan quasi-liniowych. Okazuje si¢, ze podobny wynik mozemy
otrzyma¢ dla réwnan w petni nieliniowych.

Przyklad. (Réwnanie eikonatu) Fundamentalnym réwnaniem optyki geometrycznej jest tak zwane
réwnanie eikonatuf} ktére powstaje przez zastosowanie rachunku zaburzen do rozwigzania réw-
nania falowego reprezentujgcego promieniowanie elektromagnetyczne.

57 Greckiego elkwv oznacza ,,obraz” lub ,ikona”.
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Rozprzestrzenianie si¢ promieniowania elektromagnetycznego opisujg wektorowe réwnania
Maxwella. Dla uproszczenia (i tak naprawde bez utraty ogélnosdci metody) zajmijmy sie skalar-
nym réwnaniem opisujacym potencjal elektryczny ¢ na ptaszczyZnie (wersja tréjwymiarowa jest
doktadnie analogiczna)

P = ¢ (Pxx + Pyy) - (2.82)

Tutaj c jest predkoscig Swiatla. W jednorodnych osrodkach predkosc¢ Swiatla jest stata i powyzsze
réwnanie ma rozwiazanie bedace falg plaskqP|

@(x,t) = Aellkx—wt) (2.83)

gdzie k = (k, 1) jest wektorem falowym, w to czestos¢ kotowa a A jest (zespolong) amplitudg. Dla
rozwigzania réwnania falowego koniecznie musimy mie¢ nastepujaca zaleznosé dyspersyjna

w? = c(kK* +1%). (2.84)

Dla fal jednowymiarowych mamy k = 27t/A, gdzie A jest dlugoscig fali. Oznacza to, Ze liczba
falowa méwi nam ile fal miesci si¢ w jednostce przestrzeni (analogicznie w méwi nam ile fal
miesci si¢ w jednostce czasu). Mamy wtedy znang zaleznos$¢ w = ck = 2nc/A = 2nt/T, gdzie T
jest okresem fali.

Wiele o$rodkéw nie jest jednak jednorodnych i konieczne jest zalozenie, ze predkos¢ swiatla
jest zmienna. Inaczej méwigc, wspotczynnik zatamania n := ¢y /c jest funkcja zmiennej x (tutaj co
jest predkodcia $wiatta w prézni). W optyce zakladamy, ze fala ma odpowiednio duzg czestosé
a jednoczesnie duza liczbe falowg (na przyktad dla $wiatta z6ttego mamy A ~ 6 x 10~'m co daje
k ~ 10°m™"). Zatem przy zatozeniu ¢ = c(x) mozemy szukac rozwigzari réwnania falowego, ktére
majg postac

P(x, 1) = A(x)ellkouxt—wot] (2.85)
Tutaj ko = wo/co, czyli zalezno$¢ dyspersyjna dla prézni jest spetniona. Funkcja u = u(x,t)
nazywana jest fazg i jej poziomice oznaczajg czolo fali. ZatoZenie optyki geometrycznej polega na

wykorzystaniu tego, Ze ko jest bardzo duze. Dokladniej, amplituda fali A zmienia si¢ w przestrzeni
duzo wolniej niz sama fala. Zakladamy zatem, ze

1 A+ Ay
ke A

<1, (2.86)

gdzie czlon z drugimi pochodnymi odpowiada za krzywizne amplitudy.
Wstawmy zatem naszg spodziewang postaé¢ rozwigzania do réwnania falowego. Najpierw
jednak obliczmy pochodne

O = _wéA(x)ei(kou(x,t)*wot)) QO = Axei(kou(xﬁt)*wot) 4 iAkOuXei(kou(x,t)*wot)

. 2.87
Oxx = [(Axx — KFAUL) + 1 (2Kt Ay + Akgityy )] ettkorot—wot), (287

oraz podobnie dla pochodnych wzgledem y. Wstawiajac powyzsze obliczenia do réwnania falo-
wego oraz poréwnujac czesci rzeczywiste oraz urojone dostajemy

—wiA =" (A + Ay — ARG (2 + 1)), A (W + Uyy) + 2 (WA +uyAy) =0 (2.88)

Zatem aby ¢ spelniato réwnanie falowe muszg zachodzi¢ powyzsze dwa réwnania na A oraz u.
Jest to uktad dwéch nieliniowych réwnan czgstkowych, ktéry jest bardzo trudny do rozwigzania.

®Dla wygody uzywamy tutaj liczb zespolonych. Ostateczne rozwigzanie jest na przyklad czescig rzeczywista
otrzymanej funkgji, czyli @(x,t) =R [ei(k"‘*‘“t)} =RI[A]cos(k-x—wt) —T[A]sin(k - x — wt).
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Nie skorzystaliSmy jednak jeszcze z przybliZenia optyki geometrycznej, to jest zaleznosci (2.86).
Po przeksztatceniu mamy
A + Ay
A
Wedtug lewa strona powyzszego rownania jest duzo mniejsza niz prawa. Musimy zatem
miec

=kg [uf +uy —n’]. (2.89)

u; +up =n’, (2.90)

Jest to stynne réwnanie eikonatu, ktére nauczymy sie niebawem rozwigzywac.

Przyklad. (Ksztatt pryzmy piasku) Zajmiemy sie problemem pryzmy, to znaczy znajdziemy réwna-
nie opisujace ksztatt gorki sypkiego materiatu (piasku, wegla). Niech u = u(x,y) opisuje ksztatt
powierzchni pryzmy. Poniewaz posta¢ gorki jest wynikiem réwnowagi sit tarcia oraz grawitacji
mamy

PgCcos @ = pupg, (2.91)
gdzie u jest wspotczynnikiem tarcia a ¢ jest katem miedzy ptaszczyzng styczng do u = u(x,y) i
pionem. Z geometrii wynika, ze

1

— i, (2.92)
VT+Hui+ud
czyli
1
@+@:E—L (2.93)
co po przeskalowaniu u — u/y/p~2 — 1 daje nam réwnanie eikonatu
up+up =1. (2.94)
W optyce geometrycznej powyzsze rownanie opisuje rozchodzenie si¢ fali $wietlnej.
Ogo6lne rownanie pierwszego rzedu moze by¢ zapisane w postaci
F(x,t,u,p,q) =0, (2.95)
gdzie tradycyjnie oznaczyliSmy
Pi=u, qi=1. (2.96)

Zadajmy réwniez warunek poczatkowy u(x,0) = ¢(x). W réwnaniach quasi-liniowych od razu
byliSmy w stanie znalez¢ charakterystyki, czyli krzywe na ktérych rozwigzanie zachowuje sie w
pewien szczegdlny sposéb. Z postaci nie jest jasne czy krzywe o podobnej wlasnosci istnieja.
Poszukajmy ich jednak.

Wybierzmy pewng krzywa na ptaszczyznie x — t dang réwnaniem parametrycznym

x=X(s), t=T(s). (2.97)

Potézmy U(s) := u(X(s), T(s)) oraz P(s) := u,(X(s),T(s)) i Q(s) := w(X(s), T(s)) a nastepnie
policzmy pochodng

du dX dT dX dT

Z powyzszego réwnania chcieliby$my wyrugowaé pochodne zwyczajne. Zeby to zrobié sprawdzmy
jak zachowujg sie pochodne z P i Q

dP dX dT  dQ dX dT
e uxxa + Uxta) F utxa "’_utta- (2.99)
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Pochodne drugiego rzedu najlepiej wyznaczy¢ z samej postaci réwnania (2.95) rézniczkujac je raz
poxirazpot

Fy + FuP + Fou + Foue =0, Fy + F,Q + Foug + Fquye = 0. (2.100)
Poréwnujac dwa powyzsze rownania widzimy, ze mozemy poczynié postep jesli tylko
dX dT
I F,(X(s), T(s), U(s),P(s), Q(s)), I Fq(X(s), T(s),U(s),P(s), Q(s)). (2.101)
Wtedy z (2.98)-(2.100) dostajemy
% =—F.—F.P, % =—-F —F.Q, % = PF, + QF,, (2.102)

gdzie wszystkie pochodne z F sg oczywiscie obliczone na trajektorii (X(s), T(s), U(s), P(s), Q(s)).
OtrzymaliSmy zatem pie¢ rownan na pie¢ niewiadomych. Uktad (2.101)-(2.102) jest nazywany
uktadem charakterystycznym lub uktadem Charpita.
Pozostato jeszcze zadanie warunku poczatkowego dla uktadu Charpita. Standardowo wy-
bierzmy
T(0) =0, X(0)=¢&, U(0)=d(&). (2.103)
Stad
P(0) = ¢'(&). (2.104)
Warunek dla Q wymaga chwili zastanowienia. Po pierwsze, oczywiScie zachodzi réwnanie (2.95),
wiec
F(&,0,$(&), ¢'(£),Q(0)) =0, (2.105)
wiecjedli tylko Fy # 0 dla s = 0 to z twierdzenia o funkcji uwiklanej mozemy rozwigzaé powyzsze
rownanie i otrzymac

Q(0) = G(¢&), (2.106)
dla pewnej funkcji G. Podsumowujac, aby rozwigzaé réwnanie (2.95) z warunkiem poczatkowym
u(x,0) = ¢(x) nalezy rozwigzaé uktad réwnan zwyczajnych Charpita (2.101)-(2.102) z warunkami
poczatkowymi (2.103)-(2.104) oraz (2.105). Z teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych wiemy,

ze rozwigzanie tego zagadnienia istnieje i jest jednoznacznie wyznaczone lokalnie w okolicy
s = 0. Oczywiscie, nalezy si¢ spodziewa¢, ze jawne rozwigzanie mozemy otrzymac jedynie w
wyjatkowych przypadkach.

Przyklad. Rozwigzemy zagadnienie

w+ur=0, t>0, x€R,
{ u(x,0) =x, xe€R. (2.107)

Tutaj F(x, t,u,p, q) = q + p>. Warunki poczatkowe dla uktadu Charpita majg postaé

T(0) =0, X(0)=¢&, U)=¢& PO)=1, Q(0)=-T, (2.108)
gdzie warto$¢ Q otrzymaliSmy z réwnania rézniczkowego. Nasze réwnania to

dX daT du dpP dQ

——=2P, — =1, — =2P — =0, —=0. 2.1

ds ods 7 ds T ds  ds (2.109)

Od razu dostajemy T(s) = s (czyli za parametr mozemy przyjac czas), P(t) = 1oraz Q(t) = —1. Da-
lej pierwsze rownanie daje nam X(t) = 2t+ & a trzecie U(t) = t+¢&. Czyli ostatecznie u(x,t) = x—t.

Podobnie tez jak w przypadku catek pierwszych réwnan quasi-liniowych mozemy wprowadzi¢
ogolniejsze pojecie dla w petni nieliniowych réwnan (2.95).
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Definicja 5. Catky zupelng réwnania nazywamy rodzing powierzchni w przestrzeni x —y —u
(zwyczajowo piszemy y zamiast t) okreslonych wzorem

f(x,y,u,a,b) =0, a,beR, (2.110)
ktory lokalnie okresla rozwigzanie w = u(x,y) rownania . Tutaj a i b sq dowolnymi parametrami.

Catka zupetna spelnia taka samg funkcje jak rozwigzanie ogélne réwnania zwyczajnego, dla
ktorego catka jest rodzina krzywych.

Przyklad. Znajdziemy catke zupetng réwnania eikonatu

up +ug =1. (2.111)
TUtaj F(X>y)u3p> q) = pz + q2 -1, Skqd
dx ay du dp dQ
@2 _Hp £ T 2P+ Q?), — =0, — =0. 2.112
s S PR A X (P*+Q%), -0 ( )

Od razu mamy P(t) = a oraz Q(t) = v/1 — a? poniewaz spelnione jest réwnanie eikonatu. Skoro
przynajmniej lokalnie musimy mie¢ U(s) := u(X(s), Y(s)) to z reguly taricucha

du dX dY dX dY
&e _ptt — —a= 1—a2— 211
ds ds+st “as T “ s (2113)
skad po scatkowaniu
u(x,y,a,b) =ax+ 1 —a’y+b. (2.114)
Catka zupelna ma zatem postac
f(x,y,u,a,b) =ax+ 1 —a?y+b—u. (2.115)

2.6 Twierdzenie o jednoznacznosci

Wprowadzajgc metode charakterystyk powotaliémy sie na ogélng teorie réwnan rézniczkowych

zwyczajnych méwigcych, ze uklad charakterystyczny (2.46)-(2.47) (lub Charpita (2.101)-(2.102)

ma lokalnie doktadnie jedno rozwigzanie. Powstaje naturalne pytanie - czy jesli znalezlibySmy
rozwigzanie réwnania inng metoda niz charakterystyk (na przyktad zgadujac) to czy byloby
ono identyczne z tym uzyskanym rozwigzujac uktad Charpita? OdpowiedzZ na to pytanie jest
pozytywna i pochodzi od A. Haara. My podamy troche stabszy wynik, ktéry mozna znalez¢ u
Couranta i Hilberta.

Twierdzenie 2 (O jednoznacznos$ci, A.Haar). Rozwazmy réwnanie
Uy = G(x,t,u,p), P = Uy, (2116)

gdzie G jest ciggla jako funkcja czterech zmiennych oraz ciggta w sensie Lipschitza ze wzgledu na wip to
znaczy, ze istniejg state k > 011 > O takie, Ze

IG(x, t, w1, p1) — G(x, t,uz, p2)| < Ywy — up| + Klpy + pal. (2.117)
Niech teraz wiv bedq gladkimi rozwigzaniami (2.116) spetniajgcymi
u(x,0) =v(x,0), x <x<xo. (2.118)
Wtedy u = v na tréjkgcie
T={(xt):t>0,t<k'(x—x),t <k '(x—x2)}. (2.119)
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Dowéd. Potézmy w :=u —v. Wtedy wystarczy pokaza¢, ze w = 0 na T. Najpierw zobaczymy, ze
z (2.116) oraz warunku Lipschitza mamy od razu

we (%, B =[G (%, £, u, ux) — Gx, 1, v, )| < Hw + kiwy. (2.120)
Wybierzmy taki punkt, zeby w jego okolicy bylo w > 0, wtedy dla kazdego m > 1
Wi (x,t)] < mw(x,t) + klwy(x, t)]. (2.121)

Zdefiniujmy teraz
W(x,t) =w(x,t)e ™, (2.122)

czyli wystarczy pokaza¢, ze W = 0 na T. Zalézmy nie wprost, ze jest inaczej, to znaczy (bez
utraty ogélnosci) W > 0 na pewnym podzbiorze T. Niech (xo, ty) € T bedzie punktem, w ktérym
W osigga swoje dodatnie maksimum. Oczywiscie, to maksimum nie moze zosta¢ osiggniete na
podstawie T (patrz Rys. [8) poniewaz z warunku poczatkowego W(x,0) = 0. Zatem (xo, to) musi
leze¢ we wnetrzu tréjkata T lub na jego bokach. Jesli zachodzi ta pierwsza mozliwos¢ to koniecznie
pochodne czastkowe W musza znika¢, czyli

0 = W, (x0,t0) = Wy(xo,to)e™™, 0 =W,(x0,to) = wi(x0, to)e ™ — mw(xo, to)e ™.  (2.123)

Zatem wy(xg, to) = 0 oraz wy(xo, to) = mw(xo, to) a to jest w sprzecznoéci z (2.121). Niech teraz
punkt, w ktérym W osigga maksimum lezy na ktéryms z bokéw tréjkata T. Z geometrii i definicji
T wynika, ze wektory v = (—k,—1) oraz v© = (k,—1) wskazujg z odpowiedniego boku do
wnetrza obszaru (Rys. [8). Poniewaz w (xo, to) funkcja W ma maksimum to pochodne kierunkowe
w kierunku wektoréw v* musza by¢ koniecznie ujemne, czyli

0>vt. gradW(xo, to) = £kWy(xo, to) — Wi(xo, to). (2.124)
Otrzymujemy W, (xo, to) > k|Wx(xo, to)| co pocigga nieréwnos¢é
Wt(XO>tO) > mW(tho) + k|Wx(XO>t0)|a (2125)

ktora jest w sprzecznosci z (2.121).
O

2.7 Metody numeryczne

Mozna powiedzie¢, ze dla wiekszosci réwnan rézniczkowych nie jesteSmy w stanie napisaé
rozwigzania w jawnej formie lub tez jest ono wysoce skomplikowane. Uciec sie wtedy musimy
do metod przyblizonych, z ktérych bardzo powszechnymi sa metody numeryczne. My skupimy
sie na jednej z najpopularniejszych ich rodzajéw - metodzie réznic skoriczonych. Ten przyblizony
spos6b rozwigzywania réwnan rézniczkowych polega na zastgpieniu wszystkich pochodnych
w danym wyrazeniu przez ich przyblizenia wyliczone na podstawie skoriczonych przyrostéw.
Metode te mozna zastosowaé do niemal kazdego typu réwnania, a my zaczniemy od réwnan
pierwszego rzedu. Duzg zaletag metody réznic skoficzonych jest to, ze mozna ja zaimplementowacé
w dosy¢ szybki i prosty sposéb w kazdym jezyku programowania.
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Rysunek 8: Obszar T.

2.7.1 Réznice skonczone
Zal6zmy, ze chcemy przyblizy¢ wartos¢ pochodnej funkcji u = u(x), wtedy z definicji mamy

u(x + k) —u(x)

u'(x) = }{1{}% > , (2.126)
wiec dla skoriczonego przyrostu k > 0 powinnismy mie¢
k) —

D u(x) i XK Zul) (2.127)

k

Oczywiscie przyrost w definicji pochodnej moze by¢ tez ujemny, co prowadzi do kolejnego ope-
ratora réznicy skoriczonej

u(x) —u(x —Xk)

k

gdzie wcigz k > 0. Operatory D i D_ sg operatorami jednostronnymi poniewaz biorg pod uwage
jedynie prawe lub lewe otoczenie punktu x. Jak tatwo sie domy$li¢, w niektérych sytuacjach takie
jednostronne otoczenia moga nie zawiera¢ dostatecznej informacji o funkgji dlatego warto jest
wprowadzi¢ operator scentrowany jako Srednig arytmetyczng D, i D_

D_u(x) := (2.128)

Dou(x) = 2 ;L Duly _ ulx+k Z_ku(x —K (2.129)

dla k > 0. Rysunek przedstawia geometryczng interpretacje wprowadzonych operatoréw réznic
skoriczonych. Wydaje si¢ tez jasne, ze D, powinien dawa¢ zwykle lepsze przyblizenie niz jed-
nostronne przyblizenia D,. ChcielibySmy by¢ w stanie doktadnie okresli¢ ten bfad przyblizenia
zwany rowniez biedem odciecia.

Bardzo skutecznym podejsciem do badania btedu odciecia jest rozwijanie w szereg Taylora.
Zobaczymy jakiego rzedu btedem obarczony jest operator D . Aby to uczynié¢ rozwinmy u(x + k)
w otoczeniu punktu x
u”(&)

5 K%, (2.130)

u(x + k) =u(x) +u'(x)k+
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dla pewnego punktu & € (x,x + k). Wtedy, po przeksztalceniach, dostajemy

u/l(a)

D u(x) —u'(x) = 3

K, (2.131)
co przy zatozeniu ograniczonosci drugiej pochodnej (wynika ona na przyktad z jej ciggtosci) daje
D, u(x) —u'(x)| < Ck, (2.132)

dla pewnej statej C > 0. Widzimy zatem, Ze réznica miedzy operatorem jednostronnym a
pochodng zachowuje si¢ jak k jeSli u jest ustalone. Bardzo podobnie mozemy otrzymac ogra-
niczenie bfedu operatora D_

D_u(x) —u'(x) = —uHZ(C)k, (2.133)

gdzie ¢ € (x,x+k). Jaktatwo si¢ przekona¢, operator scentrowany wymaga rozwiniecia w wyzsze
wyrazy

u(x + k) =u(x) +u'(x)k+ s (X)kz - s (5)](3)
W ) (2.134)
ulx —k) =u(x) —u'(x)k + > K* — c K3.
Co po odjeciu stronami implikuje
Dou(x) —w/(x) = & (a);;u (O _ v 6(6) K2, (2.135)

gdzie ostatnia réwnoé¢ wynika z cigglosci trzeciej pochodnej (co zaktadamyY| Poniewaz trzecia
pochodna jest ograniczona na dostatecznie malym otoczeniu punktu x mamy

IDou(x) —u'(x)] < Ck?, (2.136)

czyli Dy zachowuje sie jak k*. Dla matych k kwadrat jest duzo mniejszy niz pierwsza potega
dlatego operator scentrowany jest o rzad dokladniejszy niz operatory jednostronne. Motywuje
nas to do podania definicji.

Definicja 6. Operator D przyblizajgcy n-tq pochodng dostatecznie rézniczkowalnej funkcji u jest rzedu
p > 0dla k — 0 jedli istnieje stata C > 0 taka, zZe

IDu(x) —u™(x)| < CKP, (2.137)
dla odpowiednio matych k.
W podobny sposéb mozemy tworzy¢ réznice skoficzone wyzszych rzedéw (zadanie) jednak

nalezy pamietaé, ze bardzo czesto lepsze przyblizenia wigza sie z wiekszymi wymaganiami
obliczeniowymi. Dlatego zawsze nalezy szukaé kompromisu.

7Tedli funkdja f jest ciagta na odcinku [a, b] to jest tam ograniczona i przyjmuje wszystkie swoje wartosci. Zatem
m < f(x) < M wymusza m < %(f (&) + f(0)) < M. $rednia arytmetyczna nalezy do zbioru wartosci funkcji f, czyli
istnieje takie o € [a, b, ze f(0) = 1(f(&) + ().
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2.7.2 Roéwnanie konwekcji

Poniewaz potrafimy juz przybliza¢ pochodne mozemy przej$¢ do rozwigzywania réwnar réznicz-
kowych czgstkowych pierwszego rzedu. W tej chwili zajmiemy sie jedynie najprostszym z nich,
czyli r6wnaniem konwekgji

u + cu, = 0. (2.138)

Powstaje od razu pytanie - po co stosowaé metod numerycznych do réwnania, ktérego rozwigzanie
jesteSmy poda¢ niemal z pamieci? Okazuje sig, ze tak proste zagadnienia sg idealnym poligonem
testowym dla schematéw réznicowych, ktére czesto zachowuja sie inaczej niz pierwotne dla nich
rownania rézniczkowe. Kiedy zbadamy zachowanie sie metody réznic skoriczonych na prostych
réwnaniach bedziemy mogli zajgc si¢ bardziej skomplikowanymi problemami.

Zeby rozpoczaé wprowadzmy siatke wsp6trzednych. Bedziemy przyblizaé wartoéci rozwigzania
rownania adwekcji w dyskretnej liczbie r6wnomiernie rozmieszczonych punktéw. Niech
zatem k bedzie odlegloscig miedzy dwoma punktami w przestrzeni a h bedzie analogicznym
odstepem miedzy chwilami czasu (patrz Rys.). WprowadzZzmy siatke

xj = =jk, ty=mnh, jneN (2.139)

Ponadto, przez ' oznaczmy wielko$¢ bedacg przyblizeniem wartoSci rozwigzania réwnania

(2.138) w punkcie (x,t) = (jk,nh), to jest
u' ~ u(jk,nhj, (2.140)

gdzie u} jest wynikiem metody numerycznej. Wprowadzajgc odpowiednig dyskretyzacje po-
chodnych w za pomocg réznic skoficzonych jesteSmy w stanie generowac rézne schematy
numeryczne. Zanim przystagpimy do ogélnego przegladu zdefiniujmy co bedziemy rozumie¢
przed btad odciecia danej metody.

Definicja 7. Btedem odciecia metody numerycznej nazywamy réznice migdzy rzeczywistym réwnaniem
a jej rekurencyjnym przyblizeniem numerycznym.

W naszym przypadku réwnania konwekcji bfad odciecia wyraza sie bardzo prosto. Zalézmy,
ze Dy jest operatorem réznicowym przyblizajagcym pochodng po czasie a D, analogicznym ope-
ratorem dla pochodnej po przestrzeni. Niech Dy ma rzad p a D, rzad q. Wtedy

ui(jk,nh) — au,(jk,nh) = Dyu(jk,nh) — aD,u(jk,nh) + O(h?) + O(k9), (2.141)
czyli metoda réznicowa powstata poprzez odrzucenie wyrazéw wyzszych rzedéw ma postaé
(Dau)i — a (D) =0, (2.142)

ma blad odciecia rzedu O(hP) + O(k9). Zauwazmy, ze wielkodci w powyzszym réwnaniu w
ogoOlnosci nie sg rowne Diu(jk,nh) — aD,u(jk,nh) poniewaz odrzuciliémy cze$¢ rozwiniecia
odpowiedzialng za btagd odcigecia. Dodatkowo jasne jest, Ze btad odciecia dla metody numerycznej
jest zupetnie czyms$ innym niz réznica migdzy u}* a u(nk, jh). Innymi stowy, metoda numeryczna
wecale nie musi zbiega¢ do prawdziwego rozwigzania réwnania rézniczkowego mimo tego, ze jej
btad odciecia zbiega do zera. Przekonamy sie o tym wkrétce.

Pod prad
Jednym z najprostszych sposobéw dyskretyzacji (2.138) jest zastosowanie jednostronnych réznic
skonficzonych zaréwno dla czasu jak i dla przestrzeni. Na przykfad

wtt uh un

P e =0, (2.143)
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gdzie zastosowaliSémy operatory D, dla pochodnych czgstkowych. Przeksztalcajac otrzymujemy
ukfad réwnari rekurencyjnych na u}!

W =ur — %‘ (u}y —uf). (2.144)
Widzimy, ze lewa strona reprezentuje przyblizenie funkcji u w czasie o krok dalszym niz prawa
strona. Jest to standardowy sposéb zapisu i obliczania rozwigzan schematéw réznicowych -
postepowanie w czasie. Wynika to z wyrazZniej kierunkowosci czasu. Jednorodna przestrzen,
natomiast, nie zawiera wyréznionego kierunku dlatego nic nie stoi na przeszkodzie aby do dys-
kretyzacji pochodnej u, uzy¢ operatora D_. Otrzymamy wtedy

u}”] =u' — % (W —ufty). (2.145)
Metody te nazywaja sie réZnicowaniem pod prgd (a ang. upwind differencing). Wybdr pomiedzy
oraz powinien by¢ dokonany na podstawie znaku predkosci propagacji c. Wiemy,
Ze rozwigzaniem jest dowolna funkcja zmiennej x — ct co oznacza, ze informacja prze-
mieszcza sie¢ w prawo dla ¢ > 0 oraz w lewo dla ¢ < 0. Dlatego w przypadku ¢ > 0 aby znalez¢
rozwigzanie w dowolnym i ustalonym punkcie przestrzeni nalezy zbadac¢ co dzieje sie po lewej
jego stronie, czyli ,pod prad”. Zatem odpowiednia wydaje si¢ wtedy metoda (2.145). Podobnie
sprawa wyglada dla przypadku ¢ < 0. Jak zobaczymy pézniej, okazuje sie, ze istniejg réwniez
inne powody takiego wyboru metod. Jak pokazaliémy wcze$niej btedy odciecia dyskretyzacji jed-
nostronnych sg O(k) oraz O(h) kiedy k, h — 0. W praktyce przydaja sie jednak bardziej doktadne
metody.

Metoda scentrowana i algorytm skokowy
Kolejnym pomystem w dyskretyzacji (2.138) jest zastosowanie scentrowanej réznicy skoriczonej
dla pochodnej po przestrzeni, bo jak pamietamy miata ona rzad O(k?). Dostajemy zatem metode

scentrowang

i +1 u'— T (u).H — u]._]) . (2.146)

Mimo, ze na pierwszy rzut oka wydaje si¢, ze taki schemat powinien by¢ lepszy od réznicowania
pod prad to okazuje si¢, ze ma on powazne problemy ze stabilno$cig numeryczng (wrazliwoscig
na bfedy numeryczne) co czyni go praktycznie bezuzytecznym.

Scentrowany operator réznicowania mozna réwniez zaaplikowa¢ do pochodnej po czasie i
otrzymac algorytm skokowy (leapfrog), ktéry polepsza wlasnosci metody scentrowanej

w =u — % (W —ulty) . (2.147)

Oprocz kilku probleméw ze stabilnodcig metoda skokowa jest trzy poziomowa, to znaczy aby
znaleZ¢é rozwigzaniem w chwili n 4 1 nalezy zna¢ rozwigzanie dwa kroki wczeéniej, to znaczy w
n — 11in-tej chwili. Nie zawsze jest to optacalne poniewaz wymaga przechowywania w pamieci
duzych ilodci danych. W wyzszych wymiarach jest to bardzo droga operacja.

Lax-Wendroff

Jedna z efektywnych metod uzyskania schematu o doktadnosci drugiego rzedu jest zmodyfiko-
wanie w pewien sposéb metody scentrowanej tak, aby polepszy¢ jej wlasnosci zwigzane ze
stabilno$cig. Zauwazmy, ze dla réwnania konwekdji u; = —cu,, co pociaga Wy = —Cliy, = C Uy
Rozwijajac zatem u(x, t + h) w szereg Taylora otrzymujemy

Ut (X, T)

1
u(x,t+h) =u(x,t) + u(x, t)h + zutt(x, t)h? + h’. (2.148)

24



Teraz zastepujac u, oraz u przez odpowiednio obliczone pochodne przestrzenne otrzymujemy

2

u(x,t+h) =u(x,t) — cu (x,t)h + %ux(x) t)hz + M

6

To rozwinigcie sugeruje wprowadzenie nastepujacej metody numerycznej, w ktérej pochodne
przestrzenne przyblizane sg za pomocg réznic scentrowanych

h. (2.149)

1 /ch\’

1ch
uTH'] — =

j 2k
Ten schemat nosi nazwe metody Laxa-Wendroffa. Z konstrukcji wynika, Ze jej bledem odciecia
jest wyrazenie O(h?) + O(k?) dla k,h — 0. Zatem jest to metoda drugiego rzedu. W podobny

sposob, to jest uzywajac réwnania aby zamieni¢ pochodne czasowe na przestrzenne, mozemy
konstruowa¢ kolejne schematy réznicowe.

2.7.3 Spoéjnos¢, zbieznos¢ oraz stabilnosé

Wyprowadzilismy kilka metod numerycznych stuzgcych do rozwigzania jednego réwnania réz-
niczkowego czgstkowego. Nie jest jednak trudne przenies¢ nasze wyprowadzenia na jakiekol-
wiek inne zagadnienie. PowiedzieliSmy réwniez, ze niektére metody sa lepsze niz inne. Teraz
przyjrzymy sie co jest tego powodem. Przede wszystkim podstawowym pytaniem dotyczacym
schematéw réznicowych jest to, czy sa zbiezne do rozwigzania réwnania, ktére przyblizajq.

Definicja 8. Niech u}' bedzie numerycznym przyblizeniem rozwigzania u(x,t) pewnego réwnania roz-
niczkowego. Mowimy, ze schemat numeryczny o krokach h i k, z ktérego pochodzi wj jest punktowo
zbiezny jezeli

lim uw' =

Jim u(x,t) dla nh—t, kj—x. (2.151)

Oczywiscie mozemy réwniez rozwazaé zbiezno$¢ w innym sensie, na przyktad wzgledem
pewnej normy. Nie bedziemy jednak wkracza¢ w ten temat. Bezposrednie pokazanie zbieznosci
metody numerycznej jest zwykle dosy¢ trudne (lub nawet bardzo trudne). Istnieje jednak bardzo
wazne twierdzenie pochodzgce od Laxa pokazujace, ze zbieznos¢ jest rownowazna spéjnosci oraz
stabilno$ci danej metody.

Definicja 9. Metoda numeryczna jest spdjna jezeli jej blgd odciecia dgzy do zera gdy h,k — 0 przy
nh —1t, kj—x.

Powyzsza definicja wydaje si¢ niepotrzebna gdyz nie ma sensu rozwaza¢ metod numerycz-
nych, ktérych btad odcigcia nie staje sie dowolnie maty. Oznaczatoby to, ze schemat ré6znicowy
przybliza wtedy nie to rownanie rézniczkowe co trzeba. Bardziej istotne jest pojecie stabilnosci,
czyli wrazliwo$ci na zmiany w warunkach poczatkowych. Zauwazmy najpierw, ze kazda metoda
dwukrokowa moze by¢ zapisana w postaci macierzowej

u™! = B(h)u", (2.152)

gdzie u™ = (uf,u3, ..., uj) dla pewnego ] bedacego iloscig punktéw podziatéw przestrzeni. Tutaj
B(k) jest macierza ] x ] zalezng od k oraz h. Jak to zwykle bywa w praktyce zaktadamy réwniez,
ze krok przestrzenny jest pewng funkcjg kroku czasowego, to jest k = k(h). Dlatego argumentem
macierzy B jestjedynie h. Metoda jest stabilna jesli nie powigeksza btedéw wynikajacych z obliczen
numerycznych - btagd moze zwiekszac si¢ z czasem ale nie z iloScig krokéw. Aby zobaczy¢ to

dokladniej iterujmy (2.152)) aby dosta¢
u™! = B(h)™u’, (2.153)
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gdzie u’ jest warunkiem poczatkowym. Jesli teraz komputer popelni btagd w zapisie tego warunku
(a zrobi to na pewno poniewaz zawsze obecne sg bledy zaokraglania) to powyzsza metoda moze
miec postac

u™"' = B(h)"u® + B(h)"E, (2.154)

gdzie e jest bledem zaokraglania. Gdy B(h)™ moze rosng¢ dowolnie duze wraz ze wzrostem
n to btad zostanie wzmocniony wiele razy o przestoni nam rzeczywiste rozwigzanie. Jest to
bardzo powazny problem dlatego sensowne wydaje si¢ rozwazanie jedynie stabilnych schematéw
numerycznych.

Definicja 10. Schemat numeryczny (2.152) jest stabilny w sensie Laxa-Richtmyera jesli dla kazdego T
takiego, ze nh < T istnieje stata Cy, dla ktorej

IB(h)"| < Cr. (2.155)
Tutaj ||-|| jest pewng wybrang normg macierzowg.

Stabilnoséjest nie tyle bardzo istotna praktycznie, jest rOwniez niemal rtéwnowazna ze zbieznoScia
metody.

Twierdzenie 3 (Lax). Spdjna metoda numeryczna (2.152) jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
stabilna.

Dowéd tego twierdzenia mozna znalezé w [].

Przyklad. Pokazemy stabilno$¢ metody numerycznej ,pod prad”

wWt =t =R (U, — ), (2.156)

gdzie c < 0 oraz R := ch/k.

Jak wida¢ pokazanie stabilno$ci moze nie by¢ tatwe (podobnie jak w przypadku zbieznosci).
W takim razie twierdzenie Laxa wydaje sie niezbyt praktyczne. Okazuje sie jednak, ze jest inaczej
i istnieje metoda, ktéra pozwala w tatwy sposéb pokazywac stabilno$¢ dla réwnan liniowych
o statych wspotczynnikach. Jest ona analogia do szeregéw Fouriera. Nie bedziemy jednak
wchodzi¢ w doktadne szczegoéty dyskretnej transformaty Fouriera (wiecej w []) - skupimy sie na
intuicji. Analiza ta ma miejsce jedynie dla probleméw okreSlonych na catej prostej R lub dla
periodycznych warunkéw brzegowych. Metoda na nosi nazwe analizy von Neumanna.

Wr6émy do schematu i zat6zmy, ze rozwigzanie numeryczne moze by¢ transformowane

1 [k y
ut = U (&)el*e, 2.157
k V2m J—ﬂ/k (&) ( )

gdzie U™ jest transformatg Fouriera po przestrzeni wzigta w n-tej chwili czasowe;j,
an(E) = —— i whe ke, (2.158)
V21 e )

Powolujac sie na (2.152) i biorac drugie normy (w odpowiednich przestrzeniach) otrzymujemy
[w™ ], < (T + h) [Ju™]],, (2.159)

gdzie skorzystaliSmy z warunku dostatecznego stabilnoéci (zadanie). Zgodnie z nieréwnoscig
Parsevala mamy wtedy

[T, <11+ ahf [T, . (2.160)
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Dzieki temu, ze transformata pochodnej (ré6znicy skoficzonej) jest mnozeniem transformaty przez
pewng funkcje (zadanie) mamy
amt! = g(g)un. (2.161)

Laczac dwa powyzsze wzory otrzymujemy warunek dostateczny stabilnosci
Ig(E)] < [T + ochl, (2.162)

dla pewnej statej « i dostatecznie matych h. Funkcje zespolong g nazywamy symbolem metody
(2.152). Zauwazmy, ze nie musimy liczy¢ zadnych norm ani oblicza¢ odwrotnej transformaty Fo-
uriera. Jest to ogromna korzys¢ ale trzeba pamietaé, ze metoda von Neumanna jedynie implikuje
stabilno$¢ w sensie Laxa-Richtmyera. Jednak dla ogromnej iloéci schematéw jest to wystarczajace.

Przyklad. Wr6¢my do metody ,pod prad” z R < 0. Z liniowosci zawsze wystarczy rozwazaé
jedynie pojedyncza harmonike Fouriera

ult = e, (2.163)
Z definicji symbolu w'"! = g(&)eV** a ze schematu
g(a)eijkci — g(a)u;l—H _ eijk& —R (ei(j+1)k£ 4 eijk&) — (] +R— Reik&) eijkci) (2164)

zatem g(&) = 1+ R —Re'*® = 1+ R — Rcos(k&) — iRsin(k&). Cheemy teraz, zeby |g(&)] < 1 dla
pewnego «. Najtatwiej bedzie obliczy¢ modut z liczby zespolonej

1g(&)]* = (1 +R)? + R* — 2R(1 + R) cos(KE). (2.165)

Obliczajac pochodng powyzszej funkcji zmiennej & widzimy, ze zeruje sie ona dla & = mm/k,
gdziem =0,1,2,.... W tych punktach kwadrat modutu symbolu osigga ekstremum

1g(0)[ =1, lg(m/k)| =11+ 2R]. (2.166)

Zatem wymagamy |1 + 2R| < 1. Od razu widzimy, Ze jest to mozliwe jedynie dla R < 0. W
przeciwnym przypadku metoda jest niestabilna. Rozwigzujgc prosta nieréwnos¢ z wartoscig
bezwzgledng dostajemy warunek konieczny stabilnosci (a z twierdzenia Laxa - zbieznosci) —1 <
R <0.

3 Fale uderzeniowe

3.1 Warunek Rankine’a-Hugoniota

Wréémy teraz do zagadnienia Riemanna i doktadnie zbadajmy strukture charakterystyk,
ktére sg liniami prostymi. Wiemy, Ze ¢ = c(u) oznacza predkos¢ rozchodzenia sie fali, czyli
jest bezposrednio zwigzana z katem nachylenia charakterystyk do osi Ox. W Twierdzeniu
pokazalismy, ze zagadnienie Riemanna ma jednoznacznie okreslone i gtadkie rozwigzanie o ile
tylko predko$¢ c oraz warunek poczatkowy ¢ sa dokladnie tak samo monotoniczne. Zal6zmy,
Ze obie te funkcje sa niemalejace wtedy wigksze wartosci ¢ poruszaja sie z wieksza predkoscia a
charakterystyki zaczynajg by¢ nachylone pod coraz mniejszym katem (Rys. [0). Wykres ¢(x, t) dla
réznych czas6w zaczyna sie ,splaszczac”.

Odwréémy teraz sytuacje i zatézmy, ze c jest niemalejgca a ¢ jest nierosngca. Wtedy wigksze
warto$ci u znajdujg sie z tylu za mniejszymi. Ale poniewaz c(u) roénie to wieksze wartosci
poruszaja si¢ szybciej niz te mniejsze i w pewnym momencie je doganiajg (Rys. [10). Wynikiem

27



Rysunek 9: Ewolucja warunku poczatkowego dla c¢’¢p’ > 0.

u
t

N

Rysunek 10: Ewolucja warunku poczatkowego dla ¢'¢p’ < 0.

jest funkcja tréjwartosciowa. Charakterystyki zas nachylone sa pod coraz to wigkszym katem do
osi Ox i w rezultacie przecinaja si¢. Na pewno co$ jest nie tak - jakg warto$¢ powinniSmy przypisac
funkcji u w punkcie przeciecia prostych?

Przyklad. Rozwazmy nastepujace zagadnienie

x € R. (3.1)

w+uu, =0, t>0, xeR,
0, x>0,

u(x,0) :{ l, x<0;

Na razie nie przejmujmy sie¢ tym, ze warunek poczatkowy nie jest ciagly. W razie czego zawsze
mogliby$my go uciagli¢ i wygladzi¢ ale zaburzylo by to przejrzystoé¢ przyktadu. Charakterystyki

majq postac
t+E x <0
X(t) = { ‘, x>0, (3.2)

czyli przecinaja si¢ od samego poczatku (Rys. [T1)).

Z powyzszej dyskusji wynika, ze w pewnych sytuacjach klasyczne rozwigzanie naszego za-
gadnienia przestaje by¢ okreSlone od pewnego czasu - pochodna przestrzenna staje si¢ nieogra-
niczona. Jest to tak zwana katastrofa gradientowa. Przecinanie sie charakterystyk nie jest jednak
sprzecznoscig poniewaz do tej pory zawsze zakladaliSmy, Ze wszystkie badane funkcje sa gltadkie.
Inaczej nie moglibySmy méwic¢ o klasycznych rozwigzaniach réwnania rézniczkowego. Przypo-
mnijmy sobie, Ze archetyp naszego réwnania - prawo zachowania - byl najpierw wyprowadzony
w postaci catkowej a dopiero z niej otrzymaliSmy posta¢ ré6zniczkowa. Catkowy wzoér zachowania
jest zatem bardziej fundamentalny bo nie wymaga od funkgji, zeby byly rézniczkowalne a
nawet ciggte!

Katastrofa gradientowa powstaje wtedy, kiedy funkcja u przestaje by¢ cigglta. Zatézmy, ze

ta niecigglod¢ porusza si¢ na krzywej x = s(t). To znaczy, dla lir(n) u(x,t) # lir(n)+ u(x,t) i
x—s(t)™ x—s(t

ustalonego t > 0. Po kazdej ze stron s(t) funkcja u ma ciggle pochodne. Zobaczymy co musi sie
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Rysunek 11: Charakterystyki dla c’¢’ < 0.
dzia¢ z u przy przejéciu przez krzywa s. Prawo zachowania (2.4) ma zatem postac

b
%J u(x, t)dx = q(a,t) — q(b, t). (3.3)
Tutaj o strumieniu myslimy jako o funkcji zmiennych x i t by¢ moze poprzez zaleznos¢ od u, to
znaczy q(x,t) = q(x,t,u(x,t)). WeZmy teraz a i b takie, ze a < s(t) < b, wtedy

d (JSM (x,t)d Jb (x,t)d ) (a,) — q(b, 1) (3.4)
— u(x,t)dx + |  u(x,t)dx | =q(a,t) — q(b,t), :
dt a s(t) “ q

Poniewaz u jest gtadka po lewej oraz po prawej stronie s(t) to mozemy obliczy¢ pochodna [

s(t) b
| wovar | wind @s©) 0w, 0) = a0 a0, 65)

gdzie oznaczylisSmy u(s(t))* = lir(n)i u(x,t). Poniewaz u, jest z zalozenia ciggla to mozemy
x—s(t

przej$¢ do granicy z a,b — s(t)T i otrzymac predkosé rozchodzenia si¢ niecigglosci

ds [q]

a = m» (36)
gdzie wprowadziliSmy oznaczenie oznaczajace skok
[f] ;= lim f(x,t)— Lm f(x,t), (3.7)

x—s(t)* x—s(t)~

dla dowolnej funkcji f = f(x, t). Réwnanie okreslajace predkos¢ trajektorii, po ktérej porusza sie
niecigglos¢ (3.6) nazywane jest warunkiem Rankine’a-Hugoniota.

Definicja 11. Rozprzestrzenianie si¢ nieciggtosci po krzywej x = s(t) spetniajgcej warunek Rankine’a-
Hugoniota nazywamy fala uderzeniowa.

b(t)

S tdx =[O0 fulx, tdx + f(b(t), )b’ (t) —

8Pamigtajmy o regule Leibniza liczenia pochodnych -
f(a(t),t)a’(t).
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Mamy zatem sposéb poradzenia sobie z przecinaniem sie charakterystyk. Tam, gdzie rozwigzanie

jest ciagte charakterystyki majg doktadnie taki sam ksztalt jak powinny a nieciggtosé, z kolei,
porusza si¢ po trajektorii danej wzorem (3.6). Wprowadzenie fali uderzeniowej zapewnia jedno-
znacznoS¢ rozwigzania.

Przyklad. Wr6émy do poprzedniego przyktadu i obliczmy strumient

1
q(w) = su?, (3.8)
2
poniewaz qx = q’'(u)u, = uuy. Teraz warunek Rankine’a-Hugoniota daje nam predkoséc¢ fali
uderzeniowej
ds_[q) _3"—30" 1
adt [ 1-0 2
co wynika z nieciggltosci warunku poczatkowego. Od razu mozemy scatkowac powyzsze réwna-
nie otrzymujac trajektorie fali uderzeniowej

(3.9)

s(t) = =t (3.10)

gdzie stata catkowania zostata wybrana tak, Zzeby fala zgadzata si¢ z warunkiem poczatkowym.
Wykres czasoprzestrzenny jest przedstawiony na Rys. |12l Widzimy, ze predkos¢ fali uderzeniowej
znajduje sie pomiedzy predkosciami pozostatych charakterystyk. Rozwigzanie mozemy zapisaé
wzorem

1, x< It
0, X > zt,

/

—No

u(x,t) = { (3.11)

Rysunek 12: Fala uderzeniowa.

3.2 Fale rozrzedzeniowe

To nie koniec probleméw z réwnaniami quasi-liniowymi.
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Przyklad. Raz jeszcze wré6¢my do poprzedniego przykladu, ale tym razem odwréémy wyglad
warunku poczatkowego (Rys.

(3.12)

w+uu, =0, t>0, xeR,
x € R.

0, x<0;
u(x,O)z{] x>0

Widzimy, Ze tym razem charakterystyki sie nie przecinajg ale na diagramie czasoprzestrzennym
istnieje obszar, do ktérego nie dochodzi zadna z nich (tzw. , pustka” z ang. void).

—
\
\

Rysunek 13: ,Rozjezdzanie” si¢ warunku poczatkowego.

Jesli sie przyjrzymy dokltadnej powyzszemu przyktadowi to znajdziemy powdd istnienia ob-
szaru, do ktérego nie dochodza zadne charakterystyki - warunek poczatkowy jest nieciggty oraz
ma taka samg monotoniczno$¢ co predkosé propagacji. Okazuje sie, ze w dosy¢ tatwy sposéb
mozemy znaleZ¢ rozwigzanie okreSlone na brakujgcym podzbiorze dziedziny. Jesli spojrzymy
na Rys. fig:FanPhi to zauwazy¢ mozemy, Zze wartosci funkcji si¢ rozjezdzajg i pomiedzy nimi
powstaje obszar, w ktérym nie jest zadana zadna warto$¢. Pierwszym i najlepszym pomystem jest
po prostu ciggle potaczenie wartosci u dla wszystkich czaséw t > 0 i przejscie do granicy t — 0.
Okazuje sie, ze istnieje na to doktadnie jeden sposéb.

Zalézmy, ze c’'(u) > 0 a warunek poczatkowy zagadnienia Riemanna ma nieciggtosé¢ w
punkcie x = & to znaczy, ¢(&) = w1 # w, = $(&"). Wtedy z metody charakterystyk mamy
x = c(d(&))t + & oraz u(x,t) = P(&), gdzie c(wy) < c(d(&)) < c(uz) (plus modyfikacja w
przypadku, gdy ¢ jest jednostronnie ciggte). Oznacza to, ze z punktu & wychodzi nieskoriczenie
wiele charakterystyk, ktére w sposéb ciagly tacza sie z pozostatymi. Dokladniej,

clvleo) =S 5 umy = (

x— &
t

) L elw) < 522 <), (3.13)

gdzie funkcja odwrotna do c istnieje z monotonicznosci. Charakterystyki tworza tak zwany wa-
chlarz (z ang. fan) a cate zjawisko nazywa sie fala rozrzedzeniowg.

Przyklad. W naszym przypadku c(u) = ¢ '(u) = u oraz & = 0, wiec rozwigzanie opisane jest
rOwnaniem

0, x<0;
u(x,t) =< & 0<x<t (3.14)
1, x>t

Przyklad. W ogdélnosci spotkac¢ si¢ mozemy jednoczesnie z falg uderzeniowsq i rozrzedzeniows.
[lustruje to ponizszy przyklad.

w+uwu, =0, t>0, x€R,

—1, x<—%;
u(x,O){ 0, —<x<3 x€eR. (3.15)
1
2
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Charakterystyki opisane sg rownaniami

_{’H—E,, x<—%orazx2%; (3.16)

= 1 1
((.,, -3 <x < 7.
Fala uderzeniowa ma predkosc¢

ds [q [ul 0—-3 1 1
& T W o=ty 2 sMs

, (3.17)

N —

skad znajdujemy s(t) = 3t — 3, poniewaz nieciagtos¢ powodujgca przecinanie charakterystyk
znajduje sie w & = —1. Obszar J < x < 1 + t jest natomiast pustka, dlatego wpiszemy tam

wachlarz, na ktérym rozwigzanie ma postaé

x—1 1 1
2 < —+t. 1
a Z_x<2+t (3.18)

u(x,t) =

Zauwazmy, ze w punkcie x = 1 i czasie t = 3 fala uderzeniowa wchodzi na obszar fali rozrzedze-

niowej. Dlatego tez otrzymujemy nowe réwnanie na postac trajektorii uderzeniowej

& _ 5701 T . (3.19)

Niestety tego réwnania nie rozwigzemy w sposob jawny. Ostateczny wykres czasoprzestrzenny
znajduje sie na Rys. gdzie zaznaczone jest rozwigzanie.

3.3 Powstawanie fali uderzeniowej

Do tej pory méwiliémy gtéwnie o nieciggtych warunkach poczatkowych jako granicznym przy-

padku gtadkiego ich przyblizenia. Teraz zajmiemy sie zagadnieniem powstawania fali uderzenio-

wej z gtadkiego warunku poczatkowego. Twierdzenie (1| sugeruje nam jakie warunki muszg by¢

spetnione dla powstania fali. Aby zrozumie¢ zagadnienie jeszcze lepiej postgpimy inng drogga.
Rozwazmy zagadnienie

{ut—i-c(u)u,xzo, t>0, xeR, (3.20)

u(x,0) = ¢(x)

oraz dla ustalenia uwagi wezmy c(u) > 0 oraz c’(u) > 0. PokazaliSmy wcze$niej, ze jesli ¢ jest
rosnaca to istnieje jednoznacznie okreslone rozwigzanie powyzszego problemu dla wszystkich
czasOw. Zal6zmy teraz, ze ¢ jest malejgca. Niech zatem ¢(x) > 0 oraz ¢’(x) < 0. Charakterystyki
sg liniami prostymi o nachyleniu réwnym c($(£)), gdzie & jest punktem startowym danej prostej
(2.62). Jesli teraz &; < &, to d(&;) > d(x2) co pocigga c(d(&:1)) > c(d(x2)), czyli charakterystyka z
lewej jest szybsza niz ta z prawem. W rezultacie, obie sie przetng (zob. Rys. ). ZnajdZmy czas, w
ktérym to nastapi.

Obliczmy, w ktérym momencie nastgpi katastrofa gradientowa, czyli u, stanie si¢ nieogra-
niczona. WeZmy, na razie dowolng, charakterystyke X = X(t) i zdefiniujmy P(t) = u,(X(t),1).
Obliczajac pochodng mamy

dpP dX

at :uxxa + Ut = (P (E)) U + Uxt, (3.21)
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v(x-0.5)/t

05 lo 0.5

Rysunek 14: Wykres czasoprzestrzenny dla przykiadu z falg uderzeniowg oraz rozrzedzeniows.

poniewaz u jest state na charakterystykach. Aby pozby¢ sie pochodnych drugiego rzedy zr6znicz-
kujmy réwnanie po zmiennej x

Uyt + c’(u)ui + C(u)u'xx - O) (322)
zatem P
5 = clbE)P. (3:23)

Jest to rownanie méwigce o ewolucji pochodnej przestrzennej. Warunkiem poczatkowym jest
P(0) = u,(X(0),0) = ¢'(&) a jego rozwigzanie

9
T+ ¢/ (E)c (GENT

Widzimy, Ze rzeczywiscie pochodna wybucha poniewaz ¢’ic’ sg przeciwnych znakéw. Aby zna-
lez¢ charakterystyke, dla ktérej nastepuje pierwsze przeciecie zauwazmy, ze t bedzie najmniejsze
jesli [p'(&)c’(p(&))] bedzie najwieksze jako funkgja &. Niech &, bedzie taki, zeby [d'(&)c’(P(E))]
przyjmowalo maksimum. Zdefiniujmy zatem czas utworzenia sie fali

w(X(t),t) = P(t) (3.24)

B 1
F/(&)’

Jesli oczywiscie funkcja ¢ nie jest SciSle monotoniczna to utworzenie sie fali uderzeniowej nastgpi
w punkcie, w ktérym F'(§) < 0 oraz [F/(£)| ma maksimum.

ty, =

F(&) := c(d(&)). (3.25)
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Przyklad. Niech teraz c(u) = woraz ¢(x) = (1 +x?)"". Wtedy F(&) = (1 + &?)~!

, 2¢ " 682 —2
F P , F = —_—. 3.26
Druga pochodna si¢ zeruje dla & = i\1_f3 a pochodna jest ujemna i osigga ekstremum dla &, = \/lg
Czas wybuchu fali uderzeniowej wynosi zatem
1 8v/3
ty =— = —— ~ 0.65. 3.27
" TP 9 527

3.4 Rozwiazania slabe

Nasze rozwazania na temat fal uderzeniowych czesto opieraly sie na niecigglych warunkach
poczatkowych. TtumaczyliSmy sie tym, Ze aby znalez¢ warunek Rankine’a-Hugoniota nalezy po-
wrdécic¢ do prawa zachowania zapisanego w postaci catkowej, ktére dopuszcza nieciggle rozwigzania.
W tej czeSci formalnie uzasadnimy wszystkie poczynione kroki i jednoczeénie wprowadzimy jedno
z fundamentalnych poje¢ wspoétczesnej teorii rownan rézniczkowych czastkowych - rozwigzanie
stabe.

Rozwazmy zagadnienie

{ut+q(u)X:O, t>0, xeR, (3.28)

LL(X,O) = ¢(X)> x € R,
oraz zdefiniujmy $cisle co rozumiemy przez jego klasyczne rozwigzanie.

Definicja 12. Rozwigzaniem klasycznym zagadnienia nazywamy funkcje u = u(x, t) posiadajgcg
ciggle pierwsze pochodne ze wzgledu na kazdg ze zmiennych spetniajgcg dane réwnanie réZniczkowe oraz
warunek poczgtkowy.

Kazde réwnanie rézniczkowe czastkowe moze by¢ zapisane w postaci catkowej a jak wiemy
catki s duzo mniej wymagajace od funkcji niz pochodne. Nie mozemy jednak po prostu scatko-
wac réwnania poniewaz ta operacja powoduje utrate informacji (catka z funkdji to liczba).
Musimy postapic¢ inaczej aby w pewien sposéb zachowa¢ petng informacje o rozwigzaniu réwna-
nia. Wybierzmy zatem tak zwang funkcje prébng f, ktérej klase zdefiniujemy pézniej. Przemnézmy
obustronnie réwnanie przez f i scatkujmy

T (b
J J (fuy + fq(u)y) dxdt =0, (3.29)
0 Ja

gdzie T jest pewnym czasem, z kolei [a, b] jest dowolnym odcinkiem. Wykorzystajmy teraz cal-
kowanie przez czesci aby przenie$¢ pochodne z rozwigzania réwnania rézniczkowego na funkcje
probnga. Tym samym musimy zatozy¢, ze f posiada pochodng (niech bedzie réwniez ciggta). Catka
po przestrzeni ma postac

b

r fq(u)dx = [fq(uw)]® — J foq(u)dx, (3.30)

a a
natomiast catka po czasie wynosi

T T
J fu dt = [ful) — J fudt. (3.31)
0 0

Wyrazy graniczne bedgce wynikiem catkowania przez czeSci s3 nam niepotrzebne i jedynym
sposobem aby pozby¢ sie ich wszystkich jest zazadanie od f aby znikata na odpowiednich bokach
prostokata [a, b] x [0, T].
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Definicja 13. Funkcja f nalezy do klasy C! (R x R, czyli jest funkcja gtadkq o zwartym nos$niku jezeli
znika poza pewnym domknietym i ograniczonym podzbiorem dziedziny (poza swoim no$nikiem).

Powyzsza definicja okresla bardzo naturalng klase funkcji prébnych (patrz Rys. ). Jedli teraz
[a, b] x [0, T] sa wybrane tak, aby noénik funkgji f zawarty byt tym prostokacie to wyrazy graniczne
w catkowaniu przez czesci zostajg i ostatecznie otrzymujemy

o0

Joo Joo (fru+ frg(uw)) dxdt + J fodx =0, (3.32)

0 —00 —00

gdzie obszary catkowania rozszerzyliSmy do nieskoriczono$ci poniewaz f znika poza ograniczo-
nym zbiorem. PokazaliSémy, Ze jesli u jest klasycznym rozwigzaniem zagadnienia to spetnia
réwniez réwnanie catkowe (3.32), gdzie f jest dowolng funkcjg klasy C!. Zauwazmy, ze ten ostatni
wz6r ma jedng bardzo wazng zalete - nie zawiera pochodnych funkcji u. Wymagamy jedynie oby
powyzsze calki istnialy. Przez to, Ze f ma zwarty nosnik nie jest to wielkie wymaganie i wystar-
czy na przykltad aby u byfa ograniczona i kawatkami gtadka. Okazuje sig, ze cala informacja o
rozwigzaniu zagadnienia jest rowniez zawarta w (3.32).

Definicja 14. Ograniczona i kawatkami gltadka funkcja u = u(x,t) jest stabym rozwigzaniem zagad-
nienia z ograniczonym i kawatkami gladkim warunkiem poczgtkowym & jezeli dla kazdej funkcji
f € CI(R x R,) zachodzi (3.32).

W innych rozwazaniach powyzsza definicje mozna powaznie ostabi¢ ale dla naszych potrzeb
jest ona dostatecznie ogélna. ZobaczyliSémy, ze zawiera ona klasyczne rozwigzania i spodziewac
sie mozemy, Ze obejmuje réwniez te bedgce falami uderzeniowymi. Pokazemy teraz, Ze warunek
Rankine’a-Hugoniota moze by¢ wyprowadzony z naszej nowej definicji.

Podobnie jak wczesniej niech s = s(t) oznacza krzywg, na ktorej funkcja u ma nieciggtosc.
Wybierzmy teraz kule B zawartg w catosci w t > 0 i otaczajacg s w dowolnym punkcie. Niech
B, oraz B, oznaczajq te czesci kuli, ktére lezag odpowiednio po lewej i po prawej stronie krzywej s
(Rys. ). Wybierzmy f € C!(B) i skorzystajmy z

o0

0= H (fouw + frgq(u)) dxdt = L ” (fru+ fyq(u)) dxdt + H (fru+ fyg(u)) dxdt. (3.33)

B B B>

Poniewaz na kazdym zbiorze B, funkcja u jest gtadka to mozemy napisa¢ fiu = (fu), — tuy i
podobnie f,q(u) = (fq(u))y — fq(u)x co daje nam

fou 4 frq(u) = (fu)y + (fg(u))x — f (we + glu)y) = (fu)e + (fg(u))x. (3.34)
Poniewaz u spelnia réwnanie rézniczkowe na kazdym z rozpatrywanych zbioréw. Skorzystajmy

teraz ze wzoru Greena dla catek podwojnychf]aby otrzymac

0= % —fudx + fq(u)dt + jg —fudx + fq(u)dt. (3.35)

0B, 0Bz

Poniewaz funkcja f ma zwarty no$nik zawarty w B to jej warto$¢ wynosi 0 na brzegu tego obszaru.
Powyzsze calki redukujg si¢ zatem do catki po s. Oznaczmy zatem lewo- i prawostronng granice
una s przez uy, czyli up(t) := u(s(t)*, t). Otrzymujemy

0= J—fudx+ fq(u)dt—J—fu+dx+fq(u+)dt, (3.36)

N S

([ (Qx — Py)dxdy = § Pdx+ Qdy.
D 3B
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gdzie znak minus przed drugg calka wynika z tego, Ze zorientowana jest ona odwrotnie do
pierwszej (Rys. ). Laczac catki docieramy do

0= Jf ([uldx — [q(w)]dt) . (3.37)

S

Aby zamienié catke krzywoliniowg na catke Riemanna wprowadZmy parametryzacje krzywej,
czyli s = s(t) wtedy dx = s’(t)dt, zatem

t

0= Jf ([ws(4) — [q(w)]) dt, (3.38)

to
gdzie to; s3g odpowiednimi granicami zmienno$ci parametru. Poniewaz f jest dowolna to
[uls’(t) — [q(w)] =0, (3.39)

co jest dokfadnie warunkiem Rankine’a-Hugoniota. Wida¢ zatem, ze stabe rozwigzanie réwnania
quasi-liniowego automatycznie bierze pod uwage fale uderzeniowa.

O ile proces przejScia z rownania catkowego do rézniczkowego jest jednoznaczny o ile zato-
zymy istnienie odpowiednich pochodnych. To proces odwrotny, czyli rozpatrywanie rozwigzania
stabego, moze by¢ przeprowadzony na wiele sposobéw.

Przyklad. Jasne jest, ze kazde gladkie rozwigzanie réwnania u; + uu, = 0 spetnia

2
u + (%) =0, (3.40)
co wskazuje, ze strumiefi wynosi q(u) = u?/2. Ale jesli przemnozymy gléwne réwnanie przez u
to dostaniemy

u? u’
0 =u (u + uuy) = uu +uu, = (7) + (;) . (3.41)
t x

Jedli teraz rozwigzanie posiada fale uderzeniowa to jak wiemy, warunek dla pierwszego réwnania
wynosi s'(t) = [u?/2]/[u] a dla drugiego s'(t) = u?/3]/[u?/2] (jak mozna pokazac). Sa one rézne
i z samej tylko wiedzy o réwnaniu rézniczkowym nie jesteémy nigdy w stanie wskazaé popraw-
nego warunku skokowego. Sytuacja jest niestety jeszcze gorsza niz si¢ wydaje (zadanie).

Jak wida¢ samo réwnanie rézniczkowe opisujace prawo zachowania nie jest w stanie zapewnié
nam jednoznacznej informacji o predkosci fali uderzeniowej. Na szcze$cie, w zastosowaniach
bardzo czesto zjawisko fizyczne jest nam dobrze znane i tym samym posiadamy wiedze o stru-
mieniu. Zatem fizyka jest w stanie usungé¢ problem niejednoznacznosci. Jednak dla posiadania
kompletnej matematycznej teorii rownan quasi-liniowych nie mozemy zaklada¢é, ze ktos$ z gory
poda nam postaé strumienia. Potrzebujemy zatem warunku, ktéry sposréd wszystkich stabych
rozwigzan danego problemu jest w stanie wybra¢ nam to jedno wiaéciwe. Réwniez i tutaj fizyka
przychodzi nam z pomocg a dokladniej termodynamika. Druga zasada termodynamiki méwi,
ze entropid’| danego ukladu izolowanego nie moze male¢. W naszych okoliczno$ciach ttumaczy
sie to bezposrednio na predkos¢ propagacji fali uderzeniowej. Nie bedziemy tutaj wchodzi¢ w
szczegOly ale okazuje sie, ze przy pewnych zalozeniach na q réwnanie quasi-liniowe posiada
dokladnie jedno stabe rozwigzanie dla

q'(u) <s" < q'(uy). (3.42)

Jest to tak zwany warunek entropii.

OEntropia w potocznym znaczeniu jest miarg nieuporzagdkowania danego uktadu.
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4 Uklady ré6wnan pierwszego rzedu

Matematyczny opis bardzo wielu zjawisk z konieczno$ci musi opieraé sie na rozwazeniu kilku
wielkosci, ktére sg istotne dla danej sytuacji. Czesto tez te wielkoSci s3 wspoéizalezne co bardzo
komplikuje model ktéry staje sie wtedy ukladem powigzanych réwnan rézniczkowych. W tej
czedci wykorzystamy nasza wiedze, ktérg nabyliSmy aby postara¢ sie zbadaé¢ uktad dwéch lub
wiecej réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Zaczniemy od dwéch bardzo
waznych przyktadéw: réwnan plytkiej wody oraz réwnan dynamiki gazu.

Przyklad (Réwnania plytkiej wody). Jednym z podstawowych réwnarn geofizycznej mechaniki
plynéw jest réwnanie opisujace dynamike oceanu lub atmosfery, w ktérym zakltadamy ze skale
poziome ruchu sa duzo wieksze niz skala pionowa. Jest to oczywiscie prawda dla oceanu, gdzie
Srednia glebokos¢ jest rzedu 6 — 7km oraz dla atmosfery, gdzie wiekszos¢ istotnych dla pogody
ruchéw przebiega w troposferze czyli w pierwszych 10km nad powierzchnig ziemi. Jak tatwo
zobaczy¢ z jakiejkolwiek mapy pogody, cyrkulacje wody i powietrza majg czesto zasieg tysiecy
kilometréw. Te uklady sa zatem plytkie. Wyprowadzimy uklad dwéch réwnan, ktére opisujg
wlasnie taka sytuacje. Zauwazmy, ze nie ma znaczenia czy méwimy o oceanie, atmosferze czy
jakimkolwiek innym naczyniu, ktérego wymiar pionowy jest duzo mniejszy niz poziomy.

Najpopularniejsze wyprowadzenie réwnan plytkiej wody polega na zastosowaniu rachunku
zaburzer do réwnan Eulera opisujgcej zachowanie masy i pedu dla ptynu. My postagpimy inaczej
i znajdziemy te réwnania w spos6b elementarny. Przede wszystkim, dla uproszczenia i bez straty
zbytniej ogoélnosci zatézmy, ze wiekszos¢ przeplywu ma miejsce w przekroju x —y, gdzie x jest
wymiarem poziomym a Yy pionowym. Zakladamy, ze w kierunku z nic sie¢ nie dzieje (mozna
bardzo tatwo zrezygnowac z tego zalozenia i otrzymac jedno réwnanie wiecej). WyobraZzmy sobie
akwen wodny z ptaskim dnem jak na Rys. (réwniez tutaj zalozenie o zmiennym profilu dna nie
przysporzytoby wigekszych probleméw). Niech H oraz L oznaczaja typowe skale przestrzenne
przeplywu: pionowa i poziomg. Przeptyw jest plytki jezeli H <« L. Wysoko$¢ swobodnej po-
wierzchni wody oznaczmy przez h = h(x,t) a poziomg skladowga predkosci przeptywu przez
u = u(x,t). Skladowa pionowa, z kolei, jest zaniedbywalnie mata z naszego zalozenia o ptytkosci
akwenu. Ponadto, ci$nienie nad poziomem wody jest stale i rtéwne ci$nieniu atmosferycznemu.
Przez odpowiedni dobér jednostek mozemy zawsze zatozy¢, ze py = 0 na powierzchniy = h(x, t).

Poniewaz przyspieszenie pionowe jest zaniedbywalne, to ci$nienie na danej gtebokosci oceanu
jest w przyblizeniu hydrostatyczne (w bardzo dobrym przyblizeniu). Oznacza to, Ze ci$nienie
na ustalonym poziomie jest ciezarem kolumny cieczy znajdujacej sie nad ta glebokoscia. Jak
pamietamy oznacza to, ze

P, Y, t) =po+pg(h(x,t) —y). (4.1)

Ponadto spetnione jest oczywiscie prawo zachowania masy ptynu. Rozumujgc doktadnie tak samo
jak w przypadku wyprowadzenia ogélnej postaci zasady zachowania musimy znaleZ¢ strumien.
W naszym przypadku strumiefi jest niczym innym jak strumieniem konwekcyjnym to znaczy ilos¢
wody, ktéry przekracza jednostkowy przekréj w jednostce czasu jest doktadnie iloScig unoszong
przez przeptyw. Rozwazmy prostopadtoscian o wymiarach Ax, h oraz Az masa takiego obszaru
jest zachowana dlatego dla x € [a, b] mamy

% Jb ph(x,t)Azdx = pu(a,t)h(a,t)Az — pu(b, t)h(b, t)Az. 4.2)

Skracajac przez p, Az oraz stosujac standardowg technike otrzymania réwnania rézniczkowego
dostajemy
hi + (uh), =0. (4.3)

Kolejnym krokiem jest zapisanie prawa zachowania pedu w postaci réwnania rézniczkowego.
Podobnie jak poprzednio, tutaj strumieniem bedzie po prostu ped wymnozony przez predkosc.
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Jednak zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona do catkowitej zmiany pedu wchodzi réwniez
wktad pochodzacy od sit dziatajgcych na uktad. W przypadku ptytkiej i nielepkiej wody jedyna
sifg, ktéra generujacg zmiane pedu jest ta pochodzaca od ci$nienia hydrostatycznego. Zapiszmy

zatem po kolei
b

Calowity ped :J ph(x, t)u(x,t)Azdx. (4.4)
nastepnie
Strumien pedu = ph(a,t)u(a,t)u(a,t)Az — ph(b,t)u(b,t)u(b,t)Az (4.5)
oraz
h(x,t) 1
Catkowita sifa pochodzaca od ci$nienia w x = J r(x,y,t)Azdy = h(x, t)po + ngh(x, t)?Az.
0
(4.6)

Ta ostatnia catka jest potrzebna poniewaz sita hydrostatyczna zmienia si¢ wraz z wysoko$cig i pod
uwage musimy wzigé wkiad od catej gtebokosci. Wypadkowa sita hydrostatyczna jest oczywiscie
réznica powyzszego wyrazenia wzietego w punktach x = a oraz x = b. Laczac wszystkie wklady
do zmiany pedu otrzymujemy

% Jb h(x,t)u(x,t)dx = h(a,t)u(a,t)* —h(b, t)u(b,t)* + %gh(a,t)z _ %gh(b, b2, “47)

a

gdzie skrociliSmy przez p oraz Az. Poniewaz a i b s3 dowolne wiec mozemy przejs¢ do granicy
otrzymujac

(hw), + (huz + %ghz) =0. (4.8)

X

Réwnania oraz stanowig uktad dwoch nieliniowych réwnar rézniczkowych czastkowych
opisujacych wysokos$¢ swobodnego brzegu wody h oraz predko$é przeptywu u. Réwnania plyt-
kiej wody zapisywane sg zwykle w innej postaci, ktéra nie wskazuje na wielkoSci zachowane.
Rozwinmy najpierw aby dosta¢

h; + uh, + u,h =0. 4.9)
Podobnie réwnanie mozna rozpisac
heu + uh + heu? 4+ 2huu, 4 ghh, = 0. (4.10)
Wymnazajgc pierwsze z nich przez u dostajemy
hu + hau? + huu, =0, (4.11)
co wraz z drugim réwnaniem redukuje si¢ do
u; + uu, + gh, = 0. (4.12)

Zauwazmy, ze je$li h, byloby znane to powyzsze réwnanie jest dokladnie takiej samej formy jak
wczeéniej rozwazane przez nas réwnania quasi-liniowe. Swobodna powierzchnia nie jest jednak
nam znana a-priori bo jej ksztatt zalezy od predkosci przeptywu. Musimy zatem rozwigza¢ dwa
rownania na raz.

Przyklad (Réwnania dynamiki gazéw). Znajdziemy teraz réwnania, ktére wymagane sa do opisu

przeplywu écisliwego gazu na przykiad w ttoku, w aerodynamice, akustyce a takze przy wybuchu
bomby atomowej. Réwnania, do ktérych niebawem dojdziemy stanowig jeden z najwazniejszych
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przyktadéw ukladéw réwnan quasi-liniowych. Sa one waznie nie tylko z powodéw praktycznych
czy matematycznych ale przede wszystkim historycznych. To wlaénie one staly sie motywacjg do
bardzo wnikliwych badan nad strukturg nielinowych réwnan czgstkowych. Pojecie fali uderze-
niowej ma swoje korzenie wiasnie w tym temacie. Nasze wyprowadzenie bedzie z koniecznosci
elementarne i czasem intuicyjne.

Dla uproszczenia bedziemy zakladaé, ze przeptyw nastepuje wzdluz osiowo-symetrycznej
rury o przekroju A. Czyli ruch odbywa si¢ gtéwnie w jednym wymiarze. Przez u = u(x,t)
oznaczmy predkosé przeptywu, p = p(x,t) jest gestoscig a p = p(x,t) ci$nieniem gazu w punkcie
(x,t). Podobnie jak poprzednio mozemy od razu zapisa¢ zachowanie masy gazu

b
%J pAdx = p(a,t)u(a,t)A — p(b, t)u(b, t)A, (4.13)

co od razu daje nam
Pt + (pu), = 0. (4.14)

W mechanice pltynéw powyzsze réwnanie zachowania masy nazywane jest czesto rownaniem
cigglosci. Réwniez podobnie jak w przypadku plytkiej wody mozemy zapisaé réwnanie zachowa-
nia pedu - jedyng silg dziatajacg na przekrdj rury jest sita pochodzaca od cisnienia

% r puAdx = p(a,t)u(a, t)ZA — p(b, t)u(b, t)ZA +p(a,t)A —p(b,t)A. (4.15)

Stad, przy zatozeniu rézniczkowalnosci, otrzymujemy
(pu), + (pu + p), =0. (4.16)

Wykorzystujgc zachowanie masy mozemy przeksztalci¢c powyzsze réwnanie do tak zwanego
réwnania Eulera
p(u +uuw,) +px =0. (4.17)

Zauwazmy, ze otrzymaliémy dwa réwnania oraz na trzy niewiadome p, p oraz u.
Problem nie jest zatem dobrze postawiony i musimy szukaé trzeciego réwnania. Zadanie to
wykonane jest przez tak zwane réwnanie stanu (w naszym przypadku jest to rownanie konsty-
tutywne), ktére wigze ze sobg ciénienie, gestos¢ oraz inne zmienne termodynamiczne. Jest ono
zalezne od typu gazu, z ktérym mamy do czynienia. My zalozymy, Ze gaz jest doskonaly ponie-
waz to przyblizenie okazuje sie¢ bardzo doktadne dla ogromnego zbioru réznych rzeczywistych
gazéw w normalnych warunkach

p =RpT. (4.18)

ZapewniliSmy zatem zalezno$¢ miedzy ci$nieniem a gesto$cig jednak wprowadziliSmy dodatkowa
zmienng - temperature. Musimy skorzysta¢ z kolejnej zasady méwiacej jak temperatura zmie-
nia sie w czasie i przestrzeni. Jest to oczywiscie zasada zachowania energii: kinetycznej oraz
wewnetrznej (ciepta) méwiaca, ze zmiana energii wewnatrz dowolnego odcinka [a, b] jest réwna
strumieniowi energii oraz pracy wykonanej przez sily pochodzace od cisnienia. Gestos$¢ energii
kinetycznej to Jpu? a gestos¢ energii wewnetrznej na jednostke masy oznaczmy przez e = e(x, t).
Zatem

a [ /1,
d_ P zu +e Adx =
tla (4.19)

—%Q(X, t)u(x, t)3A|2 - p(x, t)e(x, t)u(x, t)A|2 - P(X> t)u(x, t)A|b

a)
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gdzie po prawej stronie znajduja si¢ strumienie energii kinetycznej, wewnetrznej oraz praca sit
ci$nienia wykonana na odcinku. Przechodzac do réwnania rézniczkowego dostajemy

[p Guz + e)} + [pu (%uz + e) +pu} = 0. (4.20)

Dla gazu doskonalego mamy réwniez réwnanie stanu opisujgce zwigzek energii wewnetrznej z
temperaturg
e=cyl, (4.21)
gdzie c, jest cieplem wiladciwym obliczonym przy stalej objetosci. Ostatecznie, z fatwoscig mozna
pokazag, ze
pcy (Ty +uT,) + pu, =0. (4.22)
Réwnania (4.14), (4.17), (4.18) oraz (4.22) stanowig zamkniety uklad nieliniowych réwnar réznicz-
kowych czgstkowych stanowigcych matematyczny opis dynamiki przeptywu $cisliwego i nielep-
kiego gazu.

Przyklad. (Akustyka) Zat6zmy, ze gazjest barotropowy czylijego ciSnienie zalezy tylko od gestosci,
czyli p = f(p). Pol6zmy c? := f'(p), czyli ¢ jest predkoscig dzwieku w plynie. Zatézmy, ze gaz jest
w réwnowadze statycznej czyli punkcie, w ktérym u = 0, p = pp oraz p = p,. Niech ¢§ := f'(po)
oraz rozpatrzmy jak zachowuja sie mate odchylenia U oraz R od tego stanu réwnowagi

u=0+U, p=po+R (4.23)
Dla nas ,,mate” oznacza, ze

R
Ul <« 1, ‘p— < 1. (4.24)
0

O pochodnych U oraz R zaktadamy to samo. Kiedy podstawimy powyzsze rozwiniecie do réwnan
(4.14) oraz (4.17) i zignorujemy wszystkie wyrazy rzedu kwadratowego i wyzsze to dostaniemy

p()ut + CéRX — 0,

Jedli teraz zrézniczkujemy kazde réwnanie przez x (lub t) a péZniej podstawimy je to otrzymamy
réwnania rzedu drugiego

R = CéRxX) utt = Céuxx- (426)
Jest to tak zwane réwnanie falowe, ktérym zajmiemy sie nizej. Zauwazmy, ze akustyka jest rzagdzona

przez réwnanie liniowe drugiego rzedu. Jest ono duzo tatwiejsze do analizy niz peten uktad
réwnan dynamiki gazu.

4.1 Charakterystyki

Podobnie jak dla pojedynczych réwnan pierwszego rzedu, réwniez dla uktadéw istnieje pojecie
szczegblnych kierunkéw, w ktérych informacja jest propagowana. Tutaj, jednak sytuacja jest
bardziej skomplikowana. Z koniecznosci skupimy sie jedynie na przykladzie réwnan plytkiej
wody i nie bedziemy sie zaglebia¢ w og6lng klasyfikacje uktadow.
Rozwazmy
h +uh, +hu, =0, u +uu,+ gh,=0. (4.27)

Szukamy teraz szczeg6lnych kierunkéw w czasoprzestrzeni, ktére pojawiajq sie w obu réwnaniach
jednoczesnie. To znaczy, wzorem réwnan pierwszego rzedu chcemy jednoczesnie sprowadzi¢ nasze
wyrazenia do pochodnej catkowitej. WezZmy kombinacje liniowg powyzszych réwnan

o [he +uhy + hwd + B [w + uw, + ghyd =0, (4.28)
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oraz wyciggnijmy pochodne przestrzenne przed nawias

x [ut + <u+ gg) hx] + B3 [ut + <u+ %h) ux] =0. (4.29)
Widzimy zatem, ze pochodne zupetne z u i z h bedg w tym samym kierunku jezeli
B o
—g= 4.
o9 B h, (4.30)
to znaczy
o4 (4.31)
B g

wystarczy zatem wzig¢ f = 1 oraz o = i\/g . Dla wyboru dodatniego znaku dostajemy

h
hy + (u+ y/gh)h, + \/; [ut + (u++/ gh)w] =0, (4.32)
a dla ujemnego

he + (u—+/gh)h, — \/g [ut +(u— ¢g_h)ux] = 0. (4.33)

PrzeksztalciliSmy zatem nasz wyjSciowy uklad réwnan w réwnowazny jemu ale posiadajacy
doktadnie wyszczegdlnione kierunki u + /gh. Jesli zatem

X
% = U+ +/gH, (4.34)

to powyzsze réwnania ptytkiej wody sprowadzaja si¢ do réwnan zwyczajnych

dH h du

— + /= =0 4.35

dt g dt ’ (435)
gdzie U = u(X(t),t) oraz H(t) = h(X(t),t). Réwnania (4.34)-(4.35) tworza ukltad charaktery-
styczny dla naszego ukladu réwnan. Zagadnienie czastkowe zostalo zatem sprowadzone do
badania réwnan zwyczajnych. Ta technika poszukiwania charakterystyk jest bardzo ogélna i
mozna jg zastosowac dla wielu innych zagadnien.

4,2 Metoda Riemanna

Jednym z pionieréw badan nad uktadami réwnan czgstkowych byt B. Riemann. Zilustrujemy jego
spos6b rozwigzywania uktadéw na przyktadzie réwnan plytkiej wody. Kluczem jest znalezienie
pewnych wyrazen, ktére sa state na charakterystykach (podobnie jak dla pojedynczych réwnat).
Nazywane sg one niezmiennikami Riemanna.

Zanim przystapimy do analizy poczyrimy uwage na temat warunku Rankine’a-Hugoniota dla
uktadéw réwnan. Jezeli uktad ma postaé

Fe(x, t, )y + Gy(x, t, 1)y =0, k=T..n, (4.36)

to tatwo mozna sie¢ przekonaé, ze odpowiednie warunki na predkos¢ fali uderzeniowej s’ maja

postac

G
s’ = Tl k=1.n. (4.37)
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Na przyklad, dla réwnan plytkiej wody zapisanych w postaci zachowanie i ((#3)) mamy

,  [hu] ,  [hu?+h?/2]
S = W, S = T (438)

Pokazemy na czym polega metoda Riemanna rozwigzujgc zagadnienie otwarcia tamy. Zat6zmy,
ze woda w zalewie utrzymuje sie¢ na wysokosci 1 dla x < 0. W x = 0 znajduje si¢ tama, ktéra
ogranicza puste koryto. W czasie t = 0 nastepuje otwarcie tamy. Rozwigzujemy zatem réwnania
plytkiej wody z warunkami

1, x<0;

0, x> 0. (4.39)

u(x,0) =0, h(x,0)= {

Wprowadzajac odpowiednie skalowanigll| otrzymujemy réwnania, dla ktérych g = 1. Bedziemy
sie trzymac tego doboru jednostek. Zauwazmy, ze réwnanie (4.35) mozna od razu scatkowac
otrzymujgc

X
R*:=2vVH=+U=const. na C*: % = U+ vH. (4.40)

Wyrazenia R* nazywane sa niezmiennikami Riemanna poniewaz sg stale na charakterystykach C*.
Charakterystyki C~, ktére rozpoczynaja sie na ujemnej czesci osi x majg predkosé —1a C* predkosc
1. Predkoéc¢ ta jest stata dla calej charakterystyki z osobna dla x < —t poniewaztamu =0ih =1.
Jest to obszar, ktéry pozostaje niezmienny w kazdym czasie po otwarciu tamy. Na tym obszarze
RE =2.

Woda powinna przemieszczac sie do obszaru x > 0 w postaci fali uderzeniowej, dla ktérej

2 hz 2
s'=u, s'= g (4.41)
u_
Od razu widzimy, ze h_ = 0. Aby znalez¢ predkos¢ propagacji musimy wyznaczyé warto$é u

zaraz za falg. Charakterystyka C* rozpoczyna sie na ujemnej czesci osi x. Na niej R* = 2 a
poniewaz warunki poczatkowe sg stafe to ten niezmiennik pozostaje réwny 2 dla catego obszaru
na lewo od fali uderzeniowej. Zatem 2 = 2\/h_ + u_, co daje u_ = 2, czyli s’ = 2. Ostatecznie
s = 2t.

Pozostaje jedynie znalez¢ warto$¢ rozwigzanie pomiedzy ujemnymi charakterystykami a falg.
Poprzednio nauczyliSmy sie, ze w tym obszarze powinien istnie¢ wachlarz, czyli zbiér charakte-
rystyk C™ ciggle zmieniajacych sie od x = —t do x = 2t. Mamy zatem

X = (U—vh)t, (4.42)
czyli
X
U="="+ VH. (4.43)
Laczac to z niezmiennikiem Riemanna mamy

w=2(X4r), n= B

Skalujgc czas przez T, przestrzen przez L, wysokosé przez H oraz predkosé przez /gH.

(4.44)
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4.3 Ogoblna klasyfikacja ukladéw ré6wnan

Nasladujac naszg analize szczegélnego przypadku réwnan plytkiej wody mozemy wyprowadzi¢
ogollne warunki klasyfikacji ukladéw réwnan rézniczkowych czgstkowych pierwszego rzedu.
Podobnie jak powyzej bedziemy szukaé szczeg6lnych kierunkéw, dla ktérych caty ukltad da sie
zapisa¢ w postaci pochodnej zupetnej.

Zapiszmy najpierw nasz ukltad réwnan w postaci macierzowej, ktéra bardzo utatwi analize

u; + A(X> t, uju, = g(X» t, u)) (4.45)

gdzieu = (w,...,un), g = (91, ..., gn) Oraz A = (ay) jest macierzg wspoétczynnikéw réwnan, ktére
oczywiScie moga by¢ zalezne od x, t oraz u. Poszukamy teraz rodziny krzywych (charakterystyk),
na ktérych uklad réwnan czgstkowych bedzie mégt by¢ zamieniony na uktad réwnan zwyczaj-
nych. Kluczem jest zagdanie aby pochodna kierunkowa wzdtuz kazdej krzywej byta pochodna
zupelng dla dowolnej sktadowej wektora u. WeZmy zatem kombinacje liniowg réwnan (??), to jest
pomnézmy je obustronnie przez wektor v

viu + v At u)u, = vig(x, tyu). (4.46)

Chcemy teraz aby powyzsze wyrazenie mogto by¢ zapisane w postaci pochodnej zupelnej, to jest
w' (u, +Au,) = v'g(x,t,u), (4.47)

dla pewnych w oraz A. Poréwnujac dwa powyzsze wyrazenia wida¢, ze musimy mie¢ w = v oraz

Aw' =v'A, czyli
VIA=AV'. (4.48)

Oznacza to, ze v musi by¢ lewym wektorem wlasnym macierzy A. Wtedy jesli X = X(t) beda
zdefiniowane poprzez

dX
E = 7\(7(, t, U), (449)
to uktad (4.45) sprowadza si¢ do
dU
VTE =v'g(x,t,u), (4.50)

gdzie U = u(X(t), t). Analogicznie jak poprzednio, krzywe zdefiniowane réwnaniami (4.49) na-
zywane sg charakterystykami. Warto$¢ wtasna A definiuje nam kierunek charakterystyki. Poniewaz
mamy n réwnan spodziewamy sie, Ze otrzymamy réwniez n charakterystyk. Jak wiemy z algebry,
nie zawsze musi by¢ to prawdg. Twierdzenie spektralne moéwi, Ze jesli rzeczywista macierz A jest
symetryczna to posiada doktadnie n réznych wartoéci wtasnych.

Definicja 15. Uktad réwnan quasi-liniowych nazywany jest

e Hiperbolicznym jesli macierz A posiada doktadnie n rzeczywistych wartosci wlasnych oraz n liniowo
niezaleznych wektoréw wlasnych. Jesli wszystkie wartosci wlasne sq rézne to uktad nazywany jest
Scile hiperbolicznym.

e Eliptycznym jesli macierz A nie ma rzeczywistych wartosci wtasnych.

e Parabolicznym jesli macierz A ma n rzeczywistych wartoéci wtasnych oraz mniej niz n liniowo
niezaleznych wektoréow wtasnych.

Przyklad. Zobaczmy jakiego typu jest pojedyncze réwnanie quasi-liniowe
W + c(x, t,u)u, = g(x, t,u). (4.51)
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Macierz A jest po prostu skalarem c, ktéry ma doktadnie jedng rzeczywista warto$¢ wlasng c oraz
dokladnie jeden wektor wlasny v = (1). Jest to zatem réwnanie Sciéle hiperboliczne.

Przyklad. SprawdZmy jak nasza ogélna metoda klasyfikacji wyglada dla réwnan ptytkiej wody
(4.3)-(@.12). Macierz ukladu ma postac

A:(“ h). (4.52)

g u

Rozwigzujgc réwnanie charakterystyczne det (A — Al) = 0 otrzymujemy dwie wartosci wlasne
A+ =u+ *+/gh, ktére oczywiscie sg rézne oraz rzeczywiste. Uklad jest zatem hiperboliczny. Jak
fatwo policzy¢, wektory wlasne majg posta¢ vy = (1,4++/h/g) czyli uktad jest SciSle hiperboliczny.

5 Klasyfikacja réwnan drugiego rzedu

Okazuje sie, ze duza czes$¢ rownan fizyki matematycznej jest rzedu drugiego. W dalszej czesSci
wykladu zajmiemy sie wiadnie nimi. Zanim przejdziemy do szczegétowej analizy trzech funda-
mentalnych réwnar: ciepla (parabolicznego), Laplace’a (eliptycznego) oraz fali (hiperbolicznego),
przyjrzymy sie dlaczego rzeczywiscie sa one tak wazne. Dla ustalenia uwagi i poczynienia pew-
nych uproszczen bedziemy rozwazaé przypadki, gdzie wystepuja tylko dwie zmienne niezalezne
(zwykle (x, t) lub (x,y) w zaleznosci od interpretacji fizycznej). Nieznang funkcje wcigz oznaczac
bedziemy przez u. Zdefiniujmy najpierw klase rownan, z jakimi bedziemy mie¢ do czynienia.

Definicja 16. Réwnaniem liniowym wzgledem najwyzszych pochodnych nazywamy réwnanie postaci

a(x, Yo + 20 (%, Yy + el Yy + Fx Y, uy u, wy) = 0, (5.1)
dla pewnej (by¢ moze nieliniowej) funkcji F.

Chcieliby$my by¢ w stanie przetransformowaé powyzsze réwnanie do prostszej postaci po-
przez odpowiedni wybdér nowych (gtadkich) zmiennych & = &(x,y) oraz n = n(x,y), o ktérych
zaktadamy, Ze ich Jakobian nie znika na pewnym obszarze, to jest £my — Eyny # 0. Jest to wyma-
gane do odwracalnosci przeksztalcenia, czyli mozliwosci napisania jednoznacznie okreslonych
funkcji odwrotnych x = x(&,m) oraz y = y(&,n). Niech v(&n) = u(x(&mn),y(&mn)), co daje
u(x,y) =v(&(x,y),n(x,y). Obliczajgc pochodne otrzymujemy

U, = VEEX + VnTlxy, Wy = VEE‘J + VnTy,
Uxx = Vﬁi‘ii + ZVETI axnx + vﬂﬂni + VEEIXX + Uy Wyy = V({Laﬁ + 2\)5“ Eyny T Vnnnﬁ + V&ayy * Vaflyy
Uny = Vee&xby + Ven (Ey + EyMi) + VinNiy + Veby + VTl

(5.2)
Kiedy podstawimy powyzsze wyrazenia do réwnania otrzymamy
A& M)vee + 2B(E,n)ven + C(E,M)vyn + G =0, (5.3)

dla pewnej funkcji G wigzacej ze sobg zmienne niezalezne, nieznang funkcje oraz jej pochodne
pierwszego rzedu ze wzgledu na nowe zmienne. Funkcje A, B oraz C sg zdefiniowane nastepujaco

A = a&] +2bE &y + cE,
B =a&my+ b(axny + Eyynx) + C‘iyny) (5.4)
C = an; + 2bnmy + cny,
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gdzie a = a(x(&,n),y(&,m)) i podobnie dla b oraz c. Dla przejrzystosci zapisu rezygnujemy z
wypisywania argumentow funkcji.

Najwyzszy czas skorzysta¢ ze swobody w wyborze nowych zmiennych & i 1. Zauwazmy,
ze wzoryna AiCw majg dokladnie takg samg strukture to znaczy, ze jesli ¢(x,y) jest
rozwigzaniem réwnania

ad; + 2bdydy + cdp =0, (5.5)

ktadac & = ¢(x,y) lub 1 = d(x,y) mozemy mie¢ A = 0 lub C = 0 a tym samym bardzo
uprosci¢ réownanie (5.3). Powyzsze rownanie nazywamy charakterystycznym a jego rozwigzania
charakterystykami (podobnie jak w przypadku réwnan pierwszego rzedu). Dla ustalenia uwagi
i bez utraty ogdélnosci zat6zmy, ze a # 0 oraz ¢, # 0 na pewnym obszarze. Mozemy wtedy
podzieli¢ i otrzyma¢

bx Px

2
— 2b—= =0 .
a(d)y) + ¢y+c , (5.6)

co jest tréjmianem kwadratowym o zmiennej ¢,/ . Jego wyznacznik wynosi
A =b?—ac. (5.7)

Jak dobrze wiemy znak A determinuje ilo$¢ rozwigzan réwnania kwadratowego. Prowadzi nas
to do najwazniejszej klasyfikacji rownan

Definicja 17. Réwnanie drugiego rzedu nazywam
e hiperbolicznym, jesli A > 0,
e parabolicznym, jesli A = 0,
e eliptycznym, jesli A < 0.

Zbadamy teraz kazdy z wymieniowych przypadkéw. Zaczniemy od réwnan hiperbolicznych,
dla ktérych A > 0 to znaczy, ze istniejag dwa rozwigzania

b, —-bExVvbi—ac ] —b+ Vbt —ac
‘E = . czyli ¢y + a by =

co stanowi dwa réwnania rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu. Spodziewad sie zatem
mozemy, ze istniejg ich dwa rozwigzania ogdlne ¢; oraz ¢,. Mozemy zatem polozy¢ &(x,y) =
d1(x,y) orazn(x,y) = d.(x,y). Dzieki czemu bedziemy mie¢ A = B = 0iréwnanie przyjmie
postac¢ kanoniczng

0, (5.8)

Vin = H(5>ﬂ)\”\’n>va)> (5.9)
dla pewnego H. Najczesciej spotykana jest jednak inna posta¢ kanoniczna, ktérg otrzymamy
przyjmujgc

X = ﬂ

_&—nm
20 T '

b=

(5.10)

Pozwala na to napisac (¢wiczenie)

Wax — Wpp = H(‘X) B)W)Womwﬁ)» (511)

2Nazewnictwo od razu nasuwa skojarzenia z krzywymi stozkowymi. Podobieristwo jest bardzo duze poniewaz
réwnanie kwadratowe ax?+2bxy+cy?+ dx+ey+f = 0 okresla przeciecie plaszczyzny oraz stozka. Jego wyznacznik
determinuje ksztatt tego przeciecia: hiperbola, elipsa lub okrag oraz parabola.
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dla w(e, B) = v(ax + B, x — ). Zatem wszystkie rownania hiperboliczne moga by¢ przetransfor-
mowane do powyzszej postaci przez odpowiednig zamiane zmiennych. W przypadku najwaz-
niejszego rownania hiperbolicznego, to jest rownania fali, mamy H=0.

Dla przypadku parabolicznego mamy A = 0, czyli ma jedno rozwigzanie podwoéjne dane

wzorem o b b
clT: =— czyli by + aq)y =0. (5.12)
Spodziewa¢ sie zatem mozemy, Ze znajdziemy jedno rozwigzanie ¢ powyzszego réwnania.
Kiadac &(x,y) = ¢(x,y) dostaniemy A = 0. Wybierajac teraz dowolng funkcje n= n(x,y), ktoéra
jest niezalezna z & (to znaczy, o niezerowym Jakobianie) zapewniamy, ze B = 0. Zeby to zobaczy¢
zauwazmy, ze b> = ac oraz &, = —b/a&,, co daje

bZ
B = aEanx + b(ixﬂy + ‘(—vynx) + C&yny - _b(t—yynx - Zgyny + bEvynX + CE,yT]y = 0. (513)

Zatem réwnanie (5.3) mozemy zapisa¢ w postaci kanonicznej
Vm = H(E»)ﬂ)\%"aa\’n)- (5.14)

Przyktadowo, dla H = 0 otrzymujemy réwnanie ciepfa.

Réwnania eliptyczne charakteryzuja sie ujemnym wyznacznikiem, to jest A < 0, co prowadzi
do zespolonych rozwigzan (5.6). Przypomnijmy sobie, ze takie rozwigzania muszg by¢ sprzezone
do siebie dlatego potézmy &(x,y) = d(x,y) oraz n(x,y) = ¢(x,y). Podobnie jak w przypadku
hiperbolicznym otrzymujemy A = C = 0 jednak za cene zespolonych zmiennych. Startowali-
$my jednak réwnania o wspélczynnikach rzeczywistych dlatego oplaca sie wprowadzi¢ kolejne
wspolrzedne
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o=, B .= T (5.15)

Latwo sprawdzi¢, ze o oraz {3 sg rzeczywiste a réwnanie (5.3) przyjmuje postac

Wea + Wep = Fl((X, B)W)Womwﬁ)> (516)

dla pewnego Horazw(w, 3) = v(a+1ip, x—1ip). Przykladem réwnania eliptycznego jest r6wnanie
Laplace’a, dla ktérego H = 0.

Przyklad. Réwnanie

W + YUy = 0, (5.17)
maa=1,b=0c=y. Czyli
>0, y<o;
A=b"—ac=—y{ =0, y=0; (5.18)
<0, y>0.

Zatem réwnanie jest réznego typu w zaleznosci od znaku y. Réwnania charakterystyk dla
przypadku hiperbolicznego y < 0 majg postac

dx £y by =0. (5.19)

Rozwigzaniem ogélnym tego réwnania jest dowolna funkcja ¢(x,y) = F(x — 2,/y), wiec wybra¢
mozemy po prostu F(t) = t (zawsze tak bedziemy robi¢). Ktadziemy zatem

Exy) =x—2y, nm=x+2/y. (5.20)
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A =1b?—ac Typ Posta¢ kanoniczna

A>0 hiperboliczne Uy — Uyy = D
A=0 paraboliczne Uy =
A <O eliptyczne U + Uy = O

Tablica 1: Klasyfikacja réwnan rézniczkowych czgstkowych rzedu drugiego o dwéch zmiennych
niezaleznych . Dla przejrzystosci zapisu réwnanie przetransformowane piszemy uzywajgc
tych samych zmiennych co pierwotnie. @ jest pewng funkcja zmiennych niezaleznych, zaleznej
oraz jej pierwszych pochodnych.

Wtedy nasze réwnanie przyjmuje posta¢ kanoniczng
Ven = 0. (5.21)

Jak zobaczyliémy, dowolne réwnanie rzedu drugiego o dwoéch zmiennych niezaleznych moze
by¢ przetransformowane do jednej z trzech form kanonicznych odpowiadajgcych znakowi wy-
znacznika A, ktéry moze byc rézny w ré6znych punktach. Podsumowanie wszystkich typéw réwnan
znajduje sie w Tab.

6 Roéwnanie ciepla

Nasz przeglad réwnan drugiego rzedu rozpoczynamy od najwazniejszego réwnania parabolicz-
nego - rbwnania ciepta (zwanego réwniez réwnaniem przewodnictwa cieplnego lub réwnaniem
dyfuzji). Jak jego nazwa wskazuje, powinno si¢ ono pojawi¢ przy opisie rozchodzenia si¢ ciepta
w oérodku.

Przyklad. (Przewodnictwo cieplne) Rozwazmy pewien osrodek, w ktérym rozprzestrzenia sie ener-
gia cieplna (w jednym wymiarze bedziemy méwili tradycyjnie o izolowanym precie). Poniewaz
energia jest zachowana to musi by¢ spelnione ponizsze réwnanie

E,+V-q=F (6.1)

gdzie E jest energia na jednostke objetosci, q strumieniem ciepta a F reprezentuje wszelkie Zrédta,
czyli iloé¢ generowanego ciepta na jednostke czasu oraz objetosci. Przez u = u(x,t) oznaczmy
temperature w punkcie x oraz czasie t. Zgodnie z definicjg ciepta wlasciwego ¢ musimy wtedy
miec

E = cpu, (6.2)
gdzie zatozyliSmy, ze ¢ nie zalezy od temperatury[’] Strumieni ciepta q jest dany Prawem Fo-
uriera - cieplo przeplywa z obszaréw o wysokiej temperaturze do obszaréw, ktére majg nizsza
temperature. Matematycznie zapisac¢ je mozna w postaci

q = —k(x, t,u)Vu, (6.3)

czyli cieplo plynie wzdluz gradientu. Tutaj k oznacza wspétczynnik przewodnosci cieplnej, ktory jest
staly dla jednorodnych osrodkéw. Laczac powyzsze réwnania otrzymujemy réwnanie przewodnic-
twa cieplnego

cpu = V- (k(x,t,u)Vu) + F, (6.4)

BW rzeczywistosci zaréwno gestosé p jak i ciepto wlasciwe ¢ s3 wolno-zmiennymi funkcjami temperatury. Wtedy
rownanie ciepla staje si¢ nieliniowe a jego analiza duzo trudniejsza... oraz ciekawsza!
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ktore dla statego k ma postac
w = oV + f, (6.5)

gdzie V? jest Laplasjanem oraz o? := % if:= C—Fp W jednym wymiarze mamy z kolei
W = Py + (6.6)
Dwa powyzsze rownania beda przedmiotem dalszego wyktadu.

Przyklad. (Dyfuzja) Zat6zmy, ze w powietrzu zostata rozpylona pewna substancja. Zgodnie z
prawem Ficka bedzie ona rozprzestrzeniata sie do obszar6w o nizszym jej stezeniu. Mozna to
zapisa¢ jako

q=-D(x,t,u)Vu. (6.7)

Powyzszy strumieri jest niemal identyczny do tego danego prawem Fouriera. Tutaj wspoétczynnik
proporcjonalnodci D nazywany jest dyfuzyjnoscia. Zgodnie z powyzszym réwnanie ciepla nazy-
wane jest réwniez réwnaniem dyfuzji.

Przyklad. (Ruch Browna) Podamy teraz wyprowadzenie réwnania dyfuzji w ujeciu stochastycz-
nym. Rozumowanie to ma swoje poczatki w pracach Einsteina oraz Smoluchowskiego. Niech
x bedzie ustalonym punktem na prostej R. Wprowadzmy siatke punktéw o kroku h, to znaczy
nasza czgstka poczatkowo umieszczona w punkcie x moze porusza¢ si¢ jedynie po x + kh, gdzie
k € Z. Kiedy czastka znajduje sie¢ w pewnym punkcie z prawdopodobieristwem p w czasie T
wykonuje skok w prawo oraz z ¢ = 1 — p skok w lewo. Niech u = u(x, t) oznacza prawdopodo-
bieistwo, ze w chwili t > 0 czastka znajduje si¢ w punkcie x € R. Zeby znalez¢ sie w punkcie x
w czasie t + T czgstka moze przyjs¢ z prawa lub z lewa, czyli

u(x,t+ 1) =pulx —h,t) + qu(x + h,t). (6.8)

Mozemy teraz rozwingé powyzsze réwnanie réznicowe w szereg Taylora

u(x,t) +w(x, t)t+ O(tH) =p (u(x, t) —uy(x, t)h + %uxx(x, t)hz)

: (6.9)
+q (u(x,t) +uy(x, t)h + zuxx(x,t)h2> +O(h%).
Powyzszy wzor mozna przeksztalci¢ i otrzymac
h h? 3
w(x,t) = (g —p) w6, ) + (X, 1) + O(1) + O(R), (6.10)

gdy T,h — 0. Chcemy teraz przej$¢ granicy przy kroku siatki zmierzajgcym do zera. Aby to
zrobi¢ musimy zatozy¢, ze

. R
c, lim 7= D, (6.11)

gdzie D oraz c to state. Oznacza to, Ze prawdopodobieristwa skoku na skoriczong odlegtos¢ h
maleja do zera tak jak h, czyli p — q = O(h). Dostajemy réwnanie konwekgji-dyfuzji (ruch Browna
z dryfem)

: h
lim(q _P); =

U + cu, = Duyy. (6.12)

Gdy prawdopodobiefistwo skokéw jest jednakowe, czyli p = ¢ = 1 to konwekcja nie ma miejsca

u, = Du,,. (6.13)
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Powyzsze réwnanie paraboliczne pojawia sie rowniez w wielu innych sytuacjach, z ktérych
najwazniejszym jest opis zjawiska dyfuzji, ktéra to zajmiemy si¢ w zadaniach. Dyfuzja z kolei
wystepuje praktycznie na kazdej skali czasowej i przestrzennej: poczawszy od bfagdzenia drobnych
czasteczek oraz bakterii, przez rozprzestrzenianie sie¢ zanieczyszczen w rzekach a skoniczywszy
na dynamice galaktyk. Réwnanie dyfuzji jest zatem prawdziwie uniwersalnym modelem, ktéry
pokazuje jak jedno réwnanie matematyczne jest w stanie opisa¢ mnogos¢ zjawisk fizycznych.

6.1 Obszary ograniczone oraz metoda rozdzielania zmiennych

W tej czesci ograniczymy sie jedynie do rozwazania sytuacji jednowymiarowej, dla ktérej otrzy-
mamy szereg bardzo waznych wynikéw. Mimo ewidentnego uproszczenia, model jednowymia-
rowy opisuje wiele sytuacji fizycznych, w ktérych cieplo rozprzestrzenia si¢ w jednym wymiarze
duzo szybciej niz w innych (np. symetryczny pret). Rozwazmy zatem odcinek [0, L] (Rys. ).
Samo réwnanie rézniczkowe opisuje nam dynamike rozchodzenia si¢ energii cieplnej.
Aby dopelni¢ okreslenia sytuacji fizycznej musimy zadan odpowiednie warunki poczatkowe oraz
brzegowe. Warunkiem poczatkowym jest rozktad temperatury w pierwszej chwili, za ktérg
przyjmiemy t = 0. Mamy zatem
LL(X, O) = d)(X), (614)

dla zadanej funkcji ¢. Warunki brzegowe, natomiast, zadane musza by¢ na brzegu odcinka
[0, L]. Okazuje sie, ze mamy tutaj co najmniej trzy mozliwosci odpowiadajace waznym sytuacjom
fizycznym.

1. Warunek Dirichleta (lub tez warunek pierwszego rodzaju) oznacza zadanie temperatury na
jednym z konicéw odcinka

u(0,t) = u(t) lub wu(L,t) =v(t), (6.15)

gdzie p i v sa znanymi funkcjami. Warunek Dirichleta moze opisywaé sytuacje, w ktorej
jeden z konicéw preta trzymany jest w dokladnie zadanej temperaturze (na przyktad w
lodéwece).

2. Warunek von Neumanna (lub tez warunek drugiego rodzaju) okresla warto$¢ pochodnej prze-
strzennej na konicach przedziatu

U (0,t) = p(t) lub  uy(L,t) =v(t). (6.16)

Taki opis jest interpretowany w terminach zadanego strumienia ciepta na jednym z koficéw
odcinka. Z prawa Fouriera (6.3) mamy q(x,t) = —ku,(x, t) czyli na przykiad

u(t) = — . (6.17)

Réwnanie to modeluje na przyktad podgrzewanie jednego z koncéw preta (dostarczanie
energii).

3. Warunek Robina (lub tez warunek trzeciego rodzaju) jest kombinacja liniowa dwéch powyz-
szych sytuacji

ux(o>t) =—N\ (u(oa t) — 05 (t)) lub u’x(l—) t) =N\ (LL(I_, t) - eZ(t)) y (618)
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gdzie 0, sa zadanymi funkcjami oraz A;, to stale. Interpretacja fizyczna warunku Robina
wywodzi sie z prawa Newtona stygniecia cial - strumien jest proporcjonalny do réznicy
temperatur ciala oraz otoczenia, to znaczy

q(0,t) = —h(u(0,t) — B(t)). (6.19)
Poréwnujgc z prawem Fouriera dostajemy warunek trzeciego rodzaju dla A = h/k

ki (0,t) = h(w(0,t) — B(t)). (6.20)

Oczywiscie warunki brzegowe moga by¢ wymieszane, to znaczy na réznych konicach odcinka
mozemy mieé zaleznoé¢ innego rodzaju. Powyzsza lista nie jest oczywiscie zamknieta i w fizyce
wystepuje réwniez wiele innych mozliwosci. Warunki Dirichleta, von Neumanna oraz Robina
sg jednak najpowszechniejsze i wyczerpuja wigkszos¢ standardowych sytuacji. W dalszej czesci
skupimy sie jedynie na warunku Dirichleta a dyskusje pozostalych odlozymy do zadan. Zde-
tiniujmy teraz co dokladnie rozumiemy przez rozwigzanie réwnania ciepla oraz podsumujmy
nasze zagadnienie.

Definicja 18. Rozwigzaniem rownania przewodnictwa cieplnego z warunkiem Dirichleta nazywamy
ograniczong funkcje w = u(x,t) okreslong na [0,L] x [0, T] spetniajgcg réwnanie rézniczkowe wraz z

warunkami
Uy = (XZLLXX + f(X,t), (X>t) € (0) I—) X (OvT))
u(x,0) = d(x), xe€I0,L] (6.21)
U(O, t) = u(t)) LL(L, t) =

Ponadto, zachodzi¢ musi sp6jnos¢ zadanych warunkéw ¢(0) = n(0), ¢(L) = v(0).

v(t), t>0.

Poczyrimy teraz pewng bardzo wazng obserwacje, ktéra upraszcza analize zagadnienia. Za-
uwazmy, ze (6.21) zawiera trzy typy niejednorodnosci: funkcja Zrédiowa f, warunek poczatkowy
¢ oraz warunki brzegowe p i v. Dzieki liniowo$ci mozemy tak rozbi¢ badane zagadnienie aby
mie¢ do czynienia z jedna niejednorodnoscia na raz. Zeby to zobaczy¢ podstawmy

u(x, t) = uV(x, t) + u?(x, 1) + ul¥(x, 1), (6.22)
gdzie u" spelnia
v =oul,  (x1) € (0,1) x (0,T),
ull(x,0) = ¢p(x), xel0,L] (6.23)

ul?) jest rozwigzaniem
,0)=0, x¢€l0,L] (6.24)

a z kolei dla u®® zachodzi

w = oull, (x,t) € (0,1) x (0,T),
X 0, xel0,L] (6.25)
ul¥(0,t) = u(t), u®¥(L,t)=v(t), t>0.

Latwo pokazaé, ze tak zdefiniowane u spetnia (6.21). Po kolei rozwigzemy kazde z powyzszych
zagadnieni.
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6.1.1 Zagadnienie poczatkowe

Aby nie pisa¢ niewygodnych gérnych indekséw rozwazmy zagadnienie
[0, L] (6.26)

gdzie zadany mamy warunek poczatkowy. Problem ten mozna rozwigzaé korzystajac z eleganckiej
metody pochodzacej jeszcze od Fouriera - metody rozdzielania zmiennych. Poszukajmy zatem

rozwigzan (6.26) w postaci
u(x,t) = X(x)T(t), (6.27)

gdzie kazda z funkcji sktadowych jest funkcjg jednego argumentu. Ponadto, X musi spetniaé
(poniewaz szukamy T réznej tozsamosciowo od zera)

X(0) =0, X(L)=0. (6.28)

Po podstawieniu (6.27) do réwnania rézniczkowego (6.26) otrzymujemy

XT' = X", (6.29)
co nam daje
X" 1T
— =—=—. 6.30
X &7 (6:30)

Poniewaz lewa strona powyzszego rownanie zalezy tylko od zmiennej x a prawa od t, to muszg
one by¢ réwne pewnej stalej. Gdyby bylo inaczej to zmieniajgc x zmienialibySmy lewg strone
podczas gdy prawa pozostawataby niezmienna. Prowadziloby to do sprzecznosci. Istnieje zatem
pewna stala rzeczywista A taka, ze

X" +AX =0, T' 4 a’AT =0. (6.31)

SprowadziliSmy nasz problem do znalezienie dwéch funkcji, X oraz T, ktére sg rozwigzaniami
rownan zwyczajnych. Zajmijmy sie zagadnieniem brzegowym na X, w ktérym spelnione musza by¢
warunki brzegowe (6.28). Jak wiemy, rozwigzanie tego zagadnienia zalezy silnie od znaku statej
A i aby unikng¢ sprzecznodci musimy mieé¢ A > 0 (zadanie). Rozwigzaniem ogélnym réwnanie
rézniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu o statych wspétczynnikach bedzie zatem

X(x) = C cos(VAx) + D sin(vVAx). (6.32)

Poniewaz X(0) = 0 od razu mamy C = 0. Drugi warunek brzegowy X(L) = 0 prowadzi do
rOwnania

sin(vVAL) = 0, (6.33)
czyli VAL = nmdlan = 1,2, 3, ..., skagd mamy
nm\ 2
Ay = (T> , (6.34)

gdzie wyraZnie zaznaczyliSmy, ze A zalezy od dowolnej liczby naturalnej n. Nasze zagadnienie ma
zatem rozwigzania tylko dla pewnych szczegélnych wartosci A (jest to typowe w zagadnieniach
brzegowych). Zatem otrzymujemy nieskoriczenie wiele rozwigzan, ktére mozemy zapisaé w

postaci

Xn(x) = Dy sin (%x) , meN. (6.35)
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Powr6émy teraz do réwnania (6.31) na T. Z tatwoscig mozemy je rozwigzaé otrzymujac

T.(t) = Epe @ (T)t nen, (6.36)

gdzie E, sg pewnymi staly catkowania. Zauwazmy od razu, ze tak otrzymana funkcje sa ograni-
czone dla t — oo tylko dzieki dodatniosci A,. Nieograniczone rozwigzania sg niefizyczne dlatego
odrzucamy je z naszych rozwazan. Daje to kolejne potwierdzenie wyboru znaku statej A,. Laczac
postaci X,, oraz T, oraz korzystajac z otrzymujemy

nm 2
U, (x,t) = A, sin (?x) e (1) Y neN, (6.37)

gdzie iloczyn stalych D, i E,, zostat nazwany A,,. Widzimy, Ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy
dokladnie jedno rozwigzanie u,. Ktére zatem wybraé¢? Czym sie kierowaé? Jest to ewidentny
brak jednoznacznosci ale na szczescie tylko z pozoru.

Nie skorzystaliémy jeszcze z warunku poczatkowego u(x,0) = ¢(x). Trudno jednak oczeki-
wad, ze dla bardzo ogoélnej klasy funkgji, z ktérych mozemy wybra¢ ¢ znajdziemy n € N takie, ze
$(x) = un(x,0) = A, sin (2x). Pamietajmy jednak, ze réwnanie ciepla jest liniowe a to implikuje,
ze dowolna kombinacja liniowa rozwigzan jest rowniez jego rozwigzaniem. Poniewaz takich skta-
dowych u, jest nieskoriczenie wiele, skonstruujmy formalny szereg, o ktérym twierdzimy, ze jest
rozwigzaniem ogélnym zagadnienia (6.26)

=Y Ausin (W) e ()%
u(x,t) := ; A, sin ( 3 x) e . (6.38)
Zadamy teraz spelnienia przez u warunku poczatkowego, to znaczy
> . /nm
d(x) =u(x,0) = ; A, sin (TX> , (6.39)

cojest sinusowym szeregiem Fouriera dla ¢. Wiemy, ze wspétczynniki A, tego rozwiniecia mozna
obliczy¢ ze wzoru Eulera
2 (t . /N7

A, = T L d(x) sin <Tx> dx. (6.40)
Mamy zatem idealnego kandydata na rozwigzanie petnego zagadnienia (6.26). Jest nim (6.38
wraz ze stalg okreslong w (6.40). Musimy zatem pokaza¢, Zze funkcja u okre$lona wzorem (6.38
jest r6zniczkowalna oraz spelnia réwnanie rézniczkowe wraz z warunkami poczatkowym i brze-
gowymi (6.26). Okazuje si¢, ze warunkiem wystarczajagcym do spelnienia tych wymagan jest
jedynie bardzo fizyczne zadanie, aby ¢ byla ciggta.

Twierdzenie 4. Niech ¢ bedzie cigglg funkcjg okreslong na [0, L]. Wtedy funkcja w = u(x,t) okreslona
wzorami (6.38) oraz jest rozwigzaniem zagadnienia przewodnosci cieplnej . Ponadto, funkcja
u jest wtedy klasy C*[0, L] x [0, T].

Dowéd. Najpierw pokazemy, ze szereg okreslajacy (6.38) jest zbiezny jednostajnie ze wzgledu na
x. Aby to zobaczy zwréémy uwage, ze z cigglosci ¢ na [0, L] wynika jej ograniczono$¢. Niech
zatem |p(x)| < M. Wtedy z (6.40) mamy

[Anl < 2M, (6.41)

co od razu daje

nrw

‘An sin (%x) e (7)) < oMe (), (6.42)
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2(n

Wezmy teraz dowolng liczbe 0 < to < T. Dlaty < t < T mamy e * (7
Znalezliémy zatem majorante dla szeregu (6.38), ktéra ma postac

A
~—
N
—*
IN
ml
R
N
—
1
~—
N
—*
o

o0 . >
MY el < o, (6.43)
n=1

Z kryterium Weierstrassa mamy zbiezno$¢ jednostajng szeregu okreslajacego u na [0, L] x [to, T].
Poniewaz funkcje w,, sa cigglte jako funkcje dwéch zmiennych to u réwniez bedzie ciggta na
[0, L] x [to, T]. Ale ty > 0 bylo wybrane dowolnie, wiec u jest ciggta na [0, L] x [0, T].

Doktadnie takie samo rozumowanie wiedzie do pokazania, Zze szereg utworzony z pochodnych
(dowolnego rzedu!) funkgji w, jest zbiezny jednostajnie na [0,L] x [to, T] dla dowolnego t, >
0. Zatem u jest rézniczkowalna dowolng ilo$¢ razy a szereg mozna rézniczkowaé wyraz po
wyrazie. Z tego, ze 1, spelniaja réwnanie ciepla wynika, ze u jest rozwigzaniem (6.26), co bylo
do okazania. O

Powyzsze twierdzenie pokazuje bardzo wazng ceche rozwigzan réwnania ciepta - startujac
jedynie z ciqgleg warunku poczatkowego, w kazdej chwili t > 0 rozwigzania u jest funkgcja,
ktéra ma wszystkie pochodne! OtrzymaliSmy zatem rozwigzanie zagadnienia poczatkowego dla
jednorodnego réwnania ciepta. Jednorodne warunki von Neumanna lub Robina mozna potrak-
towaé w doktadnie taki sam sposéb (zadania).

Funkcja Greena

Rozwigzanie réwnania ciepta (6.38) mozna przetransformowac w spos6b uwydatniajgcy interpretacje
tizyczng. Pamietajac, ze szereg okreslajacy u jest zbiezny jednostajnie mozemy napisac scatkowac
g0 wyraz po wyrazie

u(x,t) = i A, sin (%x) eif"z(%)zt
n=1

_ i (% JOL b(E) sin (“T”rs) da) sin (“T”x) e () (6.44)
n=1

Zdefiniujmy teraz tak zwang funkcje Greena

G(x, &,t) = % i sin (%&) sin (nTﬂx) e_“z(%)zt, (6.45)
n—1

wtedy rozwigzanie rownania ciepta przybiera prostg postac

L

ulot) = | Glx,E O(E)dE, (6.46)
Tak zdefiniowana funkcja Greena zwana jest rowniez natychmiastowym punktowym Zrédiem
ciepta, czyli funkcja okreslajaca rozktad temperatury w precie [0,L] i w czasie t gdzie nagle w
chwili t = 0 pewna ilo$¢ ciepta zostaje uwolniona w punkcie & € [0,L]. Wtedy posta¢ catkowa
rozwigzania moze by¢ zinterpretowana jako cigglta superpozycja z waga ¢ (&) tych punkto-
wych Zrédet ciepta.

14Zatozenie to mozna bardzo powaznie ostabi¢.
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Aby zrozumie¢ te fizyczng interpretacje funkcji Greena ustalmy e > 0. Niech ciepto Q bedzie
uwolnione na odcinku (& — €,& + €) w chwili t = 0 oraz zalézmy, Ze w pozostatej czesci preta
temperatura wynosi 0. Przez ¢.(x) > 0 oznaczmy rozklad temperatury, jaki pojawi sie zaraz po
uwolnieniu energii cieplnej. Z definicji ciepta mamy

Eote
cpJ $e(E)dE = Q. (6.47)

Eo—€

Poniewaz rozklad temperatury w kazdego chwili t > 0 dany jest wzorem (6.46) musimy mie¢

Eote
G(x, & t)de(£)dE = G(x, £, t)J . (g)dg_%

&o—e€

L Eote

(x, &, 1),
(6.48)
gdzie skorzystaliSmy z zerowania sie funkcji ¢. poza przedzialem (& — €, &y + €) oraz skorzy-
staliSmy z twierdzenia o wartosci $redniej z punktem &*. Pozostalo nam tylko wykona¢ przejscie
graniczne z € — 0 oznaczajgce uwalnianie ciepta z punktu &, to jest z ciggtosci funkcji Greena

Q
cp

Ue(x, t) :J

0

G(X> E»)t)d)e(‘(-v)d((-v = J

Eo—€

u(x,t) = hmue(x t) = =G(x, &, t). (6.49)

e—0
Zatem jesli Q = cp to funkcja Greena jest natychmiastowg odpowiedzig temperaturowa na punk-
towe uwolnienie sie ciepta o takiej wartosci. Z funkcjami Greena spotkamy sie jeszcze wiele
razy przy badaniu ré6znych innych zagadnien niekoniecznie zwigzanych z rozprzestrzenianiem
sie ciepta.

6.1.2 Zagadnienie niejednorodne

PrzejdZmy teraz do zagadnienia posiadajacego niejednorodnos¢ jedynie w samym réwnaniu réz-
niczkowym

u(x,0) =0, xel0,L] (6.50)
u(0,t) =0, u(L,t)=0, t=>0,

Metoda rozdzielania zmiennych pozwolita nam uzyskaé rozwigzanie zagadnienie poczatkowego
jako sume iloczynéw funkgcji zaleznych od osobnych zmiennych niezaleznych. Aby uzyska¢
sktadowgq zalezng od x musieliSmy rozwigzac jednorodne zagadnienie brzegowe. W przypadku
niezerowej funkcji f mozemy otrzymac podobne zagadnienie.

Jako, ze warunki brzegowe naszego problemu s3 dokladnie takie same jak w przypadku
zagadnienia poczatkowego to wydaje sie korzystne szukaé rozwigzan w postaci szeregu

Z u,(t) sin ( ) (6.51)

gdzie skladowa czasowa u,(t) jest nieznana. Od razu widzimy, Ze warunki brzegowe dla u
sg spelnione. Funkcja f réwniez musi by¢ zapisana w podobny sposéb abySmy byli w stanie
poréwnac odpowiednie wyrazy

{ U = (quxx + f) (X)t) € (O)I—) X (O>T))

Z fo(t) sin ( ) (6.52)

Zauwazmy, ze dwa powyzsze wzory to nic innego jak szeregi Fouriera dla u(x, t) oraz f(x, t) jako
funkgji x przy ustalonym t. Funkcje f;(t) s3 wspétczynnikami Fouriera obliczanymi ze wzoru

2

fult) = T LL £(x, t) sin (“L ) dx. (6.53)
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Umieszczenie ich w réwnaniu (6.50) daje nam

s (w N 2 (T
; (un(t) + ( T ) U (t) fn(t)> sm( 3 x) =0. (6.54)
Z jednoznacznosci rozwiniecia w szereg Fouriera kazdy wyraz powyzszego szeregu musi sie
zerowac dajgc nieskoriczony ukiad réwnan

w(t) + (“T“)z oPun(t) = fult), un(0)=0, neN, (6.55)

gdzie skorzystaliémy z zerowania si¢ warunku poczatkowego. Na szczeScie kazde z tych rownan
jest niezalezne dlatego mozemy je rozwigzaé jedno po drugim. Rozwigzaniem (otrzymanym na
przykiad za pomocg czynnika catkujacego) jest oczywiécie

U (t) = J: e ()¢ (1)dr. (6.56)

OtrzymaliSmy zatem rozwigzanie naszego problemu. Laczac (6.51) z (6.56) mozemy napisaé

u(x,t) = i (

n=1

Jt e(ntﬂ)z“z(tﬂfn(’c)d’c) sin (%x) : (6.57)

0

Pokazanie, ze powyzszy wzor rzeczywiscie okre$la rozwigzanie zagadnienia ciepta z niejednorodnosécig
jest podobne jak w przypadku warunku poczatkowego.
Aby uwydatni¢ fizyczng interpretacje rozwigzania mozemy znowu wprowadzi¢ funkcje Gre-

ena. Aby to osiggna¢ wykorzystajmy wzor (6.52)) i zapiszmy w postaci

7T

t (L 0 2, t (L
w(x,t) = J J EZ((%) o (1) i <”T“x) sin (”%‘a) f(£, T)dEdT :J J G(x, &, t—1)f(£, T)dEdT,

oJo L= 0Jo
(6.58)
gdzie G jest funkcjg Greena zdefiniowang w (6.45). Jest to bardzo elegancki wzér méwigcy nam,
ze dla zerowych warunkéw poczatkowych i brzegowych rozkiad temperatury jest superpozycja
punktowych Zrédet ciepta umieszczonych w (&, t — ) o sile f(&, T) (czyli w kazdym punkcie preta
oraz we wszystkich poprzednich czasach).

6.1.3 Niezerowe warunki brzegowe

Pozostato nam do rozwigzania zagadnienie z niezerowymi warunkami brzegowymi (6.25)

Uy = (qu“xm Xy t) € (O> L) x (OaT)»
w(x,0)=0, xel0,L] (6.59)
u(o)t) = H(t)> U(L,t) = V(t)) H(O) = V(O) =0, t>0.

Bardzo uzyteczng technikg rozwigzania tego zagadnienia jest rozwazanie odstepstwa od pewnej
odpowiednio wybranej funkcji. Podstawmy zatem

u(x,t) = U(x,t) + v(x,t), (6.60)
gdzie U zostanie zaraz wybrana tak, Zeby

U0,t) =, U(Lt) = v(t). (6.61)
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Prawdopodobnie najprostszym (mozna poda¢ nieskoriczenie wiele innych funkcji) wyborem jest
X
UG, t) = p(t) + 7 (v(t) — u(t) . (6.62)
Poniewaz zachodzi (6.59) to nieznana funkcja v spetnia

Vi = (szxx - ut» (X)t) € (O> L) X (O)T)>
v(x,0) = —U(x,0), xe€][0,L] (6.63)
v(0,t) =0, v(L,t)=0, n(0)=v(0)=0, t>0.

a taki problem juz rozwigzaliémy poprzednio. Mamy zatem

L
u(x,t) = U(x,t) — J
0

G(x, &, t)U(E,0)dE — Jt JL G(x, &t — 1)U, (&, T)dEdT. (6.64)
0Jo

Dla innych warunkéw brzegowych funkcja U bedzie miata inng postac.

Mozemy teraz polaczy¢ (6.46), (6.57) oraz (6.64) aby otrzymac ostateczne rozwigzanie zagad-
nienia (6.21)
L

t pL
Glx, & 1) (b(E) — u(a,onduj J Glx, &t — 1) (f(£,7) — Us(&, 7)) dEdr,

u(x,t) = U(x,t) + J
0 Jo
(6.65)

0

gdzie U jest zdefiniowane w (6.62).

6.1.4 Jednoznaczno$¢

PokazaliSmy, ze zagadnienie (6.21) posiada rozwigzanie. Powstaje oczywiste pytanie - czy jest
ono jedynie? Odpowiedz jest twierdzgca. Udowodnimy ten fakt za pomocg bardzo eleganckiej
metody oszacowan energetycznych.

Twierdzenie 5. Zagadnienie posiada dokladnie jedno ograniczone rozwigzanie.

Dowéd. Niech (6.21) ma dwa rozwigzania u; oraz u,. Oznaczmy ich réznice poprzez w =
u; —uy. Wtedy w spetnia jednorodne réwnanie ciepla wraz z zerowymi warunkami brzegowymi
i poczatkowym (liniowos¢!). Zdefiniujmy energie rozwigzania

L
E(t) = % J w(x, t)dx. (6.66)
0
Oczywiscie mamy E > 0. Sprawdzimy jak zachowuje si¢ jej pochodna
L L
%E(t) = J w(x, t)we(x, t)dx = OCZJ w(x, )Wy (x, t)dx, (6.67)
0 0

gdzie skorzystaliémy z tego, ze w spetnia réwnanie ciepta. Calkujac teraz przez czesciikorzystajac
z warunkéw brzegowych mamy

d L L

aE(t) = W(x, t)wy(x, t)[ —J wy(x, t)?dx = —J wy(x,t)?dx < 0, (6.68)
0 0

czyli energia jest nierosngca w czasie. Poniewaz w spelnia zerowy warunek poczatkowy, to

E(0) = 0. Laczac to z dodatnig okreslonoscig energii otrzymujemy E(t) = 0 dla kazdego czasu.

Poniewaz funkcja podcatkowa jest nieujemna, to musimy mie¢ w = 0, czyli u; = u,. Rozwigzanie

jest zatem jedyne. O

Zauwazmy, ze powyzszy dowdd korzysta z czysto fizycznej wielkosci - energii - i poprzez rozu-
mowanie pokazuje, ze z zerowych warunkéw poczatkowych i brzegowych, jednorodne réwnanie
ciepla nie moze mie¢ rozwigzania innego niz zerowe. Najwazniejszym krokiem jest tutaj skorzy-
stanie z liniowosci réwnania aby otrzymac jednorodne réwnanie na w. Dla réwnan nieliniowych
sprawa nie bylaby az taka prosta.
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6.2 Roéwnanie ciepla na obszarach nieograniczonych

ZobaczyliSmy zatem jak mozemy rozwigza¢ zagadnienie przewodnictwa cieplnego dla jedno-
wymiarowego preta (odcinka). Teraz skupimy sie na tym samym zagadnieniu okre$lonym na
obszarach nieograniczonych.

6.2.1 Prosta

Kiedy mamy do czynienia z o§rodkiem, ktérego wymiary sg duzo wieksze niz charakterystyczna
predkosé¢ dyfuzji cieplnej pomnozona przez skale czasowg to bardzo dobrym modelem takiego
zagadnienia jest rozwazanie rownania ciepta na prostej. Mozemy réwniez mysle¢ o tym, ze pret
jest opisany odcinkiem [—L, L] gdzie L — oco. Takie przejscie graniczne jest sposobem otrzymania
rozwigzania dla naszego zagadnienia, my jednak péjdziemy inng droga.

Zauwazmy, ze mOwienie o warunkach brzegowych dla nieskoriczonej prostej wymaga odro-
biny subtelnoéci. Przejécie graniczne powodujgce rozwazanie coraz to wiekszego odcinka su-
geruje, zebySmy zadali warunki w nieskoriczonosci. Fizycznie uzasadniony jest zatem warunek
mowigcy, ze temperatura maleje do zera gdy oddalamy sie do nieskoficzonosci (jest to réwniez
wymagane dla jednoznacznosci rozwigzania). Nasze zagadnienia ma zatem posta¢

U= Pl (%,t) € R X (0,T),
u(x,0) =od(x), xR (6.69)
u(—oo,t) =0, u(oo,t) =0, t>0.

Badamy zatem jak poczatkowy rozklad temperatury ¢(x) bedzie ewoluowat w czasie na nie-
skoficzonym obszarze. Jest kilka sposobéw rozwigzania tego zagadnienia: wspomniane przejécie
graniczne, metoda transformaty Fouriera, metoda fal ptaskich oraz samopodobienistwo. My
zastosujemy te ostatnig technike poniewaz jest réwniez bardzo uzyteczna do badania réwnan
nieliniowych. Reszta zostanie prze¢wiczona w zadaniach.

Metoda rozwigzan samopodobnych opiera si¢ na spostrzezeniu, ze je$li u spelnia réwnanie
ciepta to dla dowolnej A funkcja v(x, t) := u(Ax, A’t) jest réwniez rozwigzaniem poniewaz

Ve =AU, Ve = AUy (6.70)

Sugeruje to, zmienna x* gra podobng role jak t. Bedziemy poszukiwaé samopodobnego rozwigzania
rownania ciepta spelniajgcego zachowanie ciepta, to jest

% J~oo u(x,t)dx = 0. (6.71)

—00

WprowadzZmy zatem zmienng samopodobna

X 1 X
=—, ) =—=ul—». 6.72
2= w0 =74 () o2
Pokazemy teraz, ze funkcja jednej zmiennej U = U(z) jest dobrze zdefiniowana. Najpierw zacho-
wanie energii
o0 ‘I o0 o0
JOO u(x,t)dx = ﬁ JOO u (%) dx = Joo U(z)dz = const., (6.73)
czyli cieplo jest rzeczywiscie zachowane. Jest to pow6d, dla ktérego wybraliémy skfadnik t~'/
przed funkcja U w (6.72). Mozemy policzy¢ teraz pochodne

1 1 1
W) = == —=U(z) — = =U'(2), 1 =

e u’(z). (6.74)



Zatem rOwnanie ciepta ma posta¢ samopodobna

1 1
— Eu — Zzu' =o’U”. (6.75)

Warunek brzegowy w nieskoriczono$ci ma postac
U(£o0) = 0. (6.76)

Dodajmy do niego jeszcze naturalne wymaganie aby strumien ciepta w nieskoriczonosci zanikat
k
0 = q(doo,t) = —ku,(Foo,t) = —¥U’(j:oo), (6.77)

czyli U(£o0) = 0. SprowadziliSmy zatem réwnanie czgstkowe do réwnania zwyczajnego, ktére
mozemy nawet rozwigzac obserwujac, ze U + zU’ = (zU)’, czyli po scatkowaniu

1
— zzu = o’U’ + C. (6.78)
Stalg catkowania wybierzmy C = 0, co jest r6wnoznaczne z zadaniem aby rozwigzanie miato
u’(0) = 01ub U'(z) — 0 gdy z — +oo. Mamy zatem —%ZU = oUW’ co z fatwoscig mozemy
scatkowad i otrzymac

Z2
U(z) = De =2, (6.79)

gdzie stata D jest dowolna. Wygodnie jg zatem wzig¢ tak, aby calkowita energia cieplna byta
réwna 1, to jest D = v4na? (zadanie). Ostatecznie, nasze rozwigzanie ma postaé

1 x2
u(x,t) = e 2t = G(x,t 6.80
(x, ) Nrr ) (6.80)
Funkgja G jest okreslana jako jgdro ciepla lub tez jgdro Gaussa-Weierstrassa. Pokazemy niebawem ze
jest to funkcja Greena dla zagadnienia poczatkowego (6.69). Mozna pokazad, ze jadro ciepta dla
n-wymiarowej przestrzeni przedstawia si¢ wzorem
1 x2

v (681)

gdziex? =x-x=) I, x%

Zauwazmy, ze nigdzie nie skorzystaliSmy z warunku poczatkowego ale widzimy, ze u(x, 0)
nie istnieje (Rys. [6.2.1). Dokladniej, 1(0,t) dazy do nieskoriczonosci a u(x,t), x # 0 dazy do 0
dla t — 0. Pamietajmy jednak, Zze catka z G(x,t) po x jest rowna 1 dla kazdego czasu. Fizycznie
oznacza to, ze jednakowa ilo$¢ ciepta jest skoncentrowana coraz blizej x = 0 powodujac wzrost
temperatury. Mozemy wykorzysta¢ ten fakt i wyprowadzi¢ rozwigzanie zagadnienia (6.69). Gdy
t jest bardzo mate G(x — &, t) jest rowne zero niemalze wszedzie oprécz malutkiego otoczenia x.

Chcieliby$my, zeby temperatura wynosita tam ¢(x), to znaczy

bix)~ | Gl-E R 0. 652)
Tak rzeczywiscie jest i pokazemy, ze rozwigzaniem jest
uix ) = [ Gl £ 0oE)E, (683)

Czyli G jest rzeczywiscie funkcja Greena dla naszego zagadnienia poczatkowego (punktowym
zrédtem ciepta).
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Rysunek 15: Jadro ciepta dla czaséw t = 2,1,0.5,0.1.

Twierdzenie 6. Niech ¢ bedzie ciggla oraz ograniczona na R. Wtedy funkcja w dana wzorem (6.83)
spelnia rownanie ciepla, jest ograniczona oraz

u(x,t) = d(x) gdy t—0. (6.84)

Dowéd. Sprawdzenie zachodzenia réwnania ciepla pozostawiamy na ¢wiczenia wiec zajmiemy
sie uzasadnieniem granicy. Ograniczonos$¢ u wynika od razu z ograniczonosci |p| < M

)] < JOO Glx— & )d(E)IdE < M, (6.85)
poniewaz catka z jadra ciepta wynosi 1. ZO;uwaZmy teraz, ze z takiego samego powodu
oix) = [ Glx—g Uo0dE (6.86)
co daje nam )
u(x, 1) — b(x)] < : Glx— & 1IB(E) — b(x)IdE. (6.87)

Wybierzmy teraz dowolng liczbe € > 0 i rozbijmy catke na trzy sktadowe

[X—E X+e€ (o]
’LL(X, t) — (I)(X” < +J +J = I] + Iz + 13. (688)

J—o0 X—€ X+e

Pokazemy, ze kazda z nich dazy do O jesli t > 0. Calki I; oraz I sg analogiczne dlatego rozwazmy
tylko jedna z nich i od razu skorzystajmy z ograniczonosci ¢

_—€

M J"‘e _xe)? 2M (Vae2: _2
I < e a2t d& = —J e “dz. (6.89)
] Vanott J - \/7T[ —00

W ostatniej calce zamieniliémy zmienne. Jesli teraz t — 0" to wyrazenie po prawej stronie dazy

do zera z jednostajnej zbieznosci catki dla ustalonego e. Rezultat ten zachodzi réwniez dla e

zaleznego od t takiego, ze e(t)/v/t — oo dlat — 0. Podobnie I3 — 0. Calke I, szacujemy inaczej
x+e€

[, < max MD(E)—CD(X)!J G(x—&t)dE < max  [d(E) — d(x)l. (6.90)

Ee(x—ex+e) x—e £e(x—ex+e€)
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Z ciqgloéci funkcji $ widzimy teraz, ze wraz z € wyrazenie po prawej stronie powyzszej nierow-
nodci staje sie¢ dowolnie male (maksimum jest brane po coraz mniejszym zbiorze). WeZmy na
przyklad e = ti tak aby wcigz catki I; oraz I3 dazyly do 0. O

Widzimy, ze dzieki funkcji Greena rozwigzanie zagadnienia na prostej moze by¢ zapisane
w dokladnie takiej samej formie jak odpowiednie zagadnienie na odcinku. RoéZna jest jedynie
funkcja Greena i dla r6znych obszaréw bedzie przyjmowata inng posta¢. W doktadnie taki sam
spos6b jak powyzej mozemy pokazaé, ze rozwigzaniem zagadnienia niejednorodnego

U = &u +f, (x,t) €R x (0,T),
u(x,0) =0, xeR (6.91)
u(— Oot)z

0, u(oo,t) =0, t>0.
jest
t poo
u(x,t) = J J G(x — & t—1)f(&, 1)dédT. (6.92)
0J—c0

Widzimy, ze funkcja Greena jest bardzo uzyteczna. Zwlaszcza w rozwazaniach teoretycznych.

Przyklad. (Dyfuzja chmury) Wyobrazmy sobie chmure pytu, ktéra powstaje z wybuchu punk-
towego fadunku w powietrzu. Niech u = u(x,t) oznacza stezenie dymu. Zastanowimy sie
nad kwestig widoczno$ci chmury po czasie i nad momentem catkowitego jej znikniecia. Jesli
zatozymy, ze czasteczki pylu ewoluujg jedynie dyfuzyjnie to ich stezenie wyraza si¢ wzorem
(punktowy warunek poczatkowy daje funkcje Greena)

Q xz +y2+22

e At (6.93)
(4tDt)

u(x,t) =

Nlw

gdzie Q jest catkowitg iloScig pytu oraz D jest dyfuzyjnoscig. Zgodnie z teorig promieniowania,
natezenie $wiatla I przy przejéciu przez oSrodek moze by¢ obliczone z réwnania

dI

— =— I 6.94

= sl (694
gdzie k jest stala zalezng od rodzaju wlasnosci osrodka innych niz gestos¢. Tutaj zmienng
niezalezng jest droga s, ktérag przebywa promieniowanie w drodze d Zrédta do obserwatora.
Réwnanie to mozna od razu rozwigzaé

I(s) =Ipexp (—KJu(S)dS) . (6.95)

Zauwazmy, ze widzialnos¢ czyli stosunek % zalezy tylko i wylgcznie od wartosci catki. Rozwazmy
rzut powierzchni chmury na plaszczyzne xy, a Zrédto $wiatlta w nieskoriczonos$ci. Ponadto zo-
rientujmy droge Swiatta zgodnie z osig Oz. Wtedy

Nlu

o0 2ay2 [° 22 Dt 2 4y2 x21y2
J u(x, t)dt = Le_ aDt J e itdz = Q—ﬂ36_ = Q e Dt , (6.96)
0 (4nDt) 0 (4nDt)2 8nDt

Jesli nasz instrument optyczny (oko) ma czulo$¢ 9, to jest chmura przestaje by¢ widoczna dla

L =e’to
XZ+ 2
§ = 87%;’( —ot (6.97)
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okresla brzeg chmury w chwili t. Zatem granica chmury r = x* + y? wyraza sie nastepujaco

r(t) = 2\/ _Dtln 8”QDK&. (6.98)

Powyzsza funkcja najpierw roénie od zera to swojego maksimum, a p6Zniej maleje z powrotem do
zera. Latwy rachunek pozwala wyliczy¢ doktadne wartosci tych charakterystycznych punktéw.

6.2.2 DPélprosta

Zagadnienie rozprzestrzeniania si¢ ciepta na pétprostej wystepuje czesto w sytuacjach, w ktérych
interesuje nas zachowanie si¢ uktadu w okolicy jednego z koricow preta. Drugi koniec znajduje
sie bardzo daleko (w nieskoriczonosci) i jego wplyw na dynamike jest znikomy. Oprécz warunku
poczatkowego musimy zada¢ réwniez jeden warunek brzegowy. Rozwazymy jedynie warunek
Dirichleta zostawiajac inne do rozwazenia w zadaniach.

u(x,0) = ¢(x), xeR (6.99)

W = o +f,  (x,t) e R x (0,T),
U(O,t) = H(t)> t>0.

Jak zwykle powyzszy problem mozemy rozbi¢ na trzy osobne i rozwazy¢ wszystkie po kolei.
Spéjrzmy najpierw na jednorodne zagadnienie poczatkowe

,0)=¢d(x), xeR (6.100)
t) =0

W celu rozwigzania zagadnienia mozemy wykorzysta¢ wyniki dotyczace prostej. Zauwazmy, ze
jesli zdefiniujemy funkcje pomocniczg okreslong na prostej

Y(x) = { ?E;()’—x), zi gi (6.101)

to oczywiscie P (x) = d(x) dla x > 0. Zauwazmy réwniez, ze powyzsza definicja jest poprawna
gdyz dla x < 0 mamy —x > 0. Méwimy, ze \ jest nieparzystym przedtuzeniem ¢. To przedtuzenie
moze by¢ uzyte jako warunek poczatkowy (zgadzajacy sie z ¢ na potprostej) dla zagadnienia

(6-69). Rozwigzaniem jest oczywiscie

wix ) =] G- £ UblE)dE (6102)
Z definicji jadra ciepta wynika, ze G(x, t) jest funkcja parzysta w x, zatem
w0, = | Gl-g (e = | 6l tvE)dE =0, (6103)

poniewaz calka po symetrycznym przedziale z funkcji nieparzystej jest réwna zero. Tak zdefi-
niowane u spelnia zatem jednorodny warunek brzegowy oraz oczywiscie u(x,t) — ¢(x) kiedy
t — 0% dlax > 0. Czyli ujest rozwigzaniem zagadnienia (6.100). Mozemy je wyrazi¢ w terminach
jedynie danego warunku poczatkowego piszac

0 0o
u(x,t)zj Glx — & t)(—d(—£))dE + J Glx — & 1)(b(E))dE. (6.104)

0
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Zamieniajac zmienng w pierwszej calce mozemy ostatecznie napisaé

o0

wlix,t) = | (6(x—£1) = Glx+ £, 1)) dlE)e. (6-105)
0
Jest to rozwigzanie jednorodnego zagadnienia ciepta na pétprostej z warunkiem poczatkowym.
Metoda definiowanie funkcji pomocniczej 1\ zwana jest requtg odbicia. W podobny sposéb mozna
otrzyma¢ rowniez rozwigzania innych zagadnieni na pétprostej (zadania).

Przyklad. (Temperatura we wnetrzu Ziemi) Niech u = u(x,t) oznacza temperature we wnetrzu
Ziemi na glebokosci x i w czasie t. Prostym modelem jest

W = oy + T, (6.106)

gdzie f jest tempem generowania ciepla przez reakcje jagdrowe (jest to gtéwne zrédlo energii ter-
malnej na naszej planecie poniewaz promieniowanie stoneczne niemal catkowicie jest wypromie-
niowywane z powrotem w kosmos). Najbardziej popularng hipoteza jest zatozenie, ze pierwiastki
promieniotworcze znajduja sie w litosferze czyli wierzchniej warstwie Ziemi, czyli

A <H
f(x)={ P’ iiﬁ— ’ (6.107)
M )

gdzie H > 0 jest pewng charakterystyczng glebokoscia. Gdy zalozymy, ze u(x,0) = 0 oraz
u(0,t) = 0, czyli badamy wplyw samego rozpadu radioaktywnego na temperature to od razu
mozemy napisac rozwigzanie (patrz (6.105) oraz )

W t) = Jt ro (Glx— &t —1) — G(x+ & t — 1)) f(£)dEdT
0.0 (6.108)

A t pH
:_JJ (G(x—&t—1)—G(x+&,t— 1)) dédr,
CP Jo Jo

gdzie G jest jagdrem ciepta.

6.3 Zasada maksimum

Rozwigzanie réwnania ciepla ma bardzo wazng wlasnos¢ zwang zasadg maksimum. Jej fizyczna
interpretacja jest bardzo przejrzysta i méwi, ze maksimum temperatury moze wystgpi¢ jedynie
na brzegu obszaru lub w chwili poczatkowej. W przypadku braku Zrédet jest niemozliwe aby
podnies$¢ temperature do warto$ci wiekszej niz ta obecna wladnie na brzegu lub na poczatku.
Udowodnimy to twierdzenie dla obszaru ograniczonego.

Twierdzenie 7 (Zasada maksimum). Jezeli funkcja w = u(x, t) jest ograniczona oraz ciggta na [0, L] x
[0, T] oraz spetnia réwnanie ciepta na (0,L) x (0, T] to jej wartosci maksymalne oraz minimalne mogg
wystqpic jedynie na bokacht =0, x =0 lubx = L.

Dowéd. Niech M oznacza maksimum funkcji u na odpowiednich bokach prostokata, to jest t = 0,
x = 0lub x = L. Zalézmy teraz nie wprost, Ze istnieje taki punkt (xo, ty) nalezacy do wnetrza
obszaru lub jego gornej krawedzi t = T, w ktérym

LL(Xo, to) =M+e. (6109)

Z warunku koniecznego istnienia maksimum musimy mie¢ u,(xo, to) = 0 oraz u,(xo,ts) < 0.
Poniewaz maksimum wystepuje tez wzgledem czasu, to u(xo, to) > 0 gdzie nieréwnosé¢é wystepuje
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w przypadku t = T. Z réwnania ciepta mamy oczywiscie u; = o1, czyli sprzeczno$é wystepuje
jesli uy > 0. Musimy zatem pokazad, Ze istnieje taki punkt (x;, t;) dla ktérego pochodna po czasie
jest dodatnia.

Zdefiniujmy pomocnicza funkcje

vix,t) ;== ulx,t) + k(to — t), (6.110)

gdzie k jest dowolng i ustalong liczbg dodatnig speiniajgcg warunek k < 5. Wtedy oczywiScie
mamy v(Xo, to) = u(xo,to) = M + € oraz k(to —t) < kT. Zauwazmy, ze v(x,0) = u(x,0) + kty <
M + kT < M + § oraz podobnie dla u(0,t) i u(L,t). Poniewaz funkcja v jest ciggta jako suma
dwoch funkgji ciggltych musi przyjaé swoje maksimum w pewnym punkcie (x;,t;). Z tego, co
przed chwilg zauwazyliémy musimy mieé¢ v(x;, t;) > v(xo,to) = M+ €. Poniewaznabokacht =0,
x = 0ix = L zachodzi v < M + 5 to (x1,t;) musi naleze¢ do wnetrza prostokata lub jego boku
t =T. W tym punkcie

Ve (X1, 1) = W (X1, 14) > 0, (6.111)

oraz
vi(x1,t1) = wlx, t) —k >0, (6.112)
co daje ostrg nier6wnos¢ w(xi, t;) > 0. Istnieje zatem taki punkt, w ktérym réwnanie ciepta nie
jest spetnione. Sprzecznos¢. [

Najwazniejszym wnioskiem z zasady maksimum jest twierdzenie o jednoznacznos$ci rozwigzania
réwnania ciepfa. Istnienie juz pokazaliémy konstruujac explicite rozwigzania na réznych obsza-
rach.

Twierdzenie 8 (Jednoznaczno$c¢). Niech dwie funkcje ciggle w; i u, sq okreslone na [0, L] x [0, T] spetniajg
réwnanie ciepla

W = Uy + 1, (x,t) € (0,1) x (0, 00) (6.113)
z identycznymi warunkami poczgtkowymi oraz brzegowymi dla kazdej z nich. Wtedy w, = u,.

Dowéd. Zdefiniujmy v := u, — u; i zauwazmy, Zze v jest r6wniez rozwigzaniem réwnania ciepta
ale tym razem z zerowymi warunkami poczatkowymi. Ponadto jest ciggta i z zasady maksimum
przyjmuje swoje maksimum dlat = 0, x = 0 lub x = L. Zerowanie si¢ warunkéw pocigga za sobg
v=0,czyliu =u,. O

Przyklad. (Rozwigzania nieograniczone) Zauwazmy, ze istotnym sktadnikiem dowodu jednoznacz-
nodci jest znikanie rozwigzania w nieskoriczonosci czyli (fizycznie uzasadniona) ograniczonos¢.
Gdy zrezygnujemy z tego wymagania to sytuacja si¢ powaznie komplikuje. Niech

X2

X )G(x,1) (6.114)
zﬁt% X ) ) *
gdzie G jest jadrem ciepta oraz dla uproszczenia i bez utraty ogélnosci przyjeliSmy o« = 1. Bez-
posérednim rachunkiem mozemy pokazaé, ze w spelnia réwnanie ciepta wy = w,, na prostej.
Ponadto,

w(x,t) ;=

lim w(x,t) =0, t>0 oraz hrn w(x,t) =0, x >0, (6.115)

x—o0 t—0
czyli zar6wno warunki brzegowe oraz poczatkowy sg zerowe. Zatem jesli u jest rozwigzaniem
réwnania ciepta z dowolnym warunkiem poczatkowym to u + Cw réwniez nim jest dla
dowolnej stalej C € R. Co jest zatem nie tak? Funkcja w jest tak naprawde nieograniczona.
Zobaczyé to mozna sprawdzajac jej wartosé w t — 07 podazajac po krzywej x = 2/t
1

Tim w( 2Vt 1) = = lim ﬁ = 0. (6.116)

Zatem jedli nie kierujemy sie fizyka to mozemy otrzymac naprawde nieintuicyjne rezultaty!
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6.4 Dyfuzje nieliniowe

W wielu zastosowaniach konieczne jest aby wspétczynnik dyfuzji zalezat od koncentracji badanej
substancji.

Przyklad. (Insekty) Zat6zmy, ze populacja insektéw rozprzestrzenia sie¢ dyfuzyjne. Sensownie
jest zalozy¢, Ze strumien takiego ruchu zalezy nieliniowo od licznoéci populagji (istnieje presja
populacyjna do szybkosci zdobywania nowego terenu). Wtedy réwnanie dyfuzji ma postaé

u = (D(uw)uy)y. (6.117)
Mozna je rozpisac jako
W = D" (Wug + D(u)u, (6.118)
czyli dzieki nieliniowosci pojawia sie dodatkowy czton konwekcyjny.

Przykltad. (Ciekty hel) W niskich temperaturach ciepto w ciektym helu jest transportowane zgodnie
z innym prawem niz Fouriera. Opisuje je r6wnanie Gorter-Mellinka

w = (kTé) . 6.119)

x

Zauwazmy, ze rOwnanie ma osobliwos¢ dla T, — 0.

Przyktad. (Osrodek porowaty) Niech u = u(x, t) oznacza wilgotnos¢ objetosciowq gleby w punkcie
x i czasie t. Jedli zaniedbamy grawitacje to zgodnie z prawem Darcy’ego woda w nienasyconym
o$rodku porowatym rozprzestrzenia si¢ zgodnie z gradientem ci$nienia kapilarnego, czyli

dp

q=—kg, (6.120)

gdzie k jest zwigzane z rozkladem poréw w oérodku. Eksperyment pokazuje, Ze ci$nienie kapi-
larne jest monotoniczng funkcjg wilgotnosci. Zatem

dp ou
=—k——. 6.121
q du ox ( )
Zachowanie masy daje nam teraz
uy = (D(uwy, (6.122)

gdzie zdefiniowali$my dyfuzyjno$¢ osrodka. W bardzo wielu przypadkach ta wielko$¢ jest funkcja

potegowa, czyli
uy = Do(u™uy )y, (6.123)

gdzie m > 0 oraz Dy > 0. Powyzsze réwnanie nosi nazwe réwnania osrodka porowatego. Jest ono
osobliwe dlau — 0.

Przyklad. (Lodowce) Rozwazmy ogromng mase lodu - lodowiec lub lagdoléd. Niech h = h(x,t)
bedzie wysokoscig lodowca w punkcie x i czasie t (jak zwykle ma to miejsce, lodowiec porusza
sie gtéwnie w jednym kierunku wiec sensowne wydaje si¢ przyblizenie jednowymiarowe). Jesli v
oznacza predkosé lodowca, a M tempo opadu $niegu to zachowanie masy daje

hy + (vh), = M. (6.124)
Prawo konstytutywne méwiace o predkosci lodowca pochodzi od Glena i Nye i méwi

v = kht", (6.125)
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gdzie k, n sg stalymi, a T jest naprezeniem wywotujagcym ruch lodowca. Zwykle n ~ 3. Po-
niewaz lodowiec porusza si¢ gtéwnie dzieki swojemu ciezarowi to naprezenie dane jest prawem
hydrostatycznym (zaniedbujemy tutaj ci$nienie atmosferyczne)

T = —pghh,. (6.126)

Podstawiajac wszystko do prawa zachowania mamy
h = K (h““ ™! hx> M, (6.127)

gdzie K jest kolejng staly. Jest to wysoce nieliniowe podwdjnie zdegenerowane réwnanie parabo-
liczne.

Przyklad. (Reakcja-dyfuzja) Wiele zjawisk w przyrodzie zawiera zar6wno elementy dyfuzyjne jak
i reakcyjne. Mozna to opisa¢ réwnaniem

u; — Duyy = f(u), (6.128)

gdzie f odpowiada za czlon reakcyjny. Na przykiad, jesli zalozymy Ze u opisuje licznos¢ po-
pulacji dyfundujacej w przestrzeni oraz rozmnazajacej sie zgodnie z prawem logistycznym to
otrzymujemy réwnanie Fishera

u
u — Du,, =1u <1 — E) . (6.129)
Przyklad. (Réwnanie Burgersa) Prototypowym réwnaniem nieliniowej konwekcji-dyfuzji jest réw-
nanie Burgersa

Uy + un, = Duy,. (6.130)

Pierwszy czlon tego réwnania spotkaliémy juz wczedniej przy okazji badania fal uderzenio-
wych. Okazuje sig, ze czlon dyfuzyjny dziata przeciwko nieliniowej konwekgji i potrafi zata-
godzi¢ katastrofe gradientowa. Powyzsze réwnania powstaje jako najprostszy model konwekcji
plynu lepkiego, wtedy D jest lepko$cig kinematyczng ptynu. Istnieje zadziwiajgcy wzoér zwany
transformacjg Cole-Hopfa przeprowadzajacy rownanie Burgersa w liniowe réwnanie ciepfa.

Niech najpierw u = wy dla pewnej funkcji w. Wtedy daje nam

Uyt + WeWyx — DWWy = 0, (6.131)

co mozna od razu scatkowac :
w + zwi — Dwyy =0, (6.132)

gdzie stata calkowania si¢ zeruje poniewaz zaktadamy, ze w nieskoriczono$ci rozwigzania znikajq.
W konicu podstawy
w = —2DInv. (6.133)

Obliczajac pochodne czastkowe w mozemy napisac

1 2D
0=w;+ zwi — Dwyy, = - (vi — Dy ) . (6.134)

Zatem podstawienie u = —2Dv v, co daje pozwala nam zamienic¢ (6.130) w

Vi = Dv,,. (6.135)
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Jesli u spetnia warunek poczatkowy u(x,0) = ¢(x), to v spetnia
v(x,0) = exp (——J cb(y)dy> = (x). (6.136)
0

Od razu mozemy zatem zapisa¢ rozwigzanie naszego zagadnienia poczatkowego dla réwnania
Burgersa

v = [ Glx—g twlelag (6137)
a po powrocie do zmiennej wyjSciowej maro;y
u(x,t) = IOOTOXT(E_QK_(&E? )da, (6.138)
o e dE
gdzie
K(E 1) = & ;t‘i)z n L b(y)dy. (6.139)

OtrzymaliSmy zatem wzoér analityczny na rozwigzanie zagadnienia poczatkowego dla réwnania
Burgersa. Jest to jeden z niewielu przypadkéw, gdzie trudne réwnanie nieliniowe moze by¢
rozwigzane za pomoca jawnego wzoru. Nie nalezy jednak przecenia¢ znaczenia faktu, Zze posia-
damy rozwigzanie analityczne - w koricu jest ono bardzo skomplikowane i na pierwszy rzut oka
nic nam nie méwi. Istnieje jednak szereg technik aproksymacyjnych, ktére pozwalaja na zbada-
nie zachowania sie¢ rozwigzania dla réznych granic oraz szczegélnych warunkéw poczatkowych.
Najwazniejszym przypadkiem granicznym jest oczywiscie D — 0. Mozemy wtedy zobaczy¢ jak
z gladkiego rozwigzania tworzy sie fala uderzeniowa. Nie bedziemy jednak robi¢ tego tutaj.

6.4.1 Rozwigzania samopodobne

Nieliniowe réwnania paraboliczne stanowig ogromng galaz wspoélczesnej matematyki. Nie ma
og6lnych metod ich rozwigzywania a nawet badania ich rozwigzan. Jednakze bardzo uzyteczna
jest metoda poszukiwania rozwigzarn samopodobnych. Nie daje ona odpowiedzi na zagadnie-
nia poczatkowe czy brzegowe ale bardzo czesto pozwala na znalezienie kandydatéw na postaci
asymptotyczne innych rozwigzan.

Metoda rozwigzan samopodobnych ma swoje Zrédla w geometrycznej teorii grup Liego ale
tutaj zobaczymy jednak jej praktyczng wersje. Zat6zmy, ze mamy réwnanie

uy = (D (W, (6.140)

lub jakiekolwiek inne réwnanie paraboliczne nieliniowe. Przykltadowo zajmijmy sie réwnaniem
osrodka porowatego D(U) = U™. Poszukajmy rozwigzan postaci

u(x,t) =t*Um), n=xt° (6.141)
gdzie stale a i b trzeba wyznaczy¢. Obliczajgc pochodne mamy
we = at® 'Um) + bxt* > U (), u, =t*°U'(n). (6.142)
Mozemy podstawi¢ je do réwnania i otrzymac
at® U 4 bt* U’ = ter2rme (umu’y’. (6.143)

Zatem aby réownanie miato sens to a — 1 = a+2b +ma. Musimy jeszcze znalez¢ drugie réwnanie
aby wyznaczy¢ stalg a. Mozna to zrobi¢ z warunkéw brzegowych (o ile tylko jest to mozliwe). Dla
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przykiadu zat6zmy, ze w chwili t = 0 uwolniona zostaje stata iloé¢ substancji w punkcie x = 0.
Oznacza to, ze catkowita masa jest stala

C= J u(x,t)dx = taJ U (xt°) dx = t“bJ U(n)dn. (6.144)
Zatem aby powyzsze rownanie mialo sens musimy mie¢ a = b. Pierwsze réwnanie na parametry
daje nam zatem a = —m Rozwigzanie samopodobne ma postac
u(x, t) = t 7= lU (xrz%m) , (6.145)
gdzie U spetnia
U+nU’) = umu’’. 6.146
— 5 (W) = (uru) (6.146)
Od razu mozemy zapisac
1
w' = umuh’ 6.147
— 5 (W’ = urwy, (6.147)
czyli
1
———nu=umu/, 6.148
e (6.148)

gdzie wzieliSmy stalg calkowania réwng zero. Od razu mozemy otrzymac gotowe rozwigzanie w
jawnej postaci

Um) = <K — ——nz) " . (6.149)

Znak + w indeksie dolnym oznacza, ze wzor jest poprawny jedynie dla dodatnich wyrazen pod
pierwiastkiem. Reszte uzupelniamy przez zero.
Zobaczymy teraz jeszcze inny przykltad, w ktérym pojawia sie¢ rOwnanie paraboliczne.

Przyklad. (Zamarzanie jeziora) Rozwazmy jezioro i przez u(x,t) oznaczmy jego temperature na
glebokosci x i czasie t. Wiemy, Zze poczatkowo u(x,0) = ¢(x). Zatézmy, ze na powierzchni panuje
pewna (ujemna) temperatura, czyli u(0,t) = u, a jezioro zaczyna zamarzaé. Po czasie t granica
miedzy lodem a wodg oznaczona jest przez s = s(t). Zauwazmy, ze punkt styku wody i lodu nie
jest znany i musi by¢ znaleziony jako cze$¢ rozwigzania.

Aby dopetnié¢ formutowania problemu potrzebujemy zadac¢ drugi warunek brzegowy. Podczas
kazdej przemiany fazowej nastepuje wymiana ciepta utajonego L (najednostke masy) z otoczeniem
przy zachowaniu statej temperatury. Gdy granica miedzy fazami zmienia si¢ o As w czasie At to
uwolnione zostaje cieplo pAsL. Aby energia byta zachowana, powyzsze ciepto musi réwnac si¢
réznicy ciepel miedzy fazami

(kiue(s(t) 7, 1) — kaux(s(t) 7, 1)) At = LpAs, (6.150)
przechodzac do granicy otrzymujemy warunek Stefana
kiux(s(t) 7, 1) —kous(s(t)", t) = Lps'(t), (6.151)

gdzie primem oznaczyliSmy pochodng zwyczajng po czasie. Tutaj k; oznaczajg wspéiczynniki
przewodnosci cieplnej kazdej z faz.

Kompletny problem mozna sformutowa¢ nastepujgco. Temperatura zmienia si¢ zgodnie z
rOwnaniem ciepta

o, 0<x<s(t)

o x> s (6.152)

w = a(x, s(t)) U gdzie «(x,s(t)) = {
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Mamy zadane warunki brzegowy oraz poczatkowy
u(x,0) = d(x), u(0,t) =u,. (6.153)
Na granicy miedzy fazami temperatura jest ciggta
u(s(t),t) =u(s(t)",t) =0, (6.154)
oraz nastepuje wymiana ciepta utajonego (warunek Stefana)
kit (s(t) 7, t) — ko (s(t) ", t) = Lps'(t). (6.155)

Podkreslmy, Zze s(t) nie jest znane od samego poczatku i musi zosta¢ znalezione. Warunek brze-
gowy jest zatem zadany na nieznanej granicy faz. Jest to jeden z zagadnien ze swobodnym brzegiem.

Sprébujmy rozwigzac¢ zagadnienie Stefana za pomocg metody rozwigzarn samopodobnych.
Niech u(x,0) = c. Gdyby nasze zagadnienie bylto jedynie problem z jedng fazg to wiemy z po-
przednich rozwazan, ze rozwigzanie réwnania ciepla na pétprostej jest funkcja x/+/t. Sprébujmy
zatem poszukac

X
u(x,t) =u = —. 6.156
(,t)=UMm), n i (6.156)
Wtedy tez musimy mie¢

s(t) = soV't, (6.157)

dla pewnego so > 0. Réwnanie ciepta zapisa¢ mozemy wtedy w postaci

1 r_ 29 (1 . . x;, 0<n<sy

— znu =aMm)u” gdzie «n)= X, 1> s, (6.158)

Zauwazmy, ze teraz nieznana granica faz jest stata. Réwnanie zwyczajne mozna od razu rozwigzaé
(poniewaz «(n) jest kawatkami state)

UM) = A, + By, Erf ( N ) , (6.159)
200

gdzie indeksy dolne 1,2 oznaczajg, ze dla kazdej dziedziny 0 < n < sy oraz x > 0 mamy inne
stale catkowania. Warunek poczatkowy tlumaczy si¢ na ¢ = u(x,0) = U(oo), z kolei warunek
brzegowy w x = 0 daje up = u(0,t) = U(0). Aby byly spetnione musimy zatem mie¢

A =1y Aj+B;,=c. (6.160)

Cigglos¢ u w punkcie n = sy oznacza

A1,2+B],2Erf( %0 ) = 0. (6.161)
20(1,2

Powyzszy uklad réwnaft mozna rozwigzac i otrzymac

cErf (;TOZ) o c
— ) - ) By = :
1 — Erf <;T°2> Erf (%) 1 — Erf (%)

Do znalezienia pozostala jeszcze stata sy, ktéra moze zosta¢ wyznaczona z warunku Stefana.
Otrzymujemy rownanie przestepne, ktére nalezy rozwigzaé¢ numerycznie.

A1 = Uy, Az = — B] = (6162)
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7 Teoria dystrybucji

7.1 Motywacja

Wybierzemy sie teraz na krétkg wyprawe w kierunku z pozoru niezwigzanego z réwnaniami
czagstkowymi. Zaréwno w teorii jak i w praktyce bardzo uzyteczne jest rozwazanie odwzorowan,
ktore sa ogdlniejsze niz funkcje. Widzieliémy juz, Ze jadro ciepla staje sie coraz bardziej skon-
centrowane w x = 0 przy t — 0. Jednocze$nie jego catka byta stale réwna jednosci. Graniczna
postaé takiego wyrazenia nie jest funkcjg co stoi w sprzecznosci do potocznie uzywanej nazwy
takiego tworu - ,funkcji Diraca” (my bedziemy moéwi¢ ,delta Diraca” lub , miara Diraca”). Fi-
zycznie, delta Diraca oznacza skoncentrowany w punkcie tadunek lub mase (powyzsze przejscie
graniczne uzasadnia te interpretacje).

Niektorzy (blednie) definiujg delte Diraca jako funkcje 6, ktéra ma wtasnos¢ taka ze 8(x) = 0
dla x # 0 oraz [ 5(x)dx = 1. Oczywiscie taka funkgja nie istnieje poniewaz znika ona na zbiorze
miary zero wiec jej calka jest rowniez réwna zero (a nie 1). Miejscami spotka¢ mozna réwniez
inng, karkotomng, definicje ktéra ktadzie 6(0) = oco. Oprécz powyzszej sprzecznodci, tym razem
wartosci delty wychodza poza zbiér liczb zespolonych (nie wiadomo co tutaj oznacza symbol co).

Powyzsze intuicyjne definicje sg uzywane wspoélczesnie i pokazujg trudnosé w Scistym zdefi-
niowaniu czym dokladnie jest granica jadra ciepla przy t — 0*. Historycznie, idee zwigzane z
,funkcjami uogélnionymi” pojawily sie juz w drugiej potowie XIX w. Byly p6Zniej uzywane for-
malnie przez Heaviside’a oraz Diraca. Dopiero jednak w latach pie¢dziesigtych XX w. wszystkie
pojecia zostaly nalezycie sformalizowane przez Laurenta Schwartza. Zajmijmy sie teraz przesle-
dzeniem odpowiedniej $cistej konstrukcji.

Jadro ciepta nie jest wyjatkowe w przyblizaniu delty Diraca. Zwlaszcza jesli chodzi o wlasnosé
tiltrowania wartosci funkgji.

Twierdzenie 9 (PrzybliZenie jednosci). Niech f bedzie dodatnig funkcjg catkowalng takg, ze

J f(x)dx = 1. (7.1)
R
Zdefiniujmy £, (x) = L£(X). Jesli ¢ jest rozniczkowalna na R oraz ograniczona przez M > 0 to
lim J @ (x)fr(x)dx = @(0). (7.2)
n—oo R

Dowéd. Mamy oczywiscie [, f,(x)dx = 1. Niech teraz . Zapiszmy

1

[ otrixiax— o) < 1 | totx) — o0t (%) ax, 73)

poniewaz catka z f,, wynosi 1. Idea dowodu polega na rozdzieleniu catki na obszary, w ktérym
raz @(x) jest bliskie ¢(0), a raz ogon calki z f jest maty. Ustalmy A > 0 i zapiszmy

ot (T o) e

o J-
Ogon mozemy oszacowac poprzez

‘] o

x J:o o(x) = @O (=) dx < 2M LA f(y)dy, (7.5)

gdzie podstawiliSmy x = ny. Podobnie postepujemy z catka po (—oo, A]. Nastepnie mamy

X

1" X 1 [
] et — o1t (X) ax s max ot — (o) | f (%) ax= max lo(x) - cp(on(% ;
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Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej mamy

1 A
o] et - (%) ax < max lo(El <A max lo'(e), (7.7)
nJ n xE€[—A,A] xE[—A,A]

gdzie & jest pomiedzy 0 a x. Jesli teraz wybierzemy A = \/Lﬁ to zgodnie z ogony catki daza do
zera, a z cigglodci pochodnej mamy

1M X 1 ,
— |(p(x)—(p(0)|f<—) dx < — max |@'(&)] — 0. (7.8)
nJoa n Vlxel- L

Zatem f,, ma dokladnie takg samg wlasnos¢ filtrowania jak jadro ciepta. O

Widzimy zatem, Ze istnieje nieskoriczenie wiele ciggéw funkcyjnych, ktérych granice moga
by¢ kandydatami na delte Diraca. Zauwazmy réwniez, ze w powyzszym przyktadzie lokalne
zachowanie sie funkgcji ¢ jest przyblizone przez catke policzong po calej dziedzinie. Jesli zatem
formalnie zapiszemy f,, — 9, to wydaje si¢ sensowne zapisaé

JR 5(x)@(x)dx = ¢(0), (7.9)

dla odpowiednio regularnych funkcji ¢. Te wlasnoé¢ mozemy uczynié¢ Scisty jesli rozwazymy
catke jako funkcjonat odwzorowujacy ¢ w pewna liczbe.

7.2 Funkcje prébne i funkcjonaly

Okazuje sig, Ze najbardziej uzyteczng klasa funkcji, na ktérych nasze funkcjonaty majg dziac sa
funkcje prébne.

Definicja 19. Funkcja prébna ¢ to funkcjg nalezgeq do klasy C*°(R) znikajgcg poza pewnym skoticzonym
przedziatem. Przestrzen wszystkich funkcji prébnych oznaczamy przez D.

By¢ moze nie jest do korica jasne, ze funkcje o podanej wyzej wlasnosci istnieja. Pokazuje to
jednak ponizszy przykiad.

Przyklad. Funkcja

1
o) =exp 7 ) X, 7.10)
gdzie x jest funkcjg charakterystyczng odcinka, jest funkcjg prébng. Dla dowodu wystarczy poka-
zaé, ze @ jest rézniczkowalna w x = 1 nieskoriczenie wiele razy (punkt x = —1 jest analogiczny).
Liczac pochodng pokazujemy, ze
, 2x 1
© (X) = —(Xz——])z exp (Xz — _I) , (711)

dla x € (—1,1). Podobnie mozna pokaza¢, ze dowolna pochodna ¢ bedzie kombinacjg liniowa
iloczynéw funkcji wyktadniczej oraz wymiernej, ktérej mianownik zawiera (x> — 1)™ dla pewnej
liczby n. Poniewaz funkcja wyktadnicza ro$nie szybciej niz jakikolwiek wielomian (przypomnij
sobie jak to pokaza¢!), mamy ze

. 1 1 B
Xli)l}'l_ W exp (Xz 1 ) =0. (712)
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Zatem kazda pochodna znika w x = —1 i jest tam ciggta.

Przyklad. Inne funkcje probne mozna tworzy¢ za pomocg powyzszej przez odpowiednie transla-
cje oraz dylatacje. Zbiér funkcji probnych jest przestrzenia liniowa nad ciatem R.

Potrzebne nam bedzie réwniez pojecie zbieznosci w przestrzeni D. To znaczy, zdefiniowaé
musimy co oznacza ze ciag funkcji z D zbiega (punktowa oraz jednostajna zbiezno$¢ nie jest
wystarczajgco silna dla dalszych zastosowar).

Definicja 20. Niech ¢, € D bedzie ciggiem funkcji probnych znikajgcych poza wspélnym przedziatem
domknigtym. Mowmy, Ze @, zbiega do ¢ € D w D jesli

lim sup |pl(x) — 9™ (x)| =0, keN, (7.13)

n—oo xER

czyli kazda pochodna @, zbiega jednostajnie do pochodnej .
Mozemy teraz przejs¢ do definicji dystrybucji.

Definicja 21. Funkcjonatem na przestrzeni funkcji probnych nazywamy odwzorowanie f : D — R. Jego
dzialanie na funkcji probnej @ bedziemy oznaczaé poprzez (f, @).

Definicja 22. Dystrybucja nazywamy funkcjonat liniowy przeksztatcajgcy D w R bedgcy cigglym w
nastepujgcym stabym sensie. Niech ¢, bedzie ciggiem funkcji probnych znikajgcych poza wspélnym
przedzialem. Jego jednostajng granicg oznaczmy przez @. Wtedy funkcjonat f jest ciggly jezeli

(f,on) — (f, @) gdy n — oo. (7.14)
Zbior wszystkich dystrybucji bedziemy oznacza¢ przez D’.

Oczywiscie wyrazenie w powyzszym wzorze oznacza zbieznoé¢ liczb. Wreszcie mozemy
podac $cista definicje delty Diraca.

Definicja 23. Deltg Diraca (lub dystrybucjq Diraca) nazywamy takg dystrybucje € D', ktéra zdefinio-
wana jest nastepujgcym wzorem
(8, 0) =(0), @ e€D. (7.15)

Na ¢wiczeniach pokazemy, ze powyzsza definicja jest poprawna.
Przyklad. Inne funkcjonaly mozna tworzy¢ za pomoca funkcji catkowanych lokalnie f to jest

takich, dla ktérych [,[f(x)ldx < oo gdzie I C R jest odcinkiem domknietym. Niech f bedzie
lokalnie catkowalna. Wtedy definiuje ona dystrybucje za pomoca wzoru

(f, @) = JRf(x)cp(x)dx, ¢ €D. (7.16)

Dowéd tego faktu pokazemy na ¢wiczeniach.

W zwiagzku z tym, Zze wiele dystrybugdji jest generowanych przez funkcje bedziemy uzywac
nastepujacej notacji dla delty Diraca

JR d(x)p(x)dx = @(0). (7.17)
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Nalezy jednak pamietaé, ze jest to jedynie notacja - tak zwana ,uzyteczna fikcja”. Powréémy
jeszcze do pierwszego przyktadu w tym rozdziale. PokazaliSmy tam, Ze jesli f jest calkowalna to
dla kazdej funkcji probnej zachodzi

lim JR fa(x)e(x)dx = @(0). (7.18)

n—oo

Jak nalezy interpretowac takg granice? Wiemy, ze prawa strona powyzszej rownosci jest definicja
delty Diraca, zatem

T}g?o JR fo(x)e(x)dx = JR d(x)p(x)dx. (7.19)

Poniewaz cigg f, definiuje ciag dystrybugji to chciatoby si¢ zapisaé f, — 6. Okazuje sie, ze jest to
dobra definicja zbieznosci ciggéw dystrybugji.

Definicja 24. Niech f,, € D'. Jesli istnieje taka dystrybucja f, Ze zachodzi

11_1)11 (fn, @) =(f,9), @ €D, (7.20)

to mowimy, ze f,, zbiega do f dystrybucyjnie (lub *stabo).
Zauwazmy, ze powyzsza definicja zaklada istnienie granicy bedacej dystrybucja. Pokazanie,

ze dany ciag dystrybucji posiada lub nie posiada granicy jest trudng sprawa. Zbiezno$¢ dystry-
bucyjna jest czyms$ zupelnie innym niz zbieznos$¢ punktowa.

Przyklad. Wiemy, ze f,,(x) = sin(nx) nie ma granicy punktowej dla x # 0. Jest to oczywiécie
funkcja lokalnie catkowalna i dlatego definiuje dystrybucje

(fr, @) :J sin(nx)(x)dx. (7.21)
R
Poniewaz ¢ jest funkcja prébng to jest rowniez ograniczona przez, powiedzmy, M. Zatézmy, Ze
znika poza przedziatem [a, b]. Mamy teraz

2M

b
J sin(nx)dx
n

a

(fr, @)l <M

< (7.22)

poniewaz |cos(nx)| < 1. Widzimy teraz, Zze prawa strona powyzszej nieréwnosci zbiega do zera
wraz zn — oo. Ostatecznie f,, zbiegaja do dystrybucji zerowe;.

Na dystrybucjach mozna wykonywa¢ podstawowe operacje. Ponizsze definicje wynikajg z
wlasnosci dystrybucji generowanej przez funkcje lokalnie catkowalne.

Definicja 25. Niech f € D' oraz ¢ € D. Definiujemy nastepujgce operacje.
o (Translacja) (f(x —y), @(x)) = (f(x), @(x +y)).
e (Dylatacja) (f(ax), @(x)) = ‘]7‘ (f(x), @ (%)) dla oc # 0.
o (Mnozenie przez funkcje) Jesli\p € C*(R) to (Pf, @) = (f, Y ).

Zauwazmy réwniez, ze mnozenie dwéch dystrybucji przez siebie jest czesto nieokreslone. Na
przyktad wyrazenie §(x)? nie ma sensu.
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7.3 Rézniczkowanie dystrybucji

Dystrybucje maja jeszcze jedng bardzo uzyteczng wiasnos¢, dzieki ktoérej sa bardzo czesto uzywane
w réwnaniach rézniczkowych. Okazuje si¢, ze kazdg dystrybucje mozna rézniczkowac¢ dowolnie
wiele razy. Zeby zobaczy¢ dlaczego tak jest wezmy dowolna funkcje rézniczkowalng f. Wiemy,
ze jej pochodna definiuje dystrybucje wzorem

(', @) = JR flx)e(x)dx, @ e D. (7.23)

Calujac przez czesci otrzymujemy
(#10) = | I (xIdx = (£, "), (7.2
R

gdzie skorzystaliSmy z tego, ze ¢ jako funkcja prébna jest tozsamosciowo réwna zero w nieskon-
czono$ci. Widzimy zatem, Ze do definicji pochodnej powyzszej dystrybucji wystarczy znajomos¢
samej funkgji f. Motywuje to nastepujaca definicje.

Definicja 26. Pochodna dystrybudji f jest zdefiniowana nastepujgcym wzorem

(f(n)a (P) = (=" <f> (p(n)> y, @eD. (7.25)

To, ze powyzsza definicja jest poprawna, to znaczy pochodna dystrybudji jest dystrybucjg, od
razu wynika z liniowosci oraz wlasnosci funkcji prébnych.

Przyklad. Niech H(x) bedzie funkcjg Heaviside’a czyli skokiem jednostkowym w zerze

0, x<0;
H(x) = { 1 §> o (7.26)

Funkcja ta generuje dystrybucje standardowym wzorem. Zgodnie z definicja pochodnej dystry-
bucyjnej mamy

(H', ¢) = — (H, @) = —JR H(x) @ (x)dx = —Jw 0'(x) = 9(0) = (5, ¢). (7.27)

Widzimy zatem, ze pochodng dystrybucyjng funkcji Heaviside’a jest delta Diraca. Jest to Sciste
potwierdzenie intuicyjnego faktu wynikajacego z rézniczkowania ciggu funkcji przyblizajacych
delte Diraca.

Przyklad. Podobnie mozemy postgpi¢ z pochodnymi delty Diraca

(8, 0) = (=1 (8, 0™) = (~1)"0™(0). (7.28)

Zauwazmy, ze rézniczkowalno$é dystrybugji jest, tak naprawde, konsekwencjg ré6zniczkowalnosci
funkgji prébnych. Jest to jeden z powodéw dla ktérych wybraliSmy wtasnie takg klase funkcji, na
ktoérych nasze funkcjonaly majg dziatad.

Przyklad. Niech [ bedzie operatorem rézniczkowym

n n—1

d
L:= an(x)ﬁ + an_1(x) = + ..+ (X)& + ao(x), (7.29)
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gdzie a;(x) sg funkcjami rzeczywistymi. Jesli f € D’ to

(Lf, @) = (Zao dmp) (f,Z(—1)idf;(ai(x)cp(x))>=(f,L*<p), (7.30)

i=0

gdzie operator rézniczkowy L* jest tak zwanym formalnym sprzezeniem do L. Powyzszy wzor jest
oczywisty w przypadku, gdy f jest lokalnie catkowalng funkcjg. Dla dowolnej dystrybucji jest to
po porostu definicja.

Mamy juz wszystkie sktadniki, ktére pozwalajg nam wykorzystywaé dystrybucje w réw-
naniach rézniczkowych. Czesto okazuje si¢, ze wymaganie aby réwnanie rézniczkowe posia-
dato klasyczne rozwigzanie jest zbyt restrykcyjne. SpotkaliSmy sie juz z takimi uogdélnionymi
rozwigzaniami przy okazji badania fal uderzeniowych. Dzieki dystrybucjom mozemy podaé
najstabsza wersje rozwigzania réwnania rézniczkowego. Dla prostoty skupimy sie jedynie na
rownaniach zwyczajnych jednak dla czastkowych praktycznie wszystkie kroki uogélnia sie w try-
wialny sposob.

Rozpatrzmy na poczatek najprostsze rownanie

f'=0. (7.31)
Szukamy zatem dystrybucji, ktérych pochodna jest réwna zero. Oznacza to, ze
0= (f/) ) =— (f) (P/) , @eD. (7.32)

Dystrybucja f bedzie zatem rozwigzaniem réwnania rézniczkowego wtedy i tylko wtedy, gdy
(f, ) = 0 dla wszystkich funkgji prébnych 1 bedacych pochodng innej funkcji prébnej. Wiemy z
¢wiczen, ze jest to réwnowazne temu, ze [, P (x)dx = 0. Niech teraz ¢ bedzie dowolng funkcja
prébng oraz ¢, jakakolwiek inng o wlasnosci [, @o(x)dx = 1 (zawsze mozemy tak przeskalowac
funkcje o niezerowej calce aby miata norme 1). Mozemy wtedy zapisac

@(x) = @o(x) JR @(x)dx + [(P(X) — @o(x) JR (P(X)dX] : (7.33)

¥

Widzimy, Zze funkcja 1\ ma znikajgcg calke. Jesli teraz f jest rozwigzaniem réwnania f' = 0 to
musimy miec

(£, ) = (f, 00 JR@(x)dx> _ (JR@(x)dx) (F, o) = CJR@(x)dx= (Co),  (734)

gdzie zdefiniowaliSmy stala C niezalezng od ¢. PowyZzszy napis oznacza, Ze rozwigzaniem
rownania f’ = 0 jest f = C w sensie dystrybucyjnym. Wynik ten jest w pelnej zgodzie z klasyczng
wersja rownan rézniczkowych.

Rozpatrzmy teraz ogélne niejednorodne réwnanie liniowe rzedu n

X d
S Ax

(7.35)

Jesli teraz bedziemy traktowac lewa i prawg strone powyzszego réwnania jako dystrybucje to z
definicji mamy

(Lf,@) =(9,0), @€cD. (7.36)
W powyzszym przyktadzie znalezliSmy operator formalnie sprzezony do L, czyli
(,L7¢) = (g, ). (7.37)

Dystrybucja f jest rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (7.35) jesli powyzsza réwnos¢ jest
spelniona dla kazdej funkcji probnej ¢ € D. Takie rozwigzanie nalezy do jednej z trzech kategorii.
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1. Jesli rozwigzanie f okaze si¢ funkcjq, ktéra jest n-krotnie rézniczkowalna to méwimy, Ze jest
rozwigzaniem klasycznym.

2. Jesli rozwigzanie f jest funkcjg, ktora jest mniej niz n-krotnie ré6zniczkowalna to méwimy, ze
jest rozwigzaniem stabym.

3. Jesli rozwigzanie f nie jest funkcja to méwimy, Ze jest rozwigzaniem dystrybucyjnym.

Powyzsze przypadki sa uszeregowane w kolejnosci od najbardziej regularnego do tego najmniej
regularnego.

W szczeg6lnosci mozemy wzigé g(x) = 0(x — &) i szukaé rozwigzania réwnania
LGe(x) =d(x — &). (7.38)

Wtedy jesli znajdziemy rozwigzanie powyzszego to dystrybucja f zdefiniowana wzorem

(f, @) = JR (Ge, @) dE, @ €D, (7.39)

jest rozwigzaniem réwnania Lf = g. Dystrybucje G; nazywamy funkcja Greena (poniewaz pra-
wie zawsze jest ona funkcjg).

Przyklad. Rozwigzaniem réwnania xf’ = 0 jest funkcja Heaviside’a H(x). Rzeczywiscie,

o0

(xH, ) = = (H, (x0)) = = | HOx)(xo(x)'dx = | “(xo(x))'dx =0, (7.40)

Poniewaz H nie jest r6zniczkowalne to jest rozwigzaniem stabym. Jesli szukalibySmy jedynie

klasycznych rozwigzan, to byta by nim jedynie stata.

Na koniec pokazmy zwigzek z rozwigzaniami dystrybucyjnymi a funkcjg Greena. Dla przy-
ktadu wezmy zagadnienie rozchodzenia si¢ ciepta

u(x,0) = x€R (7.41)

U = U +f, (x,t) €R x (0,T),
u(—oo t):O, u(oo,t) =0, t > 0.

PokazaliSmy powyZej, ze jego rozwigzanie dane jest wzorem
t poo
u(x,t) = J J G(x — &, t—1)f(&, T1)dédT, (7.42)
0 J—o0

gdzie G jest funkcjg Greena. Zauwazmy;, ze jesli f(x, t) = 5(x)d(t), i rozumiemy wszystko w sensie
dystrybucyjnym to

u(x,t) = Jt Joo G(x—§&t—1)0(&)d(Tt)dédT = G(x, t). (7.43)

0 J—oo

Co potwierdza naszg intuicje, ze funkcja Greena jest temperaturg w punkcie x i czasie t wywolang
umieszczeniem punktowego Zrédta ciepta w puncie x = 0 i czasie t = 0.
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8 Réwnania Laplace’a i Poissona

Zajmiemy sie teraz kolejnymi bardzo waznymi réwnaniami czgstkowymi: Laplace’a i Poissona.
Sa to réwnania eliptyczne i zobaczymy, ze ich rozwigzania wykazuja zupelnie inne wtasnosci
od rozwigzan réwnan parabolicznych. Najpierw jednak zobaczmy gdzie takie réwnania moga
powstac.

Przyklad. (Stacjonarny rozktad temperatury) Juz dobrze wiemy, ze ewolucja temperatury na pewnym
obszarze rzadzi si¢ rownaniem ciepla

w, = o Au + f, (8.1)

gdzie A jest Laplasjanem. Jezeli teraz poczekamy odpowiednio diugo to stan naszego obszaru
powinien zosta¢ ustalony i wszelkie zmiany temperatury w czasie powinny usta¢, to jest u; =
0. Jak przyklad mozemy sobie wyobrazi¢ ogrzewanie zimnego pokoju wlgczonymi co dopiero
grzejnikami. Najpierw temperatura w calym pomieszczeniu zaczyna wzrasta¢ az osiggnie te, ktéra
ustawiona jest na termostacie. Wyszczeg6lni¢ mozna wtedy dwie fazy: przejSciowa (transient)
oraz ustalong (steady-state). Niech zatem pochodna po czasie znika, réwnanie ciepta przyjmuje

postac

— Au= % (8.2)

To ré6wnanie nazywane jest réwnaniem Poissona a w przypadku braku zrédet, réwnaniem Laplace’a
Au = 0. (8.3)

Widzimy od razu, ze dwa powyzsze réwnania sg jedynie ciekawe dla wymiaréw wiekszych lub
réwnych 2, gdyz na prostej bezposrednie catkowanie daje nam od razu wynik. Funkcje spetniajgce
réwnanie Laplace’a nazywamy funkcjami harmonicznymi.

Przyklad. (Potencjat) Bardzo wazne zastosowanie réwnan eliptycznych wystepuje w teorii po-
tencjalu zaré6wno grawitacyjnego jak i elektrostatycznego ale réwniez potencjatu predkosci w
mechanice ptynéw. Tutaj skupimy sie¢ na polu grawitacyjnym.

Zgodnie z Prawem Powszechnego Cigzenia zaproponowanego przez Newtona dwie punktowe
masy mi M przyciagaja sie sila grawitacji proporcjonalng do odwrotnosci kwadratu ich odlegtosci

Mmf

F=G
2 T

) (8.4)

gdzie rr jest wektorem aczacym dwie masy a r := 1] jego dtugoscig. Poniewaz sila jest wektorem
musieliSmy w powyzszym wzorze doda¢ wersor r/r wskazujacy kierunek i zwrot dziatania tej
sity. Wyobrazmy sobie, ze M jest masa pewnego duzego ciata a m masa prébng. Aby skupic sie
jedynie na polu wytworzonym przez to duze cialo warto zdefiniowac pole grawitacyjne jako wektor

Jest to rowniezZ nic innego jak przyspieszenie grawitacyjne wytworzone przez mase M. Poniewaz
F jest sitg potencjalng to istnieje taki potencjal u = u(x), ze

g =—Vu, (8.6)
oraz nietrudno zobaczy¢, ze

GM GM  GM
I < T
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Gdy chcieliby$my znalez¢ pole wytworzone przez dwie masy to wypadkowe g byloby sumga
dwéch sktadowych, z ktérych kazda pochodzita by od kazdej masy z osobna. W ogélnosci, dla
dyskretnego rozkladu mas mamy

=> Gmi— s (8.8)

i )
co daje nam pole grawitacyjne dzialajace na j-ta mase wytworzone przez wszystkie inne ciata.
Wygodnie jest jednak wprowadzié¢ ciggle zmieniajaca si¢ gestos¢ objetosciowq rozkladu masy
p = p(x) dajaca pole w punkcie x

g(x) =G m p(y) X__;'P dy. (8.9)

Ix
R3

Spodziewamy sie, ze dla cigglego rozkladu masy musi réwniez istnie¢ potencjal grawitacyjny.
Najpierw zal6zmy, ze p znika w obszarze zawierajagcym x. Wtedy

0= [ (L5 or = ([ 25 e 0
W

R3

gdzie gradient jest brany po zmiennej x. Z drugiej strony mozemy policzy¢, ze

V. g=G m o(y)V - <H> dy = 0. (8.11)

R3
Poréwnujgc dwa powyzsze réwnania mamy
0=V-(-Vu) = -Au, (8.12)

czyli potencjat dla obszaréw bez masy spetnia réwnanie Laplace’a.

Zalézmy teraz, ze p moze by¢ niezerowe na obszarze zawierajgcym x. Problemem jest oczy-
wiscie to, ze potencjal punktowej masy nie jest okreSlony w y = x. Wyizolujmy zatem ten punkt.
Niech B(x, €) bedzie kulg o srodku w x i promieniu € a 9B jej powierzchnig (sferg). Mozemy

wtedy zapisac
g0 =6 ||| ey)Z=Teay+G || ety);=Tsay. 513)

R3—B(x,¢€) B(x,¢)

Wiemy, ze dywergencja pierwszej calki jest rtéwna zero dlatego wystarczy rozpatrzy¢ druga z
nich. Skorzystajmy z twierdzenia o wartosci Sredniej dla catek i napiszmy

oo [
dv = 8.14
[[] oty =say = oty ||| 5 =2ay (5.14)
B(x,€) B(x,e)

Biorac dywergencje i uzywajgc twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego mamy

X — X X—Yy
V- dy = V. dy = ” —— -ndS(y). 8.15
[[Jew2=2say ot [[[ 7+ (222 ) ay =0ty [| 222 masty. 1)

B(x,€) B(x,€) 0B(x,€)

Poniewaz w ostatniej calce y nalezy do powierzchni kuli o $rodku w x i promieniu € to

V- || eyp ey =oly) || Sasty) = ely)Sine = dmply). (816

B(x,¢) 0B(x,€)
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Mozemy teraz przej$¢ do granicy z e — 0 i otrzymac
V - g(x) =4nGp(x), (8.17)
co nazywane jest prawem Gaussa. W jezyku potencjatu dostajemy zatem
— Au = 4nGp, (8.18)

czyli rozklad masy p definiuje nam potencjat okreslony réwnaniem Poissona.

Przyklad. (Przeplyw potencjalny) Niech u = u(x) okre$la pole predkosci nielepkiego plynu w
punkcie x, ktére nie zalezy od czasu (przeplyw stacjonarny). Z prawa zachowania masy mamy

Pt + V- (pu) =0, (8.19)
gdzie p jest gestoScig ptynu. Jesli jest ona stata to
V.-u=0, (8.20)
zatem przeplyw jest bezzrodlowy. Jest ponadto zalozymy, Ze jest bezrotacyjny to
V xu=0. (8.21)

Istnieje zatem potencjal ¢ spetniajacy
u=-Veo. (8.22)

Korzystajgc z warunku na znikajgca dywergencje mamy ostatecznie
0=V-u=-V- -V =—-Agp, (8.23)

czyli ¢ spetnia réwnanie Laplace’a. Mimo swojej prostoty (Feynman nazywa te sytuacje ,suchg
wodg”), powyzsze rownanie jest bardzo uzyteczne przy opisie przeplywéw pltynéw o matej lep-
kosci z dala od brzegéw obszaru. Waznym przykladem jest opis przeplywu dookota skrzydia
samolotowego.

Przyktad. (Funkcje analityczne) W teorii funkcji zespolonych pokazuje si¢ piekny wynik méwigcy o
tym, ze dla r6zniczkowalnosci f(x,y) = u(x,y) +1iv(x,y) w sensie zespolonym (tak zwane funkcje
analityczne lub holomorficzne) potrzeba i wystarcza aby spetnione byty réwnania Cauchy-Riemanna

LLX = \)y, L[y = _VX° (824)
Obliczajac drugie pochodne otrzymujemy
Uxx = Vyx = Vxy = —Uyy, (825)

zatem Au = 0. Podobnie Av = 0 czyli funkcje analityczne s3 harmoniczne.

8.1 Rozdzielanie zmiennych

Podobnie jak w przypadku réwnania ciepta réwniez dla réwnan eliptycznych metoda rozdziela-
nia zmiennych pozwala na znalezienie rozwigzan zagadnierr poczatkowych. Nalezy sie jednak
spodziewad, ze bedzie ona dziatala jedynie dla prostych obszaréw, z ktérych prostokat jest najta-
twiejszy. Tutaj zajmiemy sie okregiem. Rozwazmy zatem nastepujgce zagadnienie

Au =0,
{ = f, (8.26)
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gdzie B jest okregiem jednostkowym o §rodku w 0. Zagadnieniem Laplace’a na kuli zajmiemy
sie pozniej. Oczywiscie naturalnym jest przejScie do wspoétrzednych biegunowych i napisanie
u = u(r, 0). Nasze zagadnienie ma zatem postac

1 1
Cw), + Guee =0, 0<r<1, —m<O<m (8.27)
u(1,0) = £(0), —n<0 <

Poniewaz wspoélrzedne biegunowe sg osobliwe w r = 0 mozemy sie spodziewa¢, ze rozwigzanie
réwnania réwniez bedzie posiadalo singularno$é. Aby byé w zgodzie z interpretacja fizyczng
zazgdajmy, zeby

[u(0,0)] < C. (8.28)

Okresowo$¢ wspoélrzednych biegunowych réwniez musi by¢ wzieta pod uwage dlatego wyma-
gamy aby u(r, ) oraz ug(r, -) byly 27 - okresowe. Rozdzielmy zatem zmienne i napiszmy

u(r, 8) = R(r)O(8). (8.29)

Dzieki takiemu rozlozeniu zmiennych okresowe warunki brzegowe musza by¢ spetnione przez
funkcje ©
O(—mn) =0(n), O'(—mn) =0O'(n). (8.30)

Przechodzac do réwnania otrzymujemy

1 L
~(R)'@+ SRO" =0, (8.31)

co po podzieleniu przez RO daje nam

T n!' __ ] " __

s (R =—50" =), (8.32)
gdzie A jest stalg, ktérej dodatni znak antycypujemy z uwagi na przyszie wyniki. Zajmijmy sie
najpierw rOwnaniem na ©

©" +20 =0, (8.33)
z warunkami (8.30). Rozwigzaniem tego zagadnienia jest oczywiscie
©(0) = Ccos (ﬁe) + Dsin (ﬁe) , (8.34)
z
A=n’ meN. (8.35)

Dzieki temu réwnanie na R przyjmuje postaé
R” +1R'—n?*R =0, (8.36)

co jest rOwnaniem drugiego rzedu o zmiennych wspétczynnikach zwanym réwnaniem Eulera. Jest
tojedno z nielicznych réwnan tego typu, dla ktérych mozemy podac rozwigzania analityczne. Aby
je odgadna¢ zauwazmy, ze rézniczkowanie wielomianu obniza jego stopnieni o jeden. Dlatego
spodziewamy sie, Ze rozwigzaniem (8.36)) jest

R(r) = 1% (8.37)

dla pewnej stalej «. Zat6zmy, ze n # 0 i podstawmy ten ansatz do (8.36) otrzymujemy réwnanie
kwadratowe na
x(a—1) +ax—n?=0. (8.38)
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Rozwigzaniem jest

o = 4n, (8.39)
czyli rozwigzaniem ogdlnym (8.36) jest
R(r) =A"+Byr ™, n#0. (8.40)

Dla n = 0 réwnanie Eulera przyjmuje posta¢
R” +1R' =0, (8.41)

czyli R(r) = Ap + BoInr. Widzimy teraz, ze dla ograniczonosci funkcji u w (0, 0) musimy mie¢
B, =0dlan € N. Zatem

Uy (r,0) =1 (C,,cos (nO) + D, sin (nB)), m € N. (8.42)

Jako, ze powyzsza funkcja jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a dla kazdego n to spodziewamy
sie, ze rozwigzanie ogélne ma postaé

u(r,0) = Z [Chcos (nO) + Dysin(mO)]r, O0<r<1, —m<0O0<m (8.43)

n=0

Wspétczynniki C,, i D, jak zwykle zostang znalezione z danego warunku, ktéry w naszym przy-
padku jest warunkiem brzegowym

f(0) =u(1,0) = i Cncos (nB) + D, sin (n0O). (8.44)

n=0
Jest to zwyczajny szereg Fouriera dla okresowej funkcji f, wiec wspétczynniki wyliczy¢ mozna ze
wzoréw Eulera
1

Co=3 J f(6)d8,  Cn= —Jn £(8)cos (0)d8, Dy = J f(0)sin(0)d0.  (845)

27 | T 7T

—TT

Nie bedziemy sie zatrzymywac nad zbieznoscig tak zdefiniowanego szeregu ale mozna pokazac¢,
ze definiuje on rozwigzanie réwnania Laplace’a w kole jednostkowym.

Podobnie jak w przypadku réwnania ciepta sprawdzmy, czy mozemy otrzymac postac rozwigzania
dang poprzez catke z jagdrem bedgcym funkcjg Greena. Umiesémy w i zamienmy ko-
lejno$¢ sumowania oraz catkowania

u(r,0) = rﬂ:—t % + ; (cos (nd) cos (nO) + sin (nd) sin (nO)) r“] f(dp)dd. (8.46)
Uproéémy wyrazenie w nawiasie kwadratowym
(cos (n¢) cos (nO) + sin (nd) sin (nO)) ™ = cos (n(p —0)) r", (8.47)
zatem,
u(r,0) = J_ﬂ ! % + ; cos (n(¢p —0)) r“] f(d)do. (8.48)

Sume nieskoficzonego szeregu réwniez mozna wyliczy¢é w sposéb jawny. Aby zrobi¢ to w najta-
twiejszy sposéb skorzystajmy z zespolonej reprezentacji funkgji trygonometrycznych

1 > 1 1 & . 1 1& . n
! ST S no-0) 4 g0y pn _ 1 UO-ON™ | (ret6-0)
2+;cos(n(¢ 0))r 2+2n:] (e +e 2+ ; ret ).

(8.49)
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Kazdy z szeregéw jest szeregiem geometrycznym dlatego

1 1 % . n ) n 1 1 1
— 4 — i($p—0) —i(p—0\™ _ | B
3 + > ; (re )+ (re ) = > 1+ =T + STy 20, (8.50)
zatem
.y w11 =@ ) 4+ (1 —re 70) — (1 —rell®?) (1 —re7il4%)
3 + 2 cos(n(p—0))r" = 7 (1 —1el® ) (] —re 10 9)
(8.51)
Co po uproszczeniu daje nam
RS _ 1—1?
§+;Cos(n(¢—9)ﬁ _Z1+T2—2TCOS((I)—9)) (8.52)

co nazywane jest jgdrem Poissona. Powracajac do catki otrzymujemy reprezentacje rozwigzania

1 (™ 1—12
u(r,0) = EL e e UCILTY (8.53)

8.2 Funkcja Greena

Z funkcjg Greena spotkaliSmy sie juz przy okazji réwnania ciepla. Zobaczymy teraz, Ze jest to
bardzo uzyteczne narzedzie do rozwigzywania réwnan eliptycznych. Historycznie to wlasnie w
rozwigzaniu réwnania Poissona Green wprowadzit swojg funkcje. Nasze podejscie bedzie oparte
na dystrybucji Diraca, ktérg zdefiniujemy w doé¢ heurystyczny sposéb a dokladniejsza analize
odlozymy do dodatku.

Definicja 27. Dystrybucja Diraca nazywamy odwzorowanie 8, ktéry spetnia nastepujgce wtasnosci

1. Skupienie w zerze,

d(x) =0, x#0. (8.54)
2. Unormowanie, -
J d(x)dx = 1. (8.55)

Od razu udowodnijmy wtasnos¢ filtrowania Delty Diraca

o0 o0

(f(x) —f(x0)) 0(x — xo)dx + J f(x0)0(x — xo)dx. (8.56)

—00

J f(x)0(x —xo)dx = J
Z definicji Delty Diraca ostatnia catka wynosi po prostu f(x,) poniewaz te warto§¢ mozemy
wylaczy¢ przed catke. Dla pozostatej catki mamy

Joo (f(x) —f(x0)) 6(x — x0)dx = lim J (f(x) — f(x0)) 0(x — x0)dx = 0, (8.57)

e—0
R—(xp—€,xp+€)

z pierwszej wlasnosci Delty Diraca. Zatem

Joo f(x)d(x — xo)dx = f(xo). (8.58)
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Wielowymiarowg Delte Diraca definiujemy jako iloczyn jednowymiarowych delt
d(x) = 0(x1)0(x2)...0(xn), X = (X1,X2y ceey Xn). (8.59)

Bedziemy jeszcze potrzebowaé¢ wzoréw Greena

”J (UAV —vAU) dx = J (uVv —vVu) -n dS, (8.60)
D aD

oraz )
H (UAV —vAU) dx = ¢ (UVv —vVu) - n dS. (8.61)
D oD

Podamy teraz bardzo ogdélng definicje funkcji Greena, ktéra jak sie¢ okaze, jest zgodna z naszym
intuicyjnym podejsciem

Definicja 28. Funkcja Greena G = G(x, xo) dla réwnania eliptycznego Lu = f z warunkiem Dirichleta
Ulop = g nazywamy funkcje bedgcg rozwigzaniem

LG(x,x0) = &(x — xo), (8.62)
gdzie operator rézniczkowy L dziata na zmienng x oraz G(-,x0)lop = O dla kazdego x.

My oczywiScie zajmiemy sie jedynie przypadkiem L = A, czyli réwnaniem Poissona. My$lac
w terminach potencjatu, funkcja Greena jest rozwigzaniem réwnania przy masie (lub fadunku
elektrycznym) skoncentrowanym w punkcie xo. Gdy zalozymy, Ze warunek brzegowy jest jedno-
rodny g = 0 to Mozemy pomysle¢, ze sumujac takie punktowe fadunki otrzymamy rozwigzanie
naszego réwnania, to jest jesli
u(x) ;= J” G (x, xo)f(Xo)dxo, (8.63)
D

to formalnie mamy (tak naprawde takie przejScie graniczne byto udowodnione w szczegélnym
przypadku w Przykfadach)

Lu(x) = J” LG(x,x0)f(xo)dxo = J” d(x — xo)f(x0)dxy = f(x). (8.64)

D D

Czyli u zdefiniowane powyzej jest rozwigzaniem réwnania eliptycznego Lu = f. Jest to gléwny
powd6d wprowadzenia funkcji Greena. Powyzszy rachunek jest czysto formalny jednak z pomoca
wzoréw Greena mozemy uécisli¢ wynik. Wezmy L = Aiwe wzorze (8.60) polézmy v(x) = G(x, Xo)

”J (UAG — GAu) dx = H (uVG — GVu) -n dS. (8.65)

D oD

Z definicji funkcji Greena, réwnania oraz z warunku brzegowego na u mamy

Lﬂ (ud(x — xo) — GAu) dx :JDJ gVG -n dS. (8.66)
Ostatecznie
u(x) = L” G (x0, Xx)T(x0)dxo +aﬂ gV, G -n dS, (8.67)
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gdzie zmieniliémy nazwy zmiennych i jawnie oznaczyliémy po jakiej zmiennej liczony jest gra-
dient. Rozwigzali$my zatem réwnanie Poissona z niejednorodnym warunkiem brzegowym. Mu-
simy oczywiScie zna¢ funkcje Greena dla obszaru D co zwykle nie jest fatwo otrzymaé. Wzor dla
dwoéch wymiaréw jest réwnie prosty do uzyskania.

Znajdziemy teraz funkcje Greena dla kilku szczegélnych obszaréw. Zaczniemy od calej prze-
strzeni D = R? (przypadek dwuwymiarowy zostawimy do zadan). Poniewaz zaden kierunek
w RR® nie jest wyrézniony spodziewamy sie, ze funkcja Greena zalezy jedynie od odlegltosci od
ustalonego punktu xo. Polézmy zatem r := [x — xo|. Wtedy

G(X, XO) = G(T), (868)

a z definicji funkcji Greena

% (rG’) = 5(r). (8.69)

Czylidlar # 0 mamy 1 (rG’)’ = 0, czego rozwigzaniem jest

G(r) =%+D, r 0. (8.70)

State C oraz D muszg by¢ znalezione z drugiego warunku na Delte Diraca, to jest jej unormowanie.
Aby to zrobi¢ zastosujmy doktadnie taki sam sposéb jak w przypadku przyktadu z potencjatem.
Wybierzmy matg kulke B(e) o promieniu € i srodku w x,. Mamy

1= J”é(x —Xo)dx = J” AG(x,x0)dx = J”V - VG(x,xo)dx = ” VG(x,x0) - ndS. (8.71)
R3 B(e) B(e) 9B(e)
Poniewaz funkcja Greena zalezy tylko od odleglosci od punktu x, oraz VG(x,x) -n = G'(r) mamy
1 =4me’G/(e), (8.72)
co jest prawdziwe dla kazdego € > 0. Dlatego odpowiedni warunek normalizacji to

1

im e’G(e) = —. 7
leli%e G(e) i (8.73)
Stad od razu znajdujemy state C = —;- oraz D = 0. Stad
T 1
G(x,x0) = (8.74)

47t |x — ol
Jest to oczywiscie potencjat grawitacyjny jaki znalezliémy wczedniej. Nasz wzér na reprezentacje
catkowa rozwigzania réwnania Poissona znalezliSmy przy zaloZeniu ograniczonosci ob-
szaru D. Inaczej catka powierzchniowa pozbawiona bytaby sensu. Aby znalez¢é wersje dla catej

przestrzeni musimy rozwazac coraz to wigksze kule, ktére w granicy wypelniajg calg przestrzen.
Wtedy rozwigzaniem Au = f zu — 0 gdy |x| — oo jest

u(x) = 1”J ] f(x0)dxo, (8.75)

4m ) x— xol
R3
co jest identyczne z naszym wczedniejszym fizycznym wynikiem dotyczacym potencjalu wywo-
tanego cigglym rozktadem masy. Jednak dla poprawnosci powyzszego wzoru musimy mie¢
odpowiedni warunek malenia
lim (u—+ru,) =0. (8.76)

T—00
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Istniejg funkcje bedgce rozwigzaniem réwnania Poissona na calej przestrzeni, ktére nie spelniaja
powyzszego warunku (na przyktad réznigce sie o x).

Znalezienie funkcji Greena dla obszaréw ograniczonych wecale nie jest tatwe ale mozemy
skorzysta¢ z wynikow, ktore juz znamy dla calej przestrzeni. Poniewaz znalezliémy funkcje, ktéra
ma osobliwoé¢ odpowiedniego typu w xo, to znaczy AG(x,xo) = d(x — Xo), mozemy ja lekko
zmodyfikowaé aby zapewnic jej znikanie na brzegu obszaru. To znaczy pot6zmy

1 1

G(X, X()) = —E[m +V(X, Xo), (877)

gdzie v jest odpowiednig poprawka pochodzaca od brzegu. Mamy oczywiscie

1 1

_— 7
47t |x — x|’ (8.78)

Av=0, Vlpp=
zatem v jest rozwigzaniem réwnania Laplace’a z niejednorodnym warunkiem Dirichleta. Znale-
zienie v jest duzo prostsze od szukania od nowa funkgji, ktérej Laplasjan daje Delte Diraca. Dla
prostych obszaréw mozna to zrobi¢ na przyklad za pomoca rozdzielania zmiennych. My za-
demonstrujemy inng technike, zwang metodg odbi¢ (podobnie jak w przypadku réwnania ciepta)
zastosowang do sfery. Zauwazmy, ze réwnanie Laplace’a zostato juz rozwigzane dla dwuwymia-
rowego kota.

Niech dana bedzie sfera o promieniu 1. Chcemy znalez¢é taka funkcje Greena G, Zzeby
AG(x,x9) = d(x — xp) oraz G(x,xo) = 0 dla [x| = 1 oraz dowolnego x,. Z tego, co powiedzie-
liSmy wcze$niej musimy mie¢

1] 1
471 |x — X

G(x,x0) = + v(x, xo0), (8.79)
gdzie v spetnia réwnanie Laplace’a. Przypomnijmy sobie, ze funkcja Greena jest potencjatem w
punkcie x wywotanym jednostkowym tadunkiem umieszczonym w x,. Sprébujmy tak dobrac v,
zeby potencjal na sferze byt réwny zero. Umies¢my zatem inny jednostkowy (ujemny) tadunek
w punkcie y, tak, aby dla [x| = 1 funkcja Greena G(x,x;) = 0. OczywiScie y, powinien by¢
odpowiednio dobrany do x,, co wtasnie uczynimy. Skoro umiescilismy ujemny tadunek to

_1 1 L 1 C
Amtlx —xo|  Am|x —y,|’

G(x,%0) = (8.80)
gdzie C jest stalg oznaczajacg wielkos$¢ fadunku. Zostanie ona znaleziona péZniej. Musimy zatem
tak dobra¢ y, aby
1
= xol = =l —yol, (8.81)

dla [x| = 1. Niech ¢ bedzie kagtem miedzy x a xo. Jest to ten sam kat, co pomiedzy x a y, (Rys.).
Mamy

x —xof* = x? 4 Ixol* — 2IxIIxo| cos &, (8.82)
oraz podobnie
|2

X —yolF = Ix1* + ly, [ — 2Ixlly,| cos &. (8.83)

Aby (8.81) byt prawdziwy na sferze musimy mie¢

1
1+ [xo* — 2|x0| cos b = o (14 lyol* — 2ly,l cos ) . (8.84)

Zobaczmy, czy istnieje taki punkt y,, ktéry lezy na prostej przechodzacej przez x, oraz 0, to jest
Yo = &Xo

1
1+ [xo> — 2|x0| cos b = o (14 olxol* — 2axlxo| cos ) . (8.85)
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Aby powyzsze réwnanie bylo spelnione dla kazdego kata musimy mie¢

1 ol
1+ [xo* = = (14 axl?), 1= ot (8.86)
co daje nam o« = C* skad C = \x%| a zatem
Xo
Yo = ol (8.87)

czyli [xolly,| = 1 to znaczy, xo oraz y, sa sprzezonymi do siebie punktami w inwersji wzgledem sfery.
Stad otrzymujemy
T 1 11 1

Glxxg) = oL 8.88
D) = =3l T ol = 2] (8.88)

Jest to funkcja Greena dla sfery. Zauwazmy od razu, Ze tutaj podobnie jak wcze$niej G jest
symetryczna ze wzgledu na zamiane x oraz xo. Dzieki niej mozemy napisa¢ rozwigzanie r6wnania
Poissona z warunkiem na tym obszarze

Au=1f, ulpp=g. (8.89)
Zgodnie ze wzorem rozwigzanie dane jest catka z funkcji Greena. W szczegélnosci, dla

réwnania Laplace’a (f = 0) mamy

u(x) = U gVxG(x,x0) - n dS, (8.90)

oD

gdzie skorzystaliSmy z symetrii funkcji Greena. Obliczmy pochodng w kierunku wektora nor-
malnego do sfery czyli kierunku prostej aczacej 0 z punktem na sferze. Mamy

1 —
() m 891
x—xl) T kol
oraz podobnie
1 . 2
Vi (—2) = _Lﬂxou. (8.92)
Ix — xo/I%0l?| Ix — Xxo/|x0l?|2
Wektor normalny do sfery |x| = 1 to oczywiScie
n =x, (8.93)
czyli
1 1—x- 1T 1—x- 2
ViGlxxg) ne o [ tmxexe T T=xexo/ol ) (8.94)
AT x—xolz ol x—xo/xoI2
na sferze. Zgodnie z konstrukcjg funkcji Greena na sferze mamy
1
X — xol = —x —xo/I%0l’l, (8.95)
[Xol
co implikuje
1 1 T—x-xo  Ixol2 1—x%o/Ixo?
ViG(x,%y) -n = i T [ ] + ] i , (8.96)
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9 Roéwnanie fali

Przechodzimy do badania réwnan hiperbolicznych drugiego rzedu, ktére opisujg niektére zjawi-
ska falowe. Zaczniemy najpierw od przykladéw, w ktérych pojawiaja sie te réwnania.

Przyktad. (Drgania struny) Rozwazmy jednowymiarowa strung’| o gestosci liniowej ktéra w
pozycji rownowagi jest naprezona sila Ty (nacigg) oraz dziata na nig sita na jednostke diugosci
F (np. grawitacja, obciqunie Bez straty ogdlnoéci dla naszych przysztych rozwazahh mozemy
zatozy¢, ze sita F dziala w kierunku pionowym, czyli F = (0, F). Zakladamy tutaj, ze struna jest
bardzo cienka, czyli jej wymiar dtugosci jest duzo wigkszy niz jej grubosd®| Dla uproszczenia wy-
obraZzmy sobie, ze nasza struna zaczepiona jest do gitary w punktach x = 0 oraz x = L. Bedziemy
interesowac sie jedynie drganiami struny w kierunku prostopadlym do osi Ox (poprzecznymi),
jednak bardzo pouczajace jest wyprowadzenie rownan, w ktérych dopuszczamy drgania wzdiuz
osi Ox (podtuzne). Niech zatem (x(s, t),y(s, t)) oznacza réwnanie parametryczne ksztattu struny
w czasie t. Zmienna s jest tutaj parametrem krzyweﬂ

T(s+As, t)

(X(S+ As, t), y(s+As, t))

70‘(&5, y(s, 1) Ax
T(s 1)

Rysunek 16: Schematyczny rysunek fragmentu struny.

Ustalmy dowolng chwile czasowa t. Rozwazmy matly kawaleczek struny, w ktérym punkty
zmieniajg si¢ podczas przyrostu parametru s o As (Rys. [I6). Oczywiste jest, ze przyrost As
powoduje réwniez przyrosty Ax oraz Ay. Rozwazmy jakie sily dzialaja ten ten maly odcinek
struny. Sg to: sita naciggu T = T(s,t) oraz z goéry zadana sita na jednostke dlugosci F = F(s, t).

15Moze to by¢ tez kabel, faricuch czy cokolwiek o czym dla uproszczenia mozemy zalozy¢, ze jest niemal jednowy-
miarowe.

16Czyli masa na jednostke dtugosci.

7Czcionka pogrubiong bedziemy oznaczaé wektory.

18Srednica standardowej struny E6 (czyli tej najgrubszej) to okoto 0.1cm a jej czynna dtugosé wynosi 65cm (dla
menzury 4/4). Widzimy zatem, ze struna jest okoto 650 razy dluzsza niz grubsza. Mozemy zdefiniowaé bezwymia-
rowy parametr grubosci jako e =gruboé¢/diugosé. Zalozenie o jednowymiarowosci struny jest sensowne jesli e < 1.
W naszym przypadku e = 0.1/65 ~ 0.0015 < 1 dla struny E6 oraz € = 0.025/65 =~ 0.0004 < 1 dla najcieriszej struny
El.

YNa przyktad dla struny, ktéra ma ciggle ksztalt pétokregu mamy (x(s,t),y(s,t)) = L(coss,sins).
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Wypadkowa tych dwoch sit musi byé réwna masie odcinka pomnozonej przez przyspieszenie
jakie on doznaje. Ponizej zapiszemy ten bilans sit.

Zauwazmy, ze dzieki zalozeniu o jednowymiarowosci, sita naprezenia musi by¢ skierowana w
kierunku do niej stycznym. Mozemy zatem zapisaé

T(S)t) :T(s,t)(cos(p(s,t),sin(p(s,t)), (91)

gdzie ¢ = @(s,t) jest katem miedzy strung a osig Ox (patrz Rys. a T(s,t) dlugoscig wektora
T. Przypomnijmy sobie z analizy, ze masa tuku krzywej parametrycznej o gestosci p(s) moze by¢

obliczona ze wzor
s 2 2
M(s) :J p(v)\/(g—:(v,t)) + (%(V,t)) dv. (9.2)

W naszym przypadku, masa rozwazanego odcinka wynosi

s+As 2 2
M(s + As) — M(s) :J p(v)\/(%(v, t)) + (2—2(\),’()) dv =

S

2 2
- Asp(o)\/@—’;(m 0) +(Hwn).

dla pewnego o € (s,s + As). Skorzystaliémy tutaj z twierdzenia o wartoSci $redniej dla catek.
Zauwazmy, ze 0 — sjesli As — 0. W podobny sposéb mozemy wyliczy¢ catkowita sile F dzialajgca
na odcinek As. Z zalozenia jej sktadowa x-owa jest réwna 0, natomiast druga sktadowa wynosi

s+As 2 2 2 2
J F(v,t)\/<g—:(v, t)) + <g—g(v,t)) dv = AsF(w,t)\/<g—:(w,t)) + <g—1‘:(w,t)) , (9.4)

dla pewnego w € (s,s + As).
Wypadkowa sita naciggu dziatajaca na odcinek As jest réwna T(s + As, t) — T(s, t). Mozemy
zatem zapisaé sktadowg x-owgq bilansu sit

9.3)

2
0%x

5o 99

2
T(s+ As,t)cos @(s+ As,t) —T(s,t) cos @(s,t) = p(o)AS\/<g—:(G,t)> + (2—2(0, t))

Podobnie, sktadowa y-owa ma postaé

T(s+ As,t)sin (s + As,t) — T(s, t)sin (s, t) =

d 270 232 d 270 2 (9.6)
- p(G)AS\/(a—l‘:(G,t)) n (a—g(o,t)) a—t’z‘ +AsF(w,t)\/(a—‘~:(w,t)) n (a—g(w,t)) .

Mozemy teraz podzieli¢ oba powyzsze réwnania przez As i przejé¢ do granicy As — 0. Otrzymu-

jemy wtedy
d ox 2 [y 2%
2 (15,1 cos pls, 1) = p(s)\/ (Fs0) + (Fen) 52 97)

2Dla krzywej jednorodnej, masa jest rowna gestosci pomnozonej przez jej dlugos¢. W przypadku dowolnego
rozkladu masy, funkcja p musi znajdowac sie pod catky. Zeby lepiej zrozumie¢ ten wzér oblicz mase linii prostej.
Nastepnie wez dowolng krzywa i przybliz ja tamang.
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oraz

9 (T(s, U sin (s, 1) =
0s

2 247 2 2
- p(s)\/ (0] + (Fsn) 52+ \/ (Fes0) + (50) Fs0.

Powyzsze réwnania mozemy nieznacznie uprosci¢ i uwydatni¢ zalezno$¢ miedzy katem ¢ a
pochodnymi 0x/0s oraz dy/0s. Zauwazmy najpierw, ze kat @as(s,t) := ZCAB dazy do kata
@(s,t) gdy As — 0. Z rysunku wida¢ od razu, ze mamy

(9.8)

COS Pas(s,t) = \/(Ax)?: (Ay)z’ sin @as(s,t) = \/(Ax)fi (Ay)z' 9.9)
Utamki wystepujace w powyzszych wzorach mozna rozszerzy¢ o 1/As, co daje nam
COS @ as(s,t) sin @aq(s, t) (9.10)
J— V—
PrzejScie do granicy As — 0 pozwala nam ostatecznie otrzymac
cos @(s,t) sin @ (s, t) (9.11)

Qu 2&
as as

gdzie pochodne czgstkowe wyliczone sa w punkcie (s, t). Ostatecznie, réwnania opisujgace ruch
punktu (x(s,t),y(s,t)) struny maja postac

d & B x\> [y o
S e (2 (3) 0 012

oraz

d ol B ox\> [dy\‘o%y ox\> [oy\°
(o o () (3 T () (2 rso, o

S N

gdzie dla przejrzystosci zapisu zaniechaliémy pisania argumentéw pochodnych. Nie spowo-
duje to juz teraz zadnego nieporozumienia. Na pierwszy rzut oka réwnania oraz
wygladaja przerazajgco! Stanowig one ukfad dwéch nieliniowych réwnan czgstkowych drugiego
rzedu. Na szczeScie w nieomal wszystkich zastosowaniach mozemy poczyni¢ pewne zatozenie,
ktére upraszcza oraz w znaczacy sposob. Wynik, ktory wtedy dostaniemy bedzie
jedynie przyblizeniem rzeczywistego zjawiskaP[| To przyblizenie, jednak, bardzo czegsto jest rzedu
wyzszego niz blad eksperymentu, ktéry pozwala nam na zbadanie zjawiska. Nawet gdyby tak
nie bylo, to uproszczone réwnanie jest zawsze pierwszym krokiem do zrozumienia rozwigzania
pelnego réwnania.

Zanim przystapimy do przyblizen zauwazmy, ze mamy dwa réwnania: oraz atrzy
niewiadome: x, y oraz T. Czy w takim wypadku nasze zagadnienie jest dobrze postawione? Jak
juz zwréciliSmy uwage, réwnania, ktére wyprowadziliSmy moga opisywac drgania nie tylko strun

Z'Mozna sig tez spieraé, ze kazdy model matematyczny jest pewna idealizacjg, czyli przyblizeniem tego, co dzieje
sie wokot nas.
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ale takze wszelkich innych obiektéw, ktére mozna uwaza¢ za istotnie jednowymiarowe. To, co
odréznia je od siebie to, oprocz gestosci p, rozklad sity naciggu T. Aby dopelni¢ matematycznego
opisu naszego zagadnienia musimy podaé¢ T. Latwo mozemy sobie wyobrazi¢, ze im wieksza
sita naciggu tym wieksze odksztalcenie struny. Tak tez jest w rzeczywistodci dla bardzo wielu
materiatéwf} Eksperyment pokazuje, ze sila naprezenia jest funkcja wzglednego odksztalcenia
materiatu. Jest to ogromnie wazna zaleznos$¢ w fizyce, mechanice oraz budownictwie. Wzgledne
odksztalcenie (infinitezymalnie malego) kawatka struny wynosi ((9x/ 2s)* + (oy/ as)z)% —1, co
mozna otrzymac rozwazajac geometrie za gadnienia@ Mozemy zatem napisa¢, ze dtugo$¢ wektora

naprezenia wynosi
ox\* oy 2
T(s,t) =T — | +{= ) —1,t], (9.14)
0s 0s

dla pewnej funkcji 7. Powyzsze réwnanie nazywane jest réwnaniem konstytutywnym. Opisuje ono
wlasno$ci materiatowe badanego zjawiska. Réwnania konstytutywne bardzo czesto sa determi-
nowane empirycznie. Praktycznie zawsze funkcja 7 daje sie rozwing¢ w szereg Taylora wzgledem
odksztalcenia

x\>  [oy\? ax\*  [ay\’
T \/(g) +(a) B \/(@ +<a> S PN CAT)

gdzie T jest naciggiem w pozycji réwnowagi (dlatego nie zalezy od czasu), E jest tzw. modutem
Younga a wielokropek zastepuje wyrazy wyzszych rzedéw. Widzimy, ze dla malych odksztatceri
dobrym przyblizeniem dla relacji naprezenie-odksztalcenie jest zaleznoé¢ liniowa. Jest to tak
zwane Prawo Hooke'a.

Widzimy zatem, ze do rozwigzania zagadnienia drgan struny potrzebne sg trzy réwnania
(©.12), oraz (9.14). Pozwoli to na znalezienie wszystkich niewiadomych wystepujacych w
badanych réwnaniach. Zajmijmy sie¢ teraz szczegélnym przypadkiem, ktéry jest ogromnie wazny
w zastosowaniach.

Zal6zmy, ze interesujg nas jedynie drgania struny w pionie, to jest w kierunku poprzecznym
do struny. Dla ustalenia uwagi mozemy mysle¢ o szarpnieciu zamocowanej struny. Kiedy struna
drga tylko w pionie, wspétrzedna x-owo dowolnego jej punktu pozostaje stala przez wszystkie
chwile. Oznacza to, ze

2—:(s,t) =0, czyli x=x(s), (9.16)

dla wszystkich t i ustalonego s. Dzigki temu réwnania (9.12) oraz (9.13) przyjmuja postacé

dx

T(s,t) = =0, (9.17)
(2)"+ (3)°

0s
oraz

0 o _ ax\’ oy \ 2oy ax\? oY\’
3

ds s

22Podobnie sprawa sie ma z ksigzkowym przyktadem sprezyny: sita naciggu jest proporcjonalna do wychylenia.
2Odcinek struny w polozeniu réwnowagi ma dtugos¢ Ax = As. Kiedy struna doznaje wychylenia, ten maty

segment odksztalca sie i uzyskuje dtugosé¢ /(Ax)? + (Ay)?. Przechodzac do granicy As — 0 pokaz, ze wzgledne
odchylenie wynosi rzeczywiscie tyle, ile podaliSmy wyzej.
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Z (9.18) od razu mozemy wywnioskowag, ze

dx

T(s,1) zds = = To(t), (9.19)
X 9
()" + (3

gdzie Ty(t) jest naciggiem struny w punkcie (x(s, t),y(s,t)) o wlasnosci dx/ds = 1 oraz dy/0s =0
(ma on taka wlasno$¢, ze w tym punkcie styczna do krzywej jest rownolegta do osi Ox). Mozemy
teraz skorzysta¢ z naszego réwnania konstytutywnego (9.15)) i podstawi¢ w nim dx/ds = 1 oraz
0y/0s = 0. Otrzymujemy wtedy Ty(t) = T, dla wszystkich czaséw t, czyli prawa strona réwnania
(9.19) jest stala réwna naciggowi struny w pozydji réwnowagi@ Korzystajagc z tego wyniku
jesteSmy w stanie uprosci¢ rownanie (9.18)

0 (N dx\*  [dy\’o%y ax\*  [oy\?
2 (3:) i "W (&) - (&) &+ ¢ (@) +(&) o oo

Uzywanie krzywych okreslonych parametrycznie jest czesto uzyteczne w rozwazaniach teore-
tycznych, jednak w praktyce duzo lepiej jako parametr jest wybraé x jako zmienng niezaleznaf|
Zal6zmy, ze struna w zadnej chwili nie jest pionowa, to znaczy

d
X L. 9.21)
ds

Dzieki temu istnieje jednoznacznie okreslona funkcja odwrotna s = s(x) i mozemy zdefiniowac

u(x, t) :=y(s(x), t). (9.22)

Wtedy z reguly taricucha otrzymujemy

-1
du _dyds _dy ( %) czyli dy dxou

% 9y _ &xou 9.23
Ox 0sdx 0s \ds 0s ds 9ox’ 9.23)

gdzie skorzystaliémy z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej. Ponadto, réwniez z reguly
fancucha mozemy wyliczy¢, ze
0 dx o
ds  dsox’
Dzigki dwém powyzszym réwnaniom jesteSmy w stanie zapisaé jako jednowymiarowe
niejednorodne nieliniowe réwnanie fali

ay oy’
()4 [T+ atz 1+ <&) F(x, t), (9.25)

gdzie dla przejrzystosci zapisu wyraziliémy funkcje p oraz F od razu w zmiennej x.

Réwnanie ma bardzo ciekawe rozwigzanie stacjonarne. Zalézmy, Ze na strune (cho-
ciaz teraz lepiej mysle¢ o kablu czy wiszacym taricuchuf) dziata sita grawitacji. Daje to nam
F(x,t) = p(x)g. Dodatkowo zal6zmy, ze kabel osiggnal juz swéj stan ustalony, czyli dy/0t = 0.
Otrzymujemy wtedy réwnanie wiszgcego kabla

(9.24)

dxy dy 2
_ 1 =J 9.26
Toge a2 P9 + (dx) ’ (9.26)

2Jest to wazne odkrycie poniewaz te site naprezenia jesteSmy w stanie bardzo fatwo zmierzyé. Jesli zmienialaby

sie ona w czasie, to wykonanie odpowiedniego eks erymentu b Ioby duzo trudniejsze.
2Sprobuj zobaczy¢ jak wygladaltyby réwnania (9.12) oraz (9.13), kiedy x byloby parametrem.

26 A takze o tukach wspierajacych strop w katedrach.
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ktére juz dobrze znamy z wyktadu o zagadnieniach brzegowych. Rozwigzaniem jest cosinus
hiperboliczny.

Zauwazmy, ze nigdzie do tej pory nie czyniliémy zadnych upraszczajacych zatozen a jedynie
rozpatrywaliSmy szczegdlne przypadki. Powréémy do réwnania (9.29) i poczyrimy teraz bardzo
wazne zalozenie: zaktadamy, Zze wychylenia naszej struny sa mainacza to, ze
dy

. 9.27
ox| <! 0-27)

Dzigki temu zalozeniu, wszystkie (wigksze od pierwszej) potegi pochodnej dy/9x sg co najmniej o
rzad mniejsze niz ona sama. Dlatego jesteSmy usprawiedliwieni i bez straty wiekszej doktadnosci
mozemy usung¢ je wszystkie z naszego réwnania (9.29). Otrzymujemy wtedy jednowymiarowe
niejednorodne réwnanie falowe

i N Lia BT 9.28)

Ow = pP(x W + F(x,t). .

Zauwazmy tez, ze zgodnie z zaloZzeniem o malych wychyleniach, réwnanie konstytutywne
mowi nam, Ze sita naprezenia jest stata w kazdym punkcie struny oraz kazdym czasie. W bardzo
wielu sytuacjach interesuje nas sytuacja, w ktérej struna jest jednorodna (czyli p(x) = p = const.)
oraz nie dziafaja na nig Zadne sily zewnetrzne (czyli F = 0). Otrzymujemy wtedy réwnanie falowe

oy 2 0%y
otz o2’

gdzie ¢ = /Ty/p okazuje sie by¢ predkoscia fali biegnacej po strunie.

(9.29)

Przyklad. (Membrana i akustyka) Okazuje si¢, Ze réwnanie falowe pojawia sie ten przy opisie drgan
membrany (2D) oraz powietrza przy przejéciu fali akustycznej (3D). Nie jest ono jednak juz tylko
jednowymiarowe i ma postac

Wy = c*Au, (9.30)

gdzie A jest Laplasjanem w odpowiednim wymiarze. Réwnanie akustyki byto wyprowadzone
powyzej w czedci |4 na stronie Réwnanie membrany wyprowadza si¢ niemal identycznie do
rOwnania struny.

Przyklad. (Réwnania Maxwella) Jednym z najbardziej fundamentalnych odkry¢ fizyki byto ujed-
nolicenie pél elektrycznego E oraz magnetycznego B przeprowadzone przez Maxwella. Podat on,
ze spelniajg one réwnania
OE 0B
V-E=4mp, V- -B=0, a:chB—élﬂj, a:—CVxE, (9.31)
gdzie c jest predkoscig Swiatla w prézni, p gestodcig tadunku, a J gestoScig pradu. Interpretacja
rOwnarn jest nastepujaca: prawo Coulomba, bezzrédtowos¢ pola magnetycznego, prawo Ampere’a
(dla E niezaleznego od czasu) oraz prawo Faradaya. Aby spetnione byto prawo Ampere’a musimy
mie¢ V - J = 0. W przypadku gdy nie jest to spelnione dla matematycznej zamknietosci réwnan
potrzebny jest czion z pochodna czasowg z E. Dodanie jego pozwolito Maxwellowi otrzymacé
jednolita teorie pdl elektrycznego oraz magnetycznego.
Zobaczmy, ze pola E oraz B spelniajg rownanie fali (elektromagnetycznej). Policzmy druga
pochodng po czasie
0’E 0B 5
— =cVXx —=—-c‘Vx (VXE). 9.32
¥Dla struny gitarowej jest to bardzo odpowiednie zalozenie. Mozemy sie o tym przekonaé czynigc bardzo proste
oszacowanie (back-of-the-envelope). Jak wspomnieliSmy powyzej, dtugos¢ typowej struny gitarowej to 65cm. Wydaje
sie sensowne przyjaé, ze jej typowe wychylenie podczas grania to T — 2mm. Wtedy [dy/9x| ~ 2/650 ~ 0.003 < 1.
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Standardowa tozsamo$¢ analizy wektorowej (¢wiczenie) moéwi, ze V x (V x E) =V (V - E) — AE.
Z kolejnego réwnania Maxwella wynika
O’ = ¢’AE — 4nc’V (9.33)
otz - '
Przy zadanym tadunku jest to niejednorodne réwnanie fali. Podobnie mozna pokaza¢, ze pole
magnetyczne réwniez spetnia réwnanie falowe
OB _ c’AB +471cV x ] (9.34)
atz — . .
W bardzo wielu przypadkach powyzsze réwnania mozna rozwigzaé. Zauwazmy, Ze matema-
tyczna postac tych rownar jest identyczna. Jest to wiadnie unifikacja dwéch, z pozoru odmiennych,
pol wektorowych. Wida¢ réwniez, ze kazda fala porusza si¢ z predkoscig Swiatta.

Przyklad. (Fale na plytkiej wodzie) Przypomnijmy, ze réwnania plytkiej wody maja postac (4.3)-(#.9)

{ he + (uh), =0, 9.35)

u; +uu, = —gh,,

gdzie u = u(x,t) jest predkoscia wody, a h = h(x,t) glebokoscia. Zat6ézmy, ze fala ma matg
amplitude, to jest
h=H+¢¢ u=U, (9.36)

gdzie |&| < 1, |¥| < 1 oraz H jest srednig glebokoscig. Wtedy zostawiajac skladniki jedynie
liniowego rzedu mamy
Ct + Hux = O) ut + QCX =0. (937)

Kiedy zrézniczkujemy jedno réwnanie i wstawimy do drugiego otrzymamy
0= G + HUy = Git — ghCXx) (938)

czyli liniowe réwnanie fali (i = ¢?(,,, gdzie c jest predkoscia fali. Podobnie pokazujemy, ze
predkos¢ spetnia dokladnie takie samo réwnanie.

9.1 Warunki brzegowe

Rozpocznijmy od jednowymiarowego réwnania falowego, czyli réwnania opisujacego drgajaca
strune
Uy = Uy +f, 0<x<L. (9.39)

Poniewaz to réwnanie zawiera druga pochodng ze wzgledu na czas to konieczne jest nalozenie
zaréwno warunku poczatkowego na wychylenie u jak i na predkos¢ u, zatem

u(x,0) =d(x), w(x,0) =1(x). (9.40)

Tak jak w poprzednich zagadnieniach, istnieje kilka r6znych mozliwosci zadania warunkéw brze-
gowych.

1. (Warunek Dirichleta) Korice struny poruszaja si¢ zgodnie z géry zadang funkcja
u(0,t) = uft), w(l,t) =v(t), (9.41)

Jesli p = v = 0 to korice sg nieruchome, czyli struna jest zaczepiona z obu stron.

92



2. (Warunek von Neumanna) Zal6zmy, ze na jeden koniec struny dziata sita F, to jest zadana
jest warto$¢ naprezenia struny w jednym z jej koricow. Poniewaz dla matych wychylen sita
naprezenia jest rowna Tou, to warunek brzegowy ma postac

u, (0,t) = pu(t) lub u(L,t) =v(t). (9.42)

Przypadek, w ktérym p lub v wynosi 0 oznacza, ze na odpowiedni koniec nie dziatajg zadne
sity - swobodnie poruszajacy sie koniec.

3. (Warunek Robina) Jesli jeden z koricow zaczepiony jest do sprezyscie do podioza to dziata na
niego sita proporcjonalna do wychylenia, to jest Tou, = —ku na tym koricu. Jesli dodatkowo
punkt réwnowagi sprezyny porusza si¢ to mamy

LLX(O, t) =N\ (u(oa t) — 0 )) lub ux(l-) t) = —7\2(1L(L, t) - 92) (943)

4. (Obcigzenie) Ciekawy warunek brzegowy powstaje jesli zaloZzymy, Ze jeden z koficéw obcigzony
jest masg m, ktéra zaczepiona jest na sprezynie. Wtedy zgodnie z Prawem Newtona mamy

muy = —ku, + mg najednym z koncéw. (9.44)

5. (Warunek periodyczny) Jesli konice struny sa ze sobg zwigzane, to jest rozpatrujemy drgania
pierscienia to z ciggtosci funkgji i jej pochodnej musimy miec¢

LL(O, t) = u(Lat)a u’x(oat) = u“x(l—) t). (9.45)

My zajmiemy sie jedynie warunkiem Dirichleta, poniewaz jest on wystarczajacy aby zilustrowaé
wiele zagadniefi zwigzanych z réwnaniem fali. Z liniowo$ci mozemy oczywiscie rozbi¢ zagad-
nienie z niejednorodnym obcigzeniem f, warunkami poczatkowymi oraz brzegowymi na cztery
osobne zagadnienia, w ktérych wystepuje tylko jedna niejednorodnos¢.

Na odcinku a takze na prostych obszarach wielowymiarowych metoda rozdzielania zmiennych
dziala w podobny sposéb jak w przypadku réwnania ciepta oraz Laplace’a. Nie bedziemy sie
zatem zatrzymywac nad tg technika.

9.2 Rozwigzanie d’Alemberta

Historycznie jednym z pierwszych rozwigzan analitycznych réwnar czgstkowych bylo rozwigzanie
réwnania fali wyprowadzone przez d’Alemberta. Prze$ledzimy jego tok rozumowania dla réw-
nania okre$lonego na calej prostej R. Mozemy tu mysle¢ o nieskoficzonej strunie. Rozwigzmy

zatem
Wy = Py, x€R
{ ‘LL(X, O) = (I)(X), (946)
ui(x,0) = b(x).

Jest to zagadnienie poczatkowe dla réwnania fali zwane zagadnieniem Cauchy’ego. d’Alembert
rozumowal w sposéb podobny do nas, kiedy méwilismy o klasyfikacji rownan czastkowych.
Wprowadzit on odpowiednia transformacje zmiennych aby sprowadzi¢ réwnanie falowe do po-
staci kanonicznej. Oczywiscie, w tamtych czasach ogélna teoria réwnan rézniczkowych nie byta
znana, dlatego jego rozumowanie jest bardzo nowatorskie oraz genialne. Aby przesledzi¢ intuicje
d’Alemeberta zapiszmy réwnanie fali uzywajac standardowej notacji dla pochodnych

o’u o*u 0? 0?
oz o2 (atz aXZ) e 947)

93



gdzie operator LJ zwany jest Dalembercjanem. Posta¢ prawej strony powyzszego rownania zacheca
nas do faktoryzacji zupelnie jak we wzorach skréconego mnozenia. Nalezy jednak pamieta¢, ze
do czynienia mamy tutaj z operatorami a nie liczbami. Mamy

NN i+ci —a—z—c i +c i —cza—z—a—z—cza—2 (9.48)
ot ox/) \dt 9x/ Ot oxdt  Otdx oxX  ot? ox2’ '
poniewaz pochodne mieszane komutuja. Podobnie, mamy drugg faktoryzacje
0 0 0 0 02 , 07
Réwnanie falowe ma zatem postac
0 0 0 0 0 0 0 0
Zatem jesli u jest funkcjq spetniajaca jedno z dwoéch réwnan
0 0 0 0
(a + ca) u lub (a — ca> u, (9.51)

tojest tez rozwigzaniem réwnania falowego. My juz dobrze wiemy, Ze odpowiednimirozwigzaniami
beda jakiekolwiek funkcje F(x — ct) oraz G(x + ct), dlatego z liniowosci

u(x,t) = F(x —ct) + G(x + ct). (9.52)

Czyli rozwigzanie réwnania falowego sktada sie z dwoch fal biegnacych w lewo i w prawo. Przez
to, ze zadaliémy warunki poczagtkowe mozemy w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢ Fi G. Przede
wszystkim

$(x) = u(x,0) = F(x) + G(x), (9.53)
oraz
P(x) = we(x,0) = —cF'(x) + cG’(x). (9.54)
Czyli
—F(x) + G(x) = lJ P(s)ds + C, (9.55)
CJo
gdzie C jest stalg catkowania. Od razu tez pokazujemy
1 1T (" C 1 [ C
Fx) = 3000 + 30 | Wlo)ds =3, 60 = 5000+ 50 | blo)ds—5.  ©56)

Zatem
P(s)ds. (9.57)

ulx, t) = d(x —ct) + d(x + ct) N 1 Jx+ct

2 2c
Powyzsze wynik to wladnie rozwigzanie d’Alemberta réownania falowego na R. Widzimy, ze sktada
sie ono z dwoéch czesci. Pierwsza i druga sg warto$ciami Srednimi warunku poczatkowego fal
biegnacych w prawo i w lewo. Widzimy, Ze poczatkowe wychylenie brane jest jedynie na czotach
fali to predkos¢ jest catkowana po calym tréjkacie wplywu.

Powr6émy na chwile do wzoru na rozwigzanie ogélne réwnania fali. Tak jak juz wspo-
mnieli$my, jest ono superpozycjag dwoéch fal biegngcych w przeciwne strony. Méwigc dokladniej,
na diagramie x — t mozemy narysowaé dwie proste x £ ct, na ktérych jedna czes$¢ rozwigzania
jest stata. Sa to nasze znajome charakterystyki. Poniewaz réwnanie jest drugiego rzedu to jest

x—ct
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ono réwnowazne dwém réwnaniom pierwszego rzedu?™| dlatego wystepuje tutaj dwie rodziny
charakterystyk (Rys.). Informacja o warunkach poczatkowych jest zatem niesiona wglab czaso-
przestrzeni poruszajac z predkoscia c po prostych. Zauwazmy réwniez, ze dla ustalonej chwili
t > 0 i punktu x, charakterystyki ograniczaja tréjkatny obszar o bokach t = 0, x = +ct. Jest to
obszar wptywu to jest zbidr, do ktérego doszta informacja o warunkach poczatkowych. Na wartos¢
funkcji u w (x,t) ma wplyw jedynie warto$¢ warunkéw poczatkowych w [x — x| < ct.
Rozwazymy teraz kilka przyktadéw ilustrujgcych wtasnosci falowe rozwigzania. Zacznijmy
najpierw od sygnatu, ktéry ma poczatkowe wychylenie oraz zerowa predkosé. Wtedy
redukuje sie do
d(x —ct) + d(x + ct)
2 )
czyli jedna cze$¢ poczatkowej wartosci funkcji podrézuje w lewo a druga w prawo. Dla przyktadu
wybierzmy impuls prostokatny (jest to prosty model szarpniecia struny gitarowej)

ulx, t) = (9.58)

1, x| <h

wmmzmmz{o ST w0 = b =0 9.59)

Rozwigzanie jest najtatwiej zrozumie¢ przygladajac sie diagramowi czasoprzestrzennemu.
Zal6zmy teraz, ze predkos¢ poczatkowa jest niezerowa, dla przyktadu

1, x| <Hh;

w(x,0) = hlx) = 0, wmmzwmz{alﬂ>m (9.60)

Jest to prosty model uderzenia mloteczkiem w strune fortepianowsq. Z rozwigzania d’Alemberta
mamy
1 x+ct
u(x,t) = —J P(s)ds. 9.61)
ZC x—ct
Jako bardziej ztoZzone zastosowanie rozwigzania d’Alemberta zobaczymy jak wyglada rozwigzanie
rownania fali dla pétprostej. Mozemy mysle¢ o nieskoriczonej (w rzeczywistosci bardzo diugiej
albo sytuacji, w ktérej interesuje nas jedynie bezposrednie otoczenie jednego z koricéw) strunie
zaczepionej w jednym konicu. Eksperyment, ktéry obrazuje nasze rozwazania to waz ogrodowy
przywigzany jednym koricem do wbitego w ziemie palika. Na wolnym koncu zadajemy impuls i
obserwujemy jak si¢ porusza. Startujemy z (9.52). Poniewaz warunki poczatkowe s zdefiniowane
dla x > 0 to kladac t = 0 mamy, Ze F i G mogg przyjmowac jedynie dodatnie argumenty. Skoro w
rozwigzaniu wystepuje G(x + ct) a argument tej funkcji jest zawsze dodatni to pozostaje on
bez zmian. Jesli x > ct to oczywiscie F(x — ct) tez jest dobrze zdefiniowana przez . Problem
stanowi obszar x < ct. Uzyjmy zatem warunku brzegowego

0 =u(0,t) = F(—ct) + G(ct), (9.62)

czyli F(—z) = —G(z) dla dowolnej zmiennej z > 0. To znaczy wartoé¢ funkgji F dla ujemnych
argumentOw jest nieparzystym odbiciem funkgji G. Dlatego, dla x < ct mamy

t _ t— 1 ct+x
(%, 1) = F{x—ct) + Glx+ct) = —G(ct—x) + G(ct ) = 2Lt T : dlet —x) +ZJ W(s)ds,

(9.63)
dla x > ct prawdziwy jest oczywiscie wzér d’Alemberta. Mozemy tatwo zinterpretowac ten
wynik. Dla x > ct jedna cze$¢ fali porusza sie w lewo az znajdzie si¢ w obszarze x < ct gdzie

zostaje odbita od brzegu i zaczyna poruszaé sie¢ w prawo jako —G(ct — x). Widzimy zatem, ze

ct—x

Na przyklad vi = cuy i uy = —cvy.
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podobnie jak przy zagadnieniu ciepta na pétprostej dziata zasada odbicia - warunek poczatkowy
jest odbity nieparzyscie.

Na koniec zobaczmy jak rozwigzanie d’Alemberta moze by¢ wykorzystane do znalezienia
rozwigzania réwnania falowego dla zaczepionej z obu stron struny. To zagadnienie bez pro-
bleméw moze by¢ rozwigzane za pomocg metody rozdzielania zmiennych jednak podejicie
d’Alemberta duzo lepiej uwydatnia jako$ciowe cechy fali. Mamy zatem

u(x,t) = F(x —ct) + G(x + ct). (9.64)

Jesli x > ct oraz x < L + ct to oczywiScie rozwigzanie nie wie o warunkach brzegowych dlatego
dane jest rozwigzaniem d’Alemberta (9.57). Jeéli x < ct lub x > L 4 ct to uzy¢ musimy jednego z
warunkéw brzegowych

0 =u(0,t) = F(—ct) + G(ct), 0=u(L,t) =F[L —ct)+ G(L+ct). (9.65)

Pierwsze réwnanie pocigga za soba F(z) = —G(z), co daje F(L 4 z) = F(L — z), czyli funkcja F jest
2L-okresowa. Podobnie dla G, czyli u jest réwniez 2L-okresowa. Widzimy, Ze podobnie jak dla
nieskoniczonej struny zaczepionej w jednym koricu mamy odbicie w x = 0. Tym razem fala odbija
sie rowniez w x = L. Ostateczne rozwigzanie najlepiej zobaczy¢ na diagramie czasoprzestrzen-
nym (Rys.). Widzimy, ze jesli tylko przedtuzymy warunki poczatkowe nieparzyscie z okresem 2L
to rozwigzanie d’Alemberta dla calej prostej zredukuje sie do rozwigzania na odcinku [0, L]. Takie
rozwigzanie otrzymac jest duzo prosciej niz rozwigzujac réwnanie metodq Fouriera.

Uzupelni¢ o falach!

9.3 Fale plaskie oraz sferyczne

Bardzo czesto chcemy znaleZ¢é rozwigzanie réwnania falowego dla sygnatu rozchodzacego sie w
kazdym kierunku. Jest to przyklad fali sferycznej czyli takiej, ktéra powstaje przy rozprzestrzenia-
ma $ciSle okreslong czestotliwos¢ to jest przyktadem fali ptaskiej. Zacznijmy od niej.

Rozwazmy réwnanie fali w trzech wymiarach

Uy = c?Au, x € R, (9.66)

Poniewaz réwnanie jest liniowe o statych wspoétczynnikach to spodziewamy sie, ze znajdziemy
rozwigzania wyktadnicze .
u(x, t) = Aellkx-wt) (9.67)

gdzie A jest liczba zespolong (amplituda fali), x = (x,y,z), k = (ky, ky,k;). Poszukiwanie
rozwigzan zespolonych jest uzyteczne poniewaz upraszcza rachunki. Na konicu biorgc na przy-
ktad czesé rzeczywista rozwigzania otrzymamy rozwigzanie rzeczywiste. Podstawiajgc do

otrzymujemy
w? = c*k?, (9.68)

gdzie k* = kI 4 kj + kZ. Otrzymalismy zatem uogélnienie znanego wyniku dla fali jednowymia-
rowej - jest to zwigzek dyspersyjny pomiedzy czestoscia fali a liczg falowa. Dla jednego wymiaru

mamy k = £ czyli liczba falowa jest iloscig fal na jednostke przestrzeni (razy 2m). Ponadto
w = £ = Z Czyli w = ck. Naszym rozwigzaniem jest zatem
u(x, t) = Aelllxtekt), (9.69)

Biorgc czes¢ rzeczywistg powyzszego wyrazenia otrzymujemy

u(x,t) = A,cos(k - x £ ckt) — A;sin(k - x £ ckt), (9.70)
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gdzie A = A, + iA;. Wektor falowy k ma bardzo wazng interpretacje fizyczng. Z rozwigzania,
ktore wiladnie otrzymaliSmy widzimy, ze fala przyjmuje dokladnie te samg warto$¢ na wszystkich
(x,t), dla ktérych k - x £ ckt jest state, to znaczy

u=-const. dla k-x=+ckt=C, (9.71)

dla pewnego C. Jesli ustalimy chwile t to otrzymamy k - x = Fckt 4+ C, co jest r6wnaniem
plaszczyzny o wektorze normalnym k. Wtasnie stagd pochodzi nazwa fali plaskiej: jej faza jest
stala na ptaszczyznach prostopadtych do wektora falowego. Gdy zmienia si¢ czas t to plaszczyzna
o statej fazie porusza si¢ w kierunku wektora k. Wida¢ wiec, ze fala podrézuje w kierunku tego
wektora.

Zbadajmy teraz fale sferyczng. Zat6zmy, ze rozwigzanie réwnania przedstawia fale, ktéra
rozchodzi si¢ w kazdym kierunku (a nie tak jak bylo to poprzednio - w ustalonym). Sugeruje to
wprowadzenie wspoétrzednych sferycznych

1 1, 2
W= (ru), = + (9.72)

gdzie zalozylismy, Zze rozwigzanie nie zalezy od katéw (bo jest w kazdym kierunku takie samo).
Pomnézmy to réwnanie obustronnie przez r

.
2t =Tun + 2u, = (Wi (9.73)

poniewaz pochodna z lewej strony liczona jest po czasie to mamy
(rWe = (T, (9.74)

co jest dokfadnie réwnaniem falowym dla funkgji ru. Wiemy, Ze jego rozwigzaniem jest

[F(r—ct) + G(r +ct)]. (9.75)

==

U(T,t) =

Zatem amplituda fali sferycznej maleje wraz z odlegloscig jak 1/7.
Wynik ten moze zosta¢ wykorzystany do znalezienia rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego dla
réwnania falowego w trzech wymiarach. Niech u bedzie rozwigzaniem

Uy = c?Au, x € R3,
u(x, 0) = ¢(x), (9.76)
ui(x,0) = ().

Wprowadzmy nowa funkcje U = U(r) bedaca wartoscig srednig u na sferze o promieniu r i srodku
w ustalonym punkcie x,

1
U(r,t) == P ” udS. (9.77)
0B(1,x0)
Od razu mamy U(0, t) = u(xo,t). Obliczmy teraz Laplasjan funkcji U. Poniewaz U nie zalezy od
katéw mamy podobnie jak wyzej

1
AU = (ru,). . (9.78)

Scatkujmy (9.76) po kuli B(r, xo)

éaa—; ”J udx = ”J Audx = ” Vu - ndS, (9.79)



z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego. W calce powierzchniowej mozna zmieni¢ zmienng aby
przejs$¢ do catkowania po sferze jednostkowej

” Vu-ndS = ” Vu(x,t) - XX

(x) = 12 U Vu(xo + 1y, t) - ydS(y)

0B(1,x0) 0B(r,x0) 0B(1,0)
9.80)
= 3 Jux + 1y, t)dS(y) = 4nr? — 9 ] ” u(x, t)dS(x) | = 4nr’U
o 0T TYs y or | 4mr2 ’ - "
0B(1,0) 0B(r,x0)

Lewa strona powyzszego réwnania moze by¢ zapisana jako catka po coraz wiekszych sferach
wypelniajacych kule B(r, xo), to jest wprowadzone moga by¢ wspoéirzedne sferyczne

J” udx = E pdp ” udQ = J; p’ 471p2 ” udS | dp = 471J: p?U(p)dp, (9.81)

B(T)XO) aB(P»"o] aB(p>Xo]

poniewaz element powierzchni i element kata brylowego sg zwigzane zaleznosciag dS = p?dQ.
Laczac dwa powyzsze wzory mamy

—— | p"U(p)dp = r°U,. (9.82)
c2ot? ),

2

Aby pozby¢ sie catki wystarczy pomnozy¢ przez r* zrézniczkowaé ze wzgledu na r

(9.83)

co pokazuje, ze U spetnia réwnanie fali i zalezy tylko od promienia. Jest to dokladnie to samo
réwnanie co (9.72)) dlatego rozwigzaniem jest

rU(r,t) = F(r —ct) + G(r + ct), (9.84)

gdzie F i G zwigzanie sa z warunkami poczgtkowymi. Aby znalez¢é doktadng zaleznos$¢ pod-
stawmy 1 = 0, wtedy

0 = F(—ct) + G(ct), (9.85)
dlatego
ru(r,t) = F(r —ct) — F(r + ct). (9.86)
Zrézniczkujmy teraz powyzszy wzor ze wzgleduna r
U+rU, =F(r—ct) —F(r+ct), (9.87)
oraz podstawmy r = 0
u(xo,t) = U(r,0) = F'(—ct) — F'(ct). (9.88)

Obliczenie pochodnej po t daje nam

U, = —c[F(r—ct) + F(r+ct)], (9.89)
adlar =0 mamy
F/(—ct) = —F(ct), (9.90)
czyli
u(xg,t) = U(r,0) = 2F'(ct). (9.91)
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Dodajac do siebie (9.89) oraz mamy

c(rU), + (ru)y = 2¢F'(r +ct). (9.92)
Co pociagga
u(xo, t) = {(rU)T + %(rU)t} . (9.93)
t=0,r=ct

Powracajac do warunkéw poczatkowych i pomijajgc pisanie indeksu 0 dostajemy

wxt) = 1 |2 H $d5+ H %ds . (9.94)

4mtc | Or
B(ct,x) B(ct,x)

Jestto wzoér Poissona. Zauwazmy, ze rozwigzanie zalezy jedynie od wartosci warunkéw poczatkowych
na sferze a nie w jej wnetrzu. Jest to zasada Huygensa.
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