
1. Macierze

Definicja 1.1 (Iloczyn kartezjański). Niech A,B b ↪ed ↪a dowolnymi zbiorami, to wtedy (x, y) ∈ A×
B←→x ∈ A ∧ y ∈ B.

Twierdzenie 1.1. Niech A,B,C,D b ↪ed ↪a dowolnymi zbiorami, to wtedy maj ↪a miejsce nast ↪epuj ↪ace
równości:

(1) ((A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D),
(2) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

Dowȯd. 1. (x, y) ∈ (A × B) ∩ (C × D)←→(x, y) ∈ A × B ∧ (x, y) ∈ (C × D)←→x ∈ A ∧ y ∈
B ∧ x ∈ C ∧ y ∈ D←→x ∈ A ∩ C ∧ y ∈ B ∩D←→(x, y) ∈ (A ∩ C)× (B ∩D).
Dowȯd. 2. (x, y) ∈ (A ∪ B) × C←→x ∈ A ∪ B ∧ y ∈ C←→(x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ y ∈ C←→(x ∈
A ∧ y ∈ C) ∨ (x ∈ B ∧ y ∈ C)←→(x, y) ∈ A× C ∨ (x, y) ∈ B × C←→(x, y) ∈ (A× C) ∪ (B × C).
�

Definicja 1.2 (Macierz). Niech K b ↪edzie ustalonym cia lem (lub pierścieniem), n,m ∈ N \ {0}, to
wtedy A nazywamy macierz ↪a o m wierszach i n kolumnach←→ A ∈ K{1,...,m}×{1,...,n}. Zbiór wszyst-
kich macierzy o m wierszach i n kolumnach ze wspó lczynnikami z K oznaczamy przez Mm,n(K) lub
Km×n.

Definicja 1.3 (dzia lania na macierzach). Na macierzach możemy zdefiniować nast ↪epuj ↪ace dzia ↪ania

Dodawanie:: Niech A,B ∈Mm,n(K), to macierz A+B ∈Mm,n(K) definiujemy nast ↪epuj ↪aco

∀(i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} (A+B)ij := (A)ij + (B)ij,

Mnożenie przez skalar:: Niech A ∈Mm,n(K) i α ∈ K, to αA ∈Mm,n(K) definiujemy tak

∀(i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} (αA)ij := α(A)ij,

Mnożenie macierzy:: Dla A ∈Mm,n(K) i B ∈Mn,k(K) moźemy zdefiniować iloczyn
AB ∈Mm,k(K) w taki sposób:

∀(i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , k} (AB)ij :=
n∑

r=1

(A)ir(B)rj.

Twierdzenie 1.2 (Proste w lasności). Niech A,B,C ∈Mm,n(K), D ∈Mn,k(K) oraz F ∈Mk,l(K)
to wtedy

(1) (A+B) + C = A+ (B + C), (AD)F = A(DF ),
(2) A+B = B + A,
(3) (A+B)D = AD +BD,
(4) α ∈ K−→ α(A+B) = αA+ αB,
(5) α, β ∈ K−→ (αβ)A = α(βA), (α + β)A = αA+ βA,
(6) istnieje 0 ∈Mm,n(K) że dla każdego A ∈Mm,n(K) A+ 0 = A = 0 + A,
(7) dla każdego A ∈Mm,n(K) istnieje (dok ladnie jedno) B ∈Mm,n(K) że A+B = 0,
(8) istnieje 1 ∈Mn(K) że dla każdego A ∈Mn(K) 1A = A = A1.
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Dowȯd. Udowodnimy tylko niektóre w lasności, np.  l ↪aczność mnożenia. Niech (i, j) ∈ {1, . . . ,m}×
{1, . . . l} b ↪edzie dowolne, to wtedy:

((AD)F )ij =
k∑

r=1

(AD)irFrj =
k∑

r=1

(
n∑

s=1

AisDsr)Frj

=
k∑

r=1

(
n∑

s=1

AisDsrFrj) =
n∑

s=1

Ais

k∑
r=1

(DsrFrj) =
n∑

s=1

Ais(DF )sj = (A(DF ))ij,

co dowodzi (AD)F = A(DF ). �

2. Wyznaczniki

Definicja 2.1 (wyznacznik macierzy). Niech A ∈ Mn(K) b ↪edzie kwadratow ↪a macierz ↪a nad K to
wtedy funkcj ↪e

Mn(K) 3 A 7→ |A| ∈ K

definiujemy rekurencyjnie wzgl ↪edem stopnia macierzy A:

n = 1: −→ |A| = |[a11]| = a11

n > 1: −→ |A| =
n∑

i=1

a1i|A1i|, gdzie A1i ∈Mn−1(K)

Wyznacznik |A| z macierzy oznacza si ↪e również det(A).

Twierdzenie 2.1 (O wyznaczniku). Wznacznik macierzy ma nast ↪epuj ↪ace w lasności na kolumnach:

(1) det[X + Y,A2, . . . , An] = det[X,A2, . . . , An] + det[Y,A2, . . . , An],
(2) α ∈ K−→ det[αA1, A2, . . . , An] = α det[A1, A2, . . . , An],
(3) ∀i ∈ {1, . . . , n− 1} det[A1, . . . , Ai, Ai+1, . . . , An] = − det[A1, . . . , Ai+1, Ai, . . . , An],
(4) 1 ≤ i < j ≤ n−→ det[A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An] = − det[A1, . . . , Aj, . . . , Ai, . . . , An],
(5) det[A1, . . . , Ai, . . . , Ai, . . . , An] = 0,
(6) |AT | = |A|,

gdzie Ak =

a1k...
ank

, X =

x1...
xn

 oraz Y =

y1...
yn

.

Dowȯd. 1 Niech A(x + y) = [X + Y,A2, . . . , An] natomiast A(x) = [X,A2, . . . , An] oraz A(y) =
[Y,A2, . . . , An] to wtedy mamy
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|A(x+ y)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + y1 a12 . . . a1n
x2 + y2 a22 . . . a2n

...
...

...
xn + yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=(−1)1+1(x1 + y1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + y1 a12 . . . a1n
x2 + y2 a22 . . . a2n

...
...

...
xn + yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
11

+
n∑

i=2

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + y1 a12 . . . a1n
x2 + y2 a22 . . . a2n

...
...

...
xn + yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

=(−1)1+1x1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 . . . a1n
x2 a22 . . . a2n
...

...
...

xn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
11

+ (−1)1+1y1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 a12 . . . a1n
y2 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
11

+

+
n∑

i=2

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 . . . a1n
x2 a22 . . . a2n
...

...
...

xn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

+
n∑

i=2

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 a12 . . . a1n
y2 a22 . . . a2n
...

...
...

yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

=

=(−1)1+1x1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 . . . a1n
x2 a22 . . . a2n
...

...
...

xn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
11

+
n∑

i=2

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 . . . a1n
x2 a22 . . . a2n
...

...
...

xn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

+

+(−1)1+1y1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 a12 . . . a1n
y2 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
11

+
n∑

i=2

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 a12 . . . a1n
y2 a22 . . . a2n
...

...
...

yn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

=

=|A(x)|+ |A(y)|

co kończy dowód 1.
Dowȯd. 2,3 jest analogiczny jak w punkcie 1.
Dowȯd. 4 wynika prosto z 3 w lasności.
Dowȯd. 5 wynika prosto z 4 w lasności.
Dowȯd. 6 jest przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na stopień macierzy. Jeśli n = 1 to |A| = a11 = |AT |.
Niech n > 1 oraz A ∈ Mn(K), to wtedy moźemy za lożyć tez ↪e indukcyjn ↪a B ∈ Mn−1(K) to wtedy
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|BT | = |B|. Zuważmy że

|(AT )1i| =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
T

1i

=

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . an1
...

. . .
...

a1n . . . ann

∣∣∣∣∣∣
1i

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
skreślona ↓ i-ta kolumna

a12 . . . an2
...

. . .
...

a1n . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
skreślony a12 . . . a1n

i-ty→ ...
. . .

...
wiersz an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
i1

= |Ai1|,

a st ↪ad mamy:

|AT | =
n∑

i=1

(−1)1+i(aT )1i|(AT )1i| =
n∑

i=1

(−1)1+iai1|Ai1| = (−1)1+1a11|A11|+
n∑

i=2

(−1)1+iai1|Ai1|

=(−1)1+1a11|A11|+
n∑

i=2

(−1)1+iai1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 . . . a1n
...

...
→i ai2 . . . ain

...
...

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−1)1+1a11|A11|+

n∑
i=2

(−1)1+iai1

n∑
j=2

(−1)1+ja1j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 . . . a1n
...

...
→i ai2 . . . ain

...
...

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1j

=(−1)1+1a11|A11|+
n∑

i=2

(−1)1+iai1

n∑
j=2

(−1)1+ja1j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

↓1 ↓j
→1 a11 . . . a1n

...
...

→i ai1 . . . ain
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(−1)1+1a11|A11|+
n∑

i=2

(−1)1+iai1

n∑
j=2

(−1)1+ja1j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

↓j
→1 a11 . . . a1n

...
...

ai1 . . . ain
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i1
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=(−1)1+1a11|A11|+
n∑

j=2

(−1)1+ja1j

n∑
i=2

(−1)1+iai1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

↓j
→1 a11 . . . a1n

...
...

ai1 . . . ain
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i1

=(−1)1+1a11|A11|+
n∑

j=2

(−1)1+ja1j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

↓j
→1 a11 . . . a1n

...
...

ai1 . . . ain
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
j=1

(−1)1+ja1j|A1j| = |A|.

�

Wniosek 2.1. Mamy dalsze w lasnosci wyznaczników, tym razem na wierszach:

(1) det


X + Y
A2
...
An

 = det


X
A2
...
An

+ det


Y
A2
...
An

,

(2) α ∈ K−→ det[αA1, A2, . . . , An] = α det[A1, A2, . . . , An],

(3) ∀i ∈ {1, . . . , n− 1} det



A1
...
Ai

Ai+1
...
An


= − det


A1

. . .
Ai+1

Ai

. . .
An

,

gdzie Ak = [ak1 . . . akn], X = [x1 . . . xn] oraz Y = [y1 . . . yn].

Twierdzenie 2.2. Niech A,B b ↪ed ↪a macierzami kwadratowymi dowolnego stopnia (odpowiednio n
i m, niekoniecznie n,m maj ↪a być równe), niech 0, C b ↪ed ↪a macierzami takiego stopnia, że macierz

D =

[
A 0
C B

]
jest kwadratowa, to wtedy

∣∣∣∣A 0
C B

∣∣∣∣ = |A||B|.

Dowȯd. Dowód przeprowadzimy przez indukcj ↪e wzgl ↪edem stopnia macierzy A. Jeśli A ∈Mn(K)
to wtedy d11 = a11 i d1i = 0 dla i ∈ {2, . . . ,m} a wi ↪ec mamy∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
c11 b11 . . . b1m
...

... . . .
...

cm1 bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
m+1∑
i=1

(−1)1+id1i

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
c11 b11 . . . b1m
...

... . . .
...

cm1 bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

= (−1)2a11

∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1m
...

. . .
...

bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣ = |A||B|.



6

Za lóżmy, że n > 1 i nasze twierdzenie jest prawdziwe dla k < n. Niech A ∈Mn(K) to wtedy mamy:

∣∣∣∣A 0
C B

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n 0 . . . 0
...

. . .
... 0

. . .
...

an1 . . . ann 0 . . . 0
c11 . . . c1n b11 . . . b1m
...

. . .
...

...
. . .

...
cm1 . . . cmn bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=1

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n 0 . . . 0
...

. . .
... 0

. . .
...

an1 . . . ann 0 . . . 0
c11 . . . c1n b11 . . . b1m
...

. . .
...

...
. . .

...
cm1 . . . cmn bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1i

za l.

ind.
=

n∑
i=1

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
1i

∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1m
...

. . .
...

bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣
=

 n∑
i=1

(−1)1+ia1i

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣
1i


∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1m
...

. . .
...

bm1 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣ = |A||B|,

co kończy dowód naszego twierdzenia. �

Twierdzenie 2.3 (Cauchy’ego o wyznacznikach). Niech A,B ∈Mn(K) b ↪ed ↪a macierzami kwadra-
towymi tego samego rozmiaru, to |AB| = |A||B|.
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Dowȯd. Niech D = AB ∈ Mn(K) oraz C =

[
B −1
0 A

]
∈ M2n(K) b ↪edzie nasz ↪a pomocnicz ↪a, to

wtedy korzystaj ↪ac z poprzedniego twierdzenia mamy |C| = |A||B|, z drugiej strony:

|C| =
∣∣∣∣B −1
0 A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 . . . b1i . . . b1n −1 0 0 . . . 0
b21 . . . b2i . . . b2n 0 −1 0 . . . 0
b31 . . . b3i . . . b3n 0 0 −1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . . 0
bn1 . . . bni . . . bnn 0 0 0 . . . −1
0 . . . 0 . . . 0 a11 a12 a13 a1n
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 . . . 0 . . . 0 an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ki + b1ik1+n

ki + b2ik2+n
...

ki + bnikn+n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 . . . 0 . . . b1n −1 0 0 . . . 0
b21 . . . 0 . . . b2n 0 −1 0 . . . 0
b31 . . . 0 . . . b3n 0 0 −1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . . 0
bn1 . . . 0 . . . bnn 0 0 0 . . . −1
0 . . . a11b1i + · · ·+ a1nbni . . . 0 a11 a12 a13 a1n
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 . . . an1b1i + · · ·+ annbni . . . 0 an1 an2 an3 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 . . . 0 . . . b1n −1 0 0 . . . 0
b21 . . . 0 . . . b2n 0 −1 0 . . . 0
b31 . . . 0 . . . b3n 0 0 −1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . . 0
bn1 . . . 0 . . . bnn 0 0 0 . . . −1
0 . . . d1i . . . 0 a11 a12 a13 a1n
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 . . . dni . . . 0 an1 an2 an3 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 . . . 0 −1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 . . . 0 0 −1 0 . . . 0
0 . . . 0 . . . 0 0 0 −1 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . . 0
0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 . . . −1
d11 . . . d1i . . . d1n b11 b12 b13 b1n
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
dn1 . . . dni . . . dnn bn1 bn2 bn3 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · =

∣∣∣∣ 0 −1
AB A

∣∣∣∣ = (−1)n
∣∣∣∣ 0 1
AB A

∣∣∣∣ = (−1)n
2+n

∣∣∣∣AB A
0 1

∣∣∣∣ = |AB|.

�

Twierdzenie 2.4 (Rozwini ↪ecie Laplac’ea). Niech A ∈Mn(K), to wtedy

Rozwiniecie wzgl ↪edem wiersza:: ∀i ∈ {1, . . . , n} |A| =
n∑

k=1

(−1)i+kaik|Aik|,

Rozwiniecie wzgl ↪edem kolumny:: ∀j ∈ {1, . . . , n} |A| =
n∑

k=1

(−1)k+jakj|Akj|.
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Dowȯd. Niech A ∈Mn(K) b ↪edzie pewn ↪a macierz ↪a kwadratow ↪a o wspó lczynnikach z K. Ponadto,

niech A =

w1
...
wn

 gdzie wi = [ai1, . . . , ain] jest i–tym wierszem macierzy A. To wtedy

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w1
...
wi
...wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)i−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wi

w1
...

wi−1
wi+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1

n∑
k=1

(−1)1+kaik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wi

w1
...

wi−1
wi+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1k

=(−1)i−1
n∑

k=1

(−1)1+kaik|Aik| =
n∑

k=1

(−1)i+kaik|Aik|,

co kończy dowód rozwini ↪ecia wzgl ↪edem i–tego wiersza. By udowodnić drug ↪a tożsamość, wystarczy
skorzystać z twierdzenia o wyznaczniku macierzy transponowanej (|AT | = |A|) oraz ze wzoru na
rozwini ↪ecie wyznacznika wzgl ↪edem wiersza. �

Wniosek 2.2. Niech A ∈Mn(K) b ↪edzie macierz ↪a kwadratow ↪a oraz niech DA ∈Mn(K) b ↪edzie jej
dope lnieniem algebraicznym, tzn. [DA]ij = dij = (−1)i+j|Aij|, to wtedy

ADT = (DT )A =


detA 0 . . . 0

0 detA . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . detA

 .
Dowȯd. Niech A ∈ Mn(K) oraz DA ∈ MN(K) b ↪edzie dope lnieniem algebraicznym macierzy A.
Niech i = j i zastosujmy rozwini ↪ecie Laplac’ea wzgl ↪edem wiersza dla macierzy A, to wtedy

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
ai1 . . . ain
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
k=1

(−1)i+kaik

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
ai1 . . . ain
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ik

=
n∑

k=1

aikdik =
n∑

k=1

aik(dT )ki = (ADT )ii.

Rozpatrzmy teraz przypadek gdy i 6= j, to weźmy pod uwag ↪e macierz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Zauważmy że nasza macierz ma dwa wiersze (mianowicie i–ty i j–ty) takie same, wi ↪ec jej wy-
znacznik jest równy 0. stosuj ↪ac ponownie rozwini ↪ecie Laplace’a wzgl ↪edem i–tego wiersza mamy:

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
k=1

(−1)i+kajk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ik

=
∑
k=1

ajk(−1)i+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
ai1 . . . ain
...

...
aj1 . . . ajn
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ik

=
n∑

k=1

ajkdik =
n∑

k=1

ajk(dT )ki = (ADT )ji.

Wi ↪ec ostatecznie mamy ADT =


detA 0 . . . 0

0 detA . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . detA

. Podobne rozumowanie prowadzi do

DT A =


detA 0 . . . 0

0 detA . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . detA

, co kończy dowód naszego wniosku. �

Definicja 2.2 (macierz odwrotna). Niech A ∈ Mn(K) b ↪edzie macierz ↪a kwadratow ↪a, to macierz
B ∈Mn(K) jest odwrotna do A jeżeli

A ·B = 1 = B · A.
Macierz A nazywamy macierz ↪a odwracaln ↪a wtedy gdy istnieje do niej macierz odwrotna.

Twierdzenie 2.5. Kwadratowa macierz A ∈Mn(K) jest odwracalna (posiada macierz odwrotn ↪a)
wtedy i tylko wtedy gdy |A| 6= 0, co wi ↪ecej, jeśli |A| 6= 0 to

A−1 =
DT

A

|A|
.

Dowȯd. Przypuśćmy, że |A| = 0 i macierz A jest owracalna. To wtedy istnieje macierz B ∈
Mn(K), taka że AB = 1 = BA. Na mocy twierdzenia Cauchyego mamy:

1 = |1| = |AB| = |A| · |B| = 0 · |B| = 0,

sprzeczność. Za lóżmy że |A| 6= 0, to z wniosku 2 mamy:

A ·DT
A = |A| · 1 = DT

A · A.
Ponieważ |A| 6= 0, wi ↪ec macierz 1

|A|D
T
A jest macierz ↪a odwrotn ↪a do macierzy A. �


