Lista 1

Arytmetyka modularna

Zadanie 1 Wykaz, zZe dla dla n € N, zachodzi
VeeZ3keZ3reZ, x=k-n+r.
gdzie Z, = {0,...,n—1}. Jest to dzielenie z resztq. Jeslix = k-n-+r ir € Z,, to definiujemy (), = r.
Zadanie 2 Dla dowolnych a,b € Z in € N, udowodnij, ze
1. ((a)n)n = (@))n,
(@+b)n = ((a)n) + (O)n)n,
(@-0)n = ((@)n) - (b)n)n;

Zadanie 3 Dla dowolnych x,y € Z v n € N definiujemy

2.
3.

T4,y = (r+y)porazx -,y = (- Y)n.
Pokaz, ze (Zy,+y) jest grupg abelowg, tzn.
1. Vo,y € Zy v +py € Ly,
Vo,y,2 € Ly (x+ny) +n 2 =2+, (y+, 2),
Ve €Zpx+,0=2=0+,,

Ve € ZpIy€lnx+,y=0=y+,x,

S

Ve, y € Zp x4,y =9y +,T.

Zadanie 4 Pokaz, ze jezeli 1 <n € Ny, to (Zy,+n,n,0,1) jest pierscieniem przemiennym z jedno-
scig, tzn.

1. (Zy,+,) jest grupg abelowq,
2 Dow X Doy — Lo,
3N, y, 2 €Ly (xny) nz=2(Yn2),
4. V2, y, 2 €L (x40 Y) nz=( 4 2)+n (Y 2),
5. V5 €Zpyxml=1-,,
0. Vr,y € Zpx Yy =Y 0 y.
Definicja 1 Dla dodatniej liczby naturalnej n € Ny = N\ {0} definiujemy (Z,= mod n) jek naste-

puje
(Va,beZ) (a=b modn) +— (n|(a—">)).



Zadanie 5 Sprawdz, czy dla n € Npuporzqdkowana para (Z, = mod n) jest relacjg réwnowaznosci
na zbiorze liczb catkowitych.

Zadantie 6 Dla dowolnego n € N, wyznacz przestrzen ilorazowg
Z)= modn=1{[z]: v €Z}

gdzie [t ={y € Z: x =y mod n} jest klasq bstrakcji elementu x € Z dla relacji (Z, = mod n).
Zadanie 7 Dian € Ny 1 a,c € Z wykaz, ze jezeli a =b mod n to

1. a+c=b+c mod n,

2. a-c=b-c modn,

3. jezeli0 < k €N, to a* = b* mod n,

4. ponadto a = (a),, mod n.
Zadanie 8 W zbiorze Z/= modn (n € Ny ) definiujemy dziatania: dla dowolnych x,y € 7

[2] B [y] = [z +yl, (2] O [y] = [z % y].
Udowodnij, Ze istnieje bijekcja [ : Ly, — Z/= moa n taka, Ze dla dowolnych x,y € Z, zachodzi warunek:
f@+ny) = f(x) B fly), flz-ny)=f(x)B, fy).

Zadanie 9 Na podstawie poprzedniego zadania, wykaz, ze dla 1 <n € Ny (Z/= mod n, B, En, [0], [1])
jest przemiennym pierscieniem z jednosciq.

Lista 2

Elementy teorii liczb

Zadanie 1 Stosujgc rozszerzony algorytm Euklidesa, prosze znaleZé rozwigzanie nastepujgceqo row-
nania diofantycznego (w liczbach catkowitych)

128 -2 4+ 89 -y = 15.
Zadanie 2 Prosze znaleZé wszystkie rozwigzania, nastepujgcego rownania diofantycznego
2012 - x + 1999 - y = 1000.
Zadanie 3 Prosze rozwigzaé nastepujgce rownanie diofantyczne
2-x+3-y+5-2=T.

Zadanie 4 Niech n € N\ {0} bedzie dodatnig liczbg naturalng oraz f € Z[x] wielomianem jednej
zmiennej o wspotczynnikach catkowitych. Prosze udowodnic¢

(Va,beZ) (a=b modn— f(a) = f(b) mod n).
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Zadanie 5 Niech bedzie dana liczba n = ag+ap - 10+ ay - 102 + . . . a,,10™, gdzie a, € Zig Nk € Lyt
bedzie liczbg naturalng zapisana w ukladzie dziesietnym. Prosze udowodnié, ze n jest podzielna przez
9 wtedy i tylko wtedy gdy suma cyfr ag + ... + a,, = 0 mod 9. Jaka jest cecha podzielnosci liczby
naturalnej przez liczbe 37

Zadanie 6 Prosze udowodnié, ze kazda liczba zapisana w uktadzie 10-tnym jest podzielna przez 11
wtedy i tylko wtedy gdy ag— a1 +as —az+ ...+ (—=1)"a,, =0 mod 11. Dla jakich n € N, liczba 10™ + 1
jest podzielna przez 117

Zadanie 7 Prosze wyznaczyé przedostatniq cyfre liczby 3212 + 112°M | zapisanej w ukladzie dziesiet-
nym.

Zadanie 8 Nie korzystajgc z twierdzenia o multiplikatywnosce funkcji Eulera ¢, prosze udowodnic ze,
jesli p, q sq dwiema réznymi liczbami pierwszymi, to o(pq) = p(p)p(q).

Zadanie 9 Prosze wyznaczyé. wszystkie rozwigzania ukladu rownan diofantycznych:

x 12 mod 5
r= 33 mod?7
r= 76 mod?9
r= 22 mod 13

Lista 3

Grupy, podgrupy

Oznaczenie: H < G oznacza, Ze H jest podgrupg grupy G.

Zadanie 1 Prosze sprawdzié, czy nastepujgce wzory okreslajg dziatanie na zbiorze. Jesli tak, spraw-
dzi¢ tgcznosé oraz przemienno$é dziatan.

I. mGn=m" na N,

m®n=NWD(m,n) na N,

a®b= %’ na Q,

zVy=max{z,y}, r ANy =min{z,y} na R,
fVvg=max{f g}, fAg=min{f, g} na C(R),

fVg=max{f g}, fAg=min{f, g} na C([0,1]) (- zbior wszystkich funkcji o cigglej pochodnej
na [0,1]).

S v o e

Zadanie 2 Czy istnieje dziatanie f : 7 X 7. — 7, ktore speinia warunki:
1.Vx eZ f(x,0)=x= f(0,z),
2.Vr eZ x#0— {yeZ: flx,y)=0= f(y,z)}| = Ro.
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Zadanie 3 Czy istnieje dziatanie f : 7 X 7. — 7, ktore spetnia warunki:
1.Vx eZ f(x,0)=x= f(0,z),
2.VxelZ {yeZ: flx,y)=0= f(y,z)} = No,.
Zadanie 4 Prosze sprawdzié, ktore zbiory z dziataniami stanowiq grupe:
1. {3n: n € Z} z mnozZeniem,
2. {3n: n € Z} z dodawaniem,
3. (P(X),N),
4. (P(X),U),
5. (P(X),A), gdzie AANB=(A\B)U(B\ A).
Zadanie 5 Prosze zbudowac tabelke dziatan dla nastepujgcych grup izometrii:
1. trégkgta réwnobocznego,
2. kwadratu,
3. prostokgta, ktory nie jest kwadratem,
4. sze$ciokgta foremnego.
Zadanie 6 Prosze udowodnic: (G,-) jest grupg wtedy i tylko wtedy gdy
0. ¢ GexG,
1 - jest tgczne,
2Va,be G)3Bz € G)a-x =0,
3 VMa,be G)3ly e G)y-a=0,

Zadamnie 7 Niech X -dowolny niepusty zbiér, G = {f € XX : f — bijekcja} oraz (f ©®g)(x) = f(g(x))
jest sktadaniem funkcji. Prosze pokazaé, Ze (G,®) jest grupq.

Zadanie 8 Niech ) # Xoq C X. Czy zbidr
{fe X*: f—bijekcjan f |x,= id}
stanowi grupe ze wzgledu na superpozycje (skladanie) funkcji?

Zadanie 9 Niech (G,-) bedzie grupg. Ponadto, niech ) #9 C {H € P(G) : H < G} o nastepujgcej
wlasnosci:

(VA,Be¥9)(3Ce¥) ACCANBCC.
Prosze udowodni¢ ze | J9 < G.

Zadanie 10 Niech (G,-) bedzie grupg, prosze sprawdzié, czy podzbior
Z(G)={geG: VxeG)g-x=x-g}

stanowi podgrupe grupy G. Z(G) nazywamy centrum grupy.
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Zadanie 11 Niech (G,-) bedzie grupg, a € G, prosze sprawdzié, czy podzbidr
Co={9€G: g-a=a-g}
stanowi podgrupe grupy G. Cy, nazywamy centralizatoorem elementu a.

Zadanie 12 Niech (G,-) bedzie grupg macierzy rzeczywistych odwracalnych stopnia 2 z mnozeniem

macierzy. Niech
a b
H_{(O 1).a,bER/\a7é0}.

Zadanie 13 Niech bedzie dana tabelka dziatania grupy skoniczonej. Prosze udowodnic, ze kazdy wiersz
(kolumna) w tabelce sklada si¢ z réznych elementow.

Cxy H<G

Zadanie 14 Prosze wyznaczyc wszystkie tabelki dziatan dla grupy mocy 4.

Zadanie 15 Niech bedg dane dwie macierze
0 1 0 1
A= <_1 0) oraz B = (1 0) :

G={A"-B": m,neZ}

Czy zbior

ze zwyktym mmnozeniem macierzy stanowi grupe?

Robert Ratowsk:



