Topologia metryczna, Lista 4

(1) Sprawdzié, ze zlozenie odwzorowan Lipschitza o stalych ¢; i ¢o jest odwzo-
rowaniem Lipschitza o stalej cjcs.

(2) Podaé przyklad odwzorowania jednostajnie ciaglego, ktére nie jest Lipschit-
za.

(3) Méwimy, ze przestrzenie metryczne sa homeomorficzne (podobne, izome-
tryczne), gdy istnieje homeomorfizmm (podobienstwo, izometria) przeksztal-
cajacy jedna przestrzen na druga. Czy kazdy przedzial otwarty na prostej
euklidesowej R jest homeomorficzny z R; czy jest podobny do R? Czy ist-
nieje funkcja jednostajnie ciggla przeksztalcajaca go na R?

(4) Sprawdzié, ze kazde dwie kule (sfery) w przestrzeni euklidesowej sa do sie-
bie podobne (czy tak jest w dowolnej przestrzeni metrycznej?) i ze kazdy
odcinek z koncami w przestrzeni euklidesowej jest podobny do przedziatu
euklidesowego [0, 1].

(5) Udowodnié, ze dowolne dwie proste w przestrzeni euklidesowej R?, sa izo-
metryczne. To samo pokazaé dla dowolnych dwéch ptaszezyzn w R3.

(6) Pokazaé, ze dowolny okrag i elipsa w (R?, p.) oraz dowolna sfera i elipsoida
w (R3, p.) sa homeomorficzne.

(7) Sprawdzié¢, czy nastepujace przeksztalcenia sa homeomorfizmami (w me-
trykach euklidesowych):
(a) f R — f(R) C R? dana Wzorem f(z ) (z,sinx);

() f:[0,1) = St ={(z,y) e R?: 2% +y?> =1}, f(t) = (cos 2rt,sin 27t)
(c) f:R? — R? dane wzorem f(z,y) = (z +y,z — y);
(d) f:C — D okreslone wzorem f(x,y,z) = (x,y), gdzie

={(z,y,2) eR’: 2 = 2" +y° <2},
D ={(z,y) e R?: 2® + 4> < 2};
jaka figurg jest C'7
(e) inwersja wzgledem sfery S™(r) = {x € R™ : ||x|| = r}:
i: R"\ {0} —R"\ {0}
takie, ze i(x) = y wtedy i tylko wtedy, gdy y lezy na pdlprostej 0x
oraz [[x[lllyl| = r*.

(8) Udowodnié twierdzenie:
Jesli f: (X, px) — (Y, py) jest homeomorfizmem, to metryka

o' (y1,y2) = px (fF (), f 1 (w2))

wY jest réwnowazna metryce py i f: (X, px) — (Y, p') jest izometrig.



